Modelitzacié del pendol doble

Claudi Lleyda Molto

Volem estudiar el comportament d’un pendol doble, calculant la trajectoria que
segueixen les dues masses al llarg del temps. Plantegem el sistema segons el
diagrama segiient:
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Les equacions de la posicié de la primera massa son

21 = Lq sin(6q)
y1 = — L1 cos(67),

i les de la segona massa ens queden

To =21+ Lo Sin(eg)
Yo = Y1 — L2 COS(OQ),

i per tant
T2 = L1 sin(@l) —+ L2 sin(ﬁg)
ya = —Lj cos(01) — Lo cos(fs).

Per tant podem reduir el problema a determinar els valors de 67 i 6> en funcié
del temps.

L’energia potencial del sistema ve donada per

P =mygy1 = —magLy cos(01) — mag(Ly cos(61) + Lo cos(2))
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i energia cinetica del sistema és
K = 1 -2 .2 1 .2 .0
= 2m1 (xl + yl) + 2m2(f1/'2 + yg)
1 1

= imlL%G% + §m2 (L%G% + Lg&% + 2L1L29192 COS(91 - 92))

Podem trobar el Lagrangia del sistema fent
1
2
+ moLqLob6102 cos(01 — 02) + (m1 + ma)gLy cos(01) + maLagcos(fs).
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Tenim que el Lagrangia del sistema satisfa les equacions de Lagrange

d /0L oL
w(%)_a@_u (1)

= —Lig(m1 + m2)sin(61) — maLy Lob10y sin(0; — 62)

Calculem

oL
00,

d /0L d ; T

dt (80) - a((ml + ma2) L3601 + moLi L6163 sin(6; — 6)) =
1

= (m1 + mg)L?él + m2L1L2 (92 COS(Ql — 02) — ég sin(91 — 92)(91 — 92))

També calculem

OL

(97 = m2L1L2é192 sin(01 — 92) — Lgmgg sin(ﬁg),
2

d /0L d . .
& (892> = & (m2L§92 + m2L1L201 COS(01 — 92)) =
= mngéQ + mngLgél COS(Gl — 02) — mQLlLQél sin(t91 — 92)(01 — 02)
Imposem les equacions de Lagrange (1) i trobem que
(m1 + mg) (L%Hl + gLy sin(&l)) +molq1Lo (92 008(91 — 02) + 9% sin(91 — 92)) =0
i . . .
Loy + L1164 COS(91 — 92) — L19% sin(@l — 92) + gsin(ﬁg) =0.

D’aquestes dues equacions podem aillar 6, i s, respectivament, per trobar

7m2L29.2 cos(91 — 92) — mngﬁg sin(91 — 02) — (m1 + mg)g Sin(91 — 02)

é =
! (m1 +m2)L1




—Llél COS(01 — 02) + Llﬂf sin(@l - 02) - gsin(ﬂg)
Lo '

Amb aix0, substituint una equacié en l’altre obtenim, denotant m = mq + ms
i0=0;— 0y,

0o =

gma sin(fy) cos() — gmsin(61) — maL, 6% sin(8) cos(#) + mg La63 sin(6)
mLy — maLq cos?(0)

0, =

gmsin(0;) cos(0) — gmsin(fy) + maLy63 sin() cos(8) + mLy 03 sin(6)

é =
2 mLQ — m2L2 cos? (0)

Aquest és un sistema d’equacions diferencials de segon ordre, i fent el canvi de
variable

y1=01, yo=0s, ys=01, i ys=0,
obtenim
Y1=yY3 1 Y2 = VY4,
i denotant y = 61 — 6o

gma sin(yz) cos(y) — gmsin(y1) — maL1y3 sin(y) cos(y) + maLay? sin(y)
mLy — maLy cos?(y)

Uz =

gmsin(y1) cos(y) — gmsin(ys) + maLoyg sin(y) cos(y) +mLiy3 sin(y)
mLo — maoLg cos?(y) '

Ua =

Aix0 ens defineix un sistema d’equacions diferencials de primer ordre, perd no
en coneixem cap solucié analitica.

Podem aproximar les seves solucions amb el metode de Runge-Kutta d’ordre
quatre, que ens diu que donat un sistema d’equacions diferencials amb condicions
inicials de la forma

= iy, y2,¥3,¥4,1), y1(0) =910
= fa(y1,y2,¥3,¥4,1), y2(0) =920
U3 = f3(y1,Y2,¥3, ¥4, 1), y3(0) =ys0
Ys = fa(y1,Y2,Y3,Y1,t), y1(0) = yap

podem aproximar la seva solucié de manera numerica amb N +1 punts {y;, k}{cv:o,
donats per 'expressio

1
Yik = Yik—1 + 5(Aik + 2B +2C; 1+ D; 1),

3



00 O Uik WK

per atotie€ {1,2,3,4}ike{l,...,N}, on
h
A= §fi(y1,k71»y2,k717y3,k717y4,k717 h(k —1)),

h h
By = §fi <yl,k—1 +A1 g, Yo k—1+A2k, Y3 -1+ A3k, Yap—1+Aak, h(E—1)+ 2>

h h
Cir= §fi (yl,k1+B1,k7 Y2,k—1+Bo i, Y3, k—1+DB3 1, Ya, -1+ Bag, h(k—1)+2>

h
D,y = §fi (Y1,6-1 + 2C1 1, Y2,6-1 + 2C2 ke, Y3, k-1 + 2C5 1, Ya,p—1 + 2C4 i, hk),

i aquesta aproximacié sera amb un error global d’ordre O(h%). Per estalviar-me
fer els calculs manualment utilitzem el codi del final del document.

Amb aquest codi podem produir grafics del moviment d’un péndol doble donades
les condicions inicials. Per exemple

Aquest ha estat part del treball de recerca de la Malena Gil. Ha estat escrit
seguint aquesta presentacié.

RK4.c

#include<stdio .h>
#include<math . h>
#include<stdlib .h>

int neqs=4;
double L1,L2 ml,m2,g;

double f(int i,double yl,double y2,double y3,double y4) {
double resultat=4;
switch (i) {
case 0:
resultat=y3;
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break;
case 1:
resultat=y4;
break;
case 2:
resultat=(—g+sin (yl)*(ml+m2)—m2+«L2xy4dxydxsin (yl—y2)
—m2xcos (yl—y2) *(Llxy3*xy3x*sin (yl—y2)—gx*sin (y2)))
/ (L1%(ml+m2-m2xcos (yl—y2)*cos (yl—y2)));
break;
case 3:
resultat=(—cos (yl—y2)*(—g*sin (y1)*(ml+m2)—-m2+«L2xy4x*
ydxsin (yl—y2))+(ml+m2) * (Llxy3*y3*sin (yl—y2)—
sin (y2)))/(L2*(ml+m2—m2kcos (yl—y2)*cos (yl—y2)));
break;
}

return resultat;

}

int main(void) {
int iteracions;
printf("Nombre d’iteracions: ");
if (scanf("%d",&iteracions));

double yO0[neqs];

for (int i=0; i<neqs; i++) {
double cinicial;
printf("y%d(0)=",i41);
if (scanf("%1f",&cinicial));
yO[i]=cinicial;

}

double h;

printf("Step u"); if(scanf("%1f",&h));
printf("Li:,"); if(scanf("%1f",&L1));
printf("L2: u"), if(scanf("%1f",&L2));
printf(" ); if (scanf("%1f",&ml));
printf(“m2 ); if (scanf("%1f",&m2));
printf("g:y"); if(scanf("%1f",&g));

)

)

FILE #dt1; FILE %dt2;
dtl=fopen ("interior.dat" ,"w");
dt2=fopen ("exterior.dat" ,"w");

fprintf(dtl,"Recorregutinterior\n");
fprintf(dt2,"Recorregut exterior\n");
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}

double y[neqs],A[neqs],B[neqs],C[neqs],D[neqs];
for (int i=0; i < neqs; i++) {
yli]=y0[i];

for (int i=0; i<iteracions; i++) {

[2]+ (b

[3]+h

for (int j=0; j<neqs; j++) {
Aljl=t(i,y[0],y[1],¥[2],y[3])
Bljl=f(j,y[0]+(h/2.)% [0] [] (h/2.)=A[1] ,y[2]+(h
/2.)*A[2] ,y[3]+(h/2. )*A[ 1)
Clil=f(j,y[0]+(h/2.)«B[0] ,y[1]+(h/2.)«B[1] .y
/2.)*B[2] ,y[3]+(h/2.)* [ DR
D[j]ch[(JDY[OHh*C[O% y[1]+h+C[1] ,y[2]+hxC[2] ,y
*C[3]);
| LIy LTF+ (/6. r(ALi 2B +2CL1 D13 )

fprintf (dtl,"%1£\t%1f\n" ,Llxsin (y[0]),—Llxcos(

fprintf (dt2,"%1£\t%1f\n" ,Llxsin (y[0])+L2*sin(y

Llxcos(y[0])—L2%cos(y[1]));

}
fclose (dtl); fclose (dt2);

return 0;
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