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Denotem
H2 = {(u, v) ⊆ R2 | v > 0}.

Aleshores direm que una superfície S que admet una parametrització global

ϕ : H2 −→ S

(u, v) 7−→ ϕ(u, v)

tal que la seva primera forma fonamental té coeficients E = G = 1/v2 i F = 0
s’anomena pla hiperbòlic. Volem trobar totes les seves geodèsiques.

Comencem calculant els seus símbols de Christoffel. Aquests són les solucions
dels sistemes{
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Calculant trobem que

Ev = Gv = −2
v3 , i Eu = Gu = Fu = Fv = 0

i ens queden els sistemes{
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d’on trobem que
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Sigui α(t) = ϕ(u(t), v(t)) una corba de la superfície S. Aleshores prenem X(t)
tal que

X(t) = a(t)ϕu + b(t)ϕv = α′(t) = u′(t)ϕu + v′(t)ϕv.
Tenim que aquesta és una geodèsica si satisfà les equacions de transport paral.lel:{
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Considerem les corbes en S de la forma α(t) = ϕ(α0, t). Calculant tenim
que u′(t) = 0 i v′(t) = 1, i ens queda el sistema{
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,

que té per solució a(t) = K1t i b(t) = K2t. Aleshores imposant que α′(1) = (0, 1)
trobem que K1 = 0 i K2 = 1, i per tant X(t) = (α0, t).

Considerem ara les corbes en S de la forma β(t) = ϕ(t, β0), amb β0 > 0.
Calculant tenim que u′(t) = 1 i v′(t) = 0, i ens queda el sistema{
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,

que té per solució

a(t) = A cos(t/ω) +B sin(t/ω) i b(t) = −A sin(t/ω) +B cos(t/ω),

i amb això tenim que les geodèsiques del pla hiperbòlic són les semirectes verticals
i les semicircumferències.
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