Geodesiques del pla hiperbolic

Claudi Lleyda Molto

Denotem
H? = {(u,v) CR? | v > 0}.

Aleshores direm que una superficie S que admet una parametritzacié global
p:H?> — 8§
(u,v) — @(u,v)
tal que la seva primera forma fonamental té coeficients E = G = 1/v?> i F =0
s’anomena pla hiperbolic. Volem trobar totes les seves geodesiques.

Comencem calculant els seus simbols de Christoffel. Aquests sén les solucions
dels sistemes

TLE +TRF = 3B, TLE +T%F = 3B, [ThE+LF = F, — 3G,
ILF+T3G=F, - 3B, |ILF +T3G = LG, |TLF + 4G = iG, '
Calculant trobem que

-2
E’U:szﬁa i E,=G,=F,=F,=0

i ens queden els sistemes

11 _ 11 _ = 11
Iz =0 hor = 25 Loz =0
2 1 —1 21 _ 21 _ -1
Mie=—0 [z =0 Loz =5

3

d’on trobem que

1 .
I‘121 = _F112 = _F211 = _F222 = ; 1 I‘111 = I‘122 = I‘221 = F212 =0.

Sigui a(t) = p(u(t),v(t)) una corba de la superficie S. Aleshores prenem X (t)
tal que
X(t) = a(t)pu +b(t)py = o/ (t) = v/ (t)pu + V' () po-

Tenim que aquesta és una geodesica si satisfa les equacions de transport parallel:

a + Tl av + Thav' + Thbu' + Thbo' =0
V + T3 au + Thav + Tabuw' +Tab' =0
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Considerem les corbes en S de la forma a(t) = ¢(ap,t). Calculant tenim
que u'(t) =01 v'(t) =1, i ens queda el sistema

ad+%4=d+%=0
V4l=t+t=0"
que té per soluci6 a(t) = K1t i b(t) = Kat. Aleshores imposant que o'(1) = (0, 1)

trobem que K7 =01 Ky =1, i per tant X (t) = (o, ).

Considerem ara les corbes en S de la forma ((t) = ¢(t, 5y), amb Sy > 0.
Calculant tenim que u'(¢) =11 v'(t) =0, i ens queda el sistema

r_av’ _bul b _ ’ b
{a v v @ ﬁo_o {a_ﬁn

’ ! by’ / / a
Vo b —p e =0 b= -,
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que té per solucid
a(t) = Acos(t/w) + Bsin(t/w) i b(t) = —Asin(t/w) + Bcos(t/w),

i amb aix0 tenim que les geodésiques del pla hiperbolic sén les semirectes verticals
i les semicircumferéncies.




