Equacions de la calor i de la corda vibrant

Claudi Lleyda Molto

1 L’equaci6 de la calor

Considerem una barra 1-dimensional collocada sobre I'interval (0,1/2) i prenem
una distribucié de calor inicial sobre la barra donada per una funcié f(z) de
classe C'. Volem trobar una funcié u(z,t) prou derivable que modelitzi la
temperatura del punt x de la barra en l'instant ¢.

Considerem també que la funcié u satisfa, per a cert K > 0, ’anomenada equaci6

de la calor o2 5
u u
Freh KE’ (1)

i afegim la condici6 sobre els extrems de la barra

w(0,1) = u(1/2,t) = 0. (2)

Per tant el model que volem estudiar ve donat per

0%u ou
Praakin

u(0,t) =u(l/2,t) =0
u(z,0) = f(z)

Degut a que, per hipotesi, la funcié u és prou diferenciable i per (2) tenim que
la serie de Fourier de I'extensié senar de la funcié convergeix puntualment, i per
tant tenim per a tot z en (0,1/2) que

u(z,t) = Su(z,t) =2 Z by (t) sin(2mnx),

on )
bn(t) = 2/2 u(z, t) sin(2rnx)dz,
0

i trobem que
&*u o~ 22 .
@(z,t) =-2 2471' nby, (t) sin(2rnx)
n=1
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=2 Z bl (t) sin(2mnz).
Podem imposar ara la condicié (1) per obtenir

-2 Z 41202, (t) sin(2mna) = 2K Z bl (t) sin(2mnz),

n=1
0 equivalentment
(47%nb,, (t) sin(2rnz) + Kb, (t) sin(2mnz)) = 0,
n=1
i trobem que
2 Z (47%nb,, (t) + Kb, (t)) sin(2mnz) = 0.

d’on deduim que s’ha de complir

Kb, (t) = —47?n?b,(t).

Podem resoldre aquesta equaci6 diferencial fent
bl (t
K/ n( )dtz—/47rnxdt
bn ()

bn (t) _ Cne—47r2n2K71t

i per tant

per a una certa constant C,,, i ens queda

u(z,t) =2 Z Cpedmn K sin(2mnx).
n=1

Ens queda trobar la constant C),. Tenim que

u(z,0) =2 Z Cy sin(2mnx).

n=1

Tenim per hipotesi que la distribucié inicial de calor en la barra és f(z), i per
tant

flz)=2 Z Cy sin(2mnx).

n=1



Ara bé, aixo és la serie Fourier de I'extensié senar de f, i per tant trobem que
els C,, son els coeficients de Fourier de f, és a dir,

= Fn) =2 /0 * f(t) sin(2mnt)dt,

i tot plegat els queda que

u(z,t) =4 i (j?(7“b)e_4”2"2K7115 sin(27mx)) .
n=1

2 L’equacié de la corda vibrant

Considerem que tenim una corda tensada amb els extrems fixats als punts (0, 0)
i(0,1/2) ila desplacem fins a una posicié donada per una funcié f(z). Volem
estudiar el comportament en el temps d’aquesta corda quan la deixem anar, és a
dir: volem trobar una funci6 u(x,t) prou derivable que modelitzi la posici6 de la
corda en el punt x en l'instant ¢. Tindrem que

u(x,O) = f(l‘), (3)
i com que els extrems estan fixats tenim que
u(0,t) = u(1/2,t) = 0. (4)

Considerarem també que la corda té una velocitat inicial, donada per una
funcié g(z). Aixo és que

O 2.0) = o). )
Per ultim suposarem que la corda satisfa, per a cert K > 0, 'equacio
0%u 0%u
— =K—. 6
Ox? ot? (6)

Per tant el model que volem estudiar ve donat per

0%u _ 0%u

0x2 o2

u(0,t) = u(1/2,¢) =0
lw,0) = (@)

ou

3¢ (%,0) = g(2)

Degut a que, per hipotesi, la funcié u és prou diferenciable i per (4) tenim que
la serie de Fourier de I’extensié senar de la funcié convergeix puntualment, i per
tant tenim per a tot z en (0,1/2) que

u(z,t) = Su(z,t) =2 Z by, (t) sin(2mnx),
n=1



on
bn(t) = 2/ u(z, t) sin(2rnx)dz,
0
i trobem que

62
pe = ( =-2 Z 47%n2b,, (t) sin(2mna)

@ =2 Z bl (t) sin(2mnx).

Podem imposar ara la condicié (6) per trobar que

-2 Z 4702, (t) sin(2mnx) = 2K Z bl (t) sin(2mnz),

n=1

0 equivalentment
2 Z (47%nb,, (t) sin(2rnz) — Kbll () sin(2mnz)) =0

i trobem que

2 i (47*n?by, (t) — KV (1)) sin(2mnz) = 0

d’on deduim que s’ha de complir

47%n?
e b, (t) = bl (t).

La soluci6 a aquesta equacié diferencial és, per a certes constants A,, i B,, de la

forma ) )
™ ™
b,(t) = A, cos | —=t | + B,sin | —t | .
0= ancon (Tt) + s (1)

Determinem la costant A,,. Considerem

u(z,0) —ZZb ) sin(27nz) —QZA sin(2mnz),

n=1

i si imposem la condici6 (3) trobem que

flx)=2 Z A, sin(2mnx),

n=1



i per tant tenim que les constants A, son els coeficients de Fourier de I'extensio
senar de f, i per tant

1
2
A, = 2/ f(t) sin(2mnt)dt.
0
Calculem ara la constat B,,. Tenim que

(x,0) =2 Z bl (0) sin(2mnz) \ﬁ Z Bunsin(2mnz),

n=1 n=1

i imposant la condicié (5) trobem que

g(z) = \F i B,nsin(2mnx),

i per tant tenim que les constants B,, sén els coeficients de 1'extensié senar de la
funci6é g per una constant, i tenim que

2mn 3
—B, = 2/ g(t) sin(2wnt)dt,
VK 0

i per tant trobem que

e
B,=— ’ g(t) sin(2mnt)dt.
™ Jo

Tot junt ens queda que

u(z,t) = ZZ ( (2;%) +3(n )g sin (2;%5) sin(27rnx)> .
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