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Taula 1: Llista de lletres gregues
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Delta 𝛿 Δ
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Eta 𝜂

Theta 𝜃 𝜗 Θ

Iota 𝜄
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Lambda 𝜆 Λ

Mu 𝜇

Nu 𝜈

Ksi 𝜉 Ξ

Òmicron o O
Pi 𝜋 𝜛 Π

Rho 𝜌 𝜚

Sigma 𝜎 𝜍 Σ

Tau 𝜏

Ípsilon 𝜐 Υ

Fi 𝜑 Φ

Khi 𝜒

Psi 𝜓 Ψ

Omega 𝜔 Ω
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Capítol 1
Aviat

Podeu trobar la versió actualitzada d’aquest pdf seguint aquest link.

1.1 Àlgebra lineal

1.1.1 Definicions
Definició 1.1.1 (Forma bilineal). Doble la linealitat, doble el poder.

Definició 1.1.2 (Forma bilineal definida estrictament positiva o negativa). Sigui 𝑀
una forma bilineal simètrica. Preguntar a en Cedò.

Definició 1.1.3 (Norma d’una aplicació lineal).

Definició 1.1.4 (Producte escalar). És lineal i més coses.

Definició 1.1.5 (Norma d’un vector). ∥®𝑣∥ =
√︁
⟨®𝑣, ®𝑣⟩ .

Definició 1.1.6 (Dependència lineal).

1.1.2 Proposicions
Proposició 1.1.7. Vectors linealment independents ⇐⇒ determinant no nul.

1.1.3 Teoremes
Teorema 1.1.8. Sigui 𝐴 = (𝑎𝑖, 𝑗 ) ∈ 𝑀𝑛 (R) una matriu simètrica. Aleshores 𝐴 és
definida positiva si i només si �������

𝑎1,1 · · · 𝑎1,𝑖
...

...

𝑎𝑖,1 · · · 𝑎𝑖,𝑖

������� > 0

per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

Demostració. Per inducció sobre 𝑛. □
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1. Aviat

1.2 Funcions de variable real

1.2.1 Definicions
Definició 1.2.1 (Imatge). Siguin 𝑋 i𝑌 dos conjunts, 𝐴 un subconjunt de 𝑋 i 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌

una aplicació. Aleshores definim

Im𝐴( 𝑓 ) = { 𝑓 (𝑎) ∈ 𝑌 | 𝑎 ∈ 𝐴}

com la imatge de 𝑓 per 𝐴.

Definició 1.2.2 (Antiimatge). Siguin 𝑋 i 𝑌 dos conjunts, 𝐵 un subconjunt de 𝑌
i 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 una aplicació. Aleshores definim

Im-1
𝐵 ( 𝑓 ) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑓 (𝑥) = 𝑏 per a cert 𝑏 ∈ 𝐵}

com la antiimatge de 𝑓 per 𝐵.

Definició 1.2.3 (Límit).

Definició 1.2.4 (Funció contínua). Sigui 𝑓 una funció. Direm que 𝑓 és contínua en 𝑎 si

lim
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑎).

Definició 1.2.5 (Partició, poligonal i longitud d’una poligonal). Sigui (𝑎, 𝑏) un interval
de R. Direm que una partició de (𝑎, 𝑏) és un conjunt de escalars 𝑡0, . . . , 𝑡𝑛 ∈ [𝑎, 𝑏] que
compleixen 𝑎 = 𝑡0 < · · · < 𝑡𝑛 = 𝑏. Direm que 𝑡0, . . . , 𝑡𝑛 són els nodes de la partició.

Sigui 𝑓 : (𝑎, 𝑏) → R𝑚 una funció. Definirem la poligonal 𝑃𝑛 d’una partició en una
funció 𝑓 com

𝑃𝑛 = 𝑓 (𝑡0), . . . , 𝑓 (𝑡𝑛).

Definim la longitud de la poligonal 𝑃𝑛 com

L(𝑃𝑛) =
𝑛−1∑︁
𝑖=0
∥ 𝑓 (𝑡𝑖+1) − 𝑓 (𝑡𝑖)∥.

Definició 1.2.6 (Classe de diferenciabilitat d’una funció). Sigui 𝑓 una funció 𝑛-vegades
diferenciable amb 𝑓 (𝑛) contínua. Direm que 𝑓 és de classe C𝑛 o que 𝑓 ∈ C𝑛.

Definició 1.2.7 (Derivada).

Definició 1.2.8 (Notació de Landau). 𝐴(ℎ) = o(𝐵(ℎ)) . . .

1.2.2 Proposicions
Proposició 1.2.9. Siguin 𝐼 ⊆ R un interval i 𝑓 : 𝐼 → R una funció. Aleshores, si 𝑓 és
derivable en un punt 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑓 és contínua en 𝑎.

Proposició 1.2.10. Sigui 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R una funció acotada i monòtona. Aleshores 𝑓
és integrable Riemann.

Proposició 1.2.11. Sigui 𝑓 : [𝑎, 𝑏] −→ R una funció monòtona. Aleshores el conjunt
de punts de discontinuïtat de 𝑓 és com a màxim numerable.
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1.3. Trobar lloc per tot això

1.2.3 Teoremes
Teorema 1.2.12 (Equivalència entre normes). Si 𝑞(𝑥) és una norma existeixen 𝑚, 𝑀 ∈
R+ tals que 𝑚∥𝑥∥ ≤ 𝑞(𝑥) ≤ 𝑀 ∥𝑥∥ per a tot 𝑥 ∈ R𝑚.

Teorema 1.2.13 (Teorema del Valor Mig). hmm trivial

Teorema 1.2.14 (Desigualtat de Cauchy-Schwarz).

Teorema 1.2.15 (Teorema de Taylor). Siguin (𝑎, 𝑏) un interval obert deR i 𝑓 : (𝑎, 𝑏) →
R una funció de classe C𝑛. Aleshores, per a dos punts 𝑥, 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏), amb 𝑥 < 𝑐, existeix
un punt 𝑥1 ∈ (𝑥, 𝑐) tal que

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑐) +
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑓 (𝑘 ) (𝑐)
𝑘!

(𝑥 − 𝑐)𝑘 + 𝑓
(𝑛) (𝑥1)
𝑛!

(𝑥 − 𝑐)𝑛.

Teorema 1.2.16 (Teorema de Weierstrass). Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 : 𝑈 → R una
funció. Aleshores, donat un compacte 𝑆 ⊂ 𝑈, si 𝑓 és contínua en 𝑆, 𝑓 té un màxim i un
mínim absoluts en 𝑆.

Teorema 1.2.17 (Teorema del sandvitx).

Teorema 1.2.18 (Teorema de Rolle). Sigui 𝑓 : [𝑎, 𝑏] ⊂ R −→ R una funció derivable
en (𝑎, 𝑏) tal que 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏). Aleshores existeix un cert 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) tal que 𝑓 ′ (𝑐) = 0.

Teorema 1.2.19 (Teorema Fonamental del Càlcul). Siguin [𝑎, 𝑏] un interval deR, 𝑓 : [𝑎, 𝑏] −→
R una funció contínua en [𝑎, 𝑏] i

𝐹 (𝑥) =
∫ 𝑥

𝑎

𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

una funció. Aleshores 𝐹 (𝑥) és derivable en [𝑎, 𝑏] i 𝐹′ (𝑥) = 𝑓 (𝑥) per a tot 𝑥 de [𝑎, 𝑏].

Teorema 1.2.20 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Successió acotada té parcial
convergent

1.3 Trobar lloc per tot això

Definició 1.3.1 (Conjunt obert, tancat...).

Definició 1.3.2 (Continuïtat uniforme). Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 , 𝑉 ⊆ R𝑚 dos oberts i 𝑓 : 𝑈 → 𝑉

una funció. Aleshores direm que 𝑓 és uniformement contínua en un conjunt 𝑆 ⊆ 𝑈 si
per a tot 𝜀 > 0 existeix un 𝛿 > 0 tals que

𝑑𝑈 (𝑥, 𝑦) < 𝜀 i 𝑑𝑉 ( 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)) < 𝛿
per a tot punt 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈.

Teorema 1.3.3 (Teorema de Heine). Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 dos oberts, 𝑆 ⊂ 𝑈 un compacte
i 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 una funció contínua. Aleshores 𝑓 és uniformement contínua en 𝑆.

Definició 1.3.4 (Funció indicatriu). Siguin 𝑋 un conjunt i 𝐴 ⊆ 𝑋 un subconjunt de 𝑋 .
Definim la funció indicatriu de 𝐴 com una funció

1𝐴 : 𝑋 −→ {0, 1}
tal que

1𝐴(𝑥) =
{

1 𝑥 ∈ 𝐴
0 𝑥 ∉ 𝐴.
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1.3.1 Complexos
Definició 1.3.5 (Nombre complex). Siguin 𝑎 i 𝑏 dos nombres reals, i una constant que
satisfà i2 = −1 i

𝑧 = 𝑎 + 𝑏i.

Aleshores direm que 𝑧 és un nombre complex i que i és la unitat imaginària.

Definició 1.3.6 (Integral d’una funció complexa). Sigui 𝑓 una funció complexa i 𝑎 i 𝑏
dos reals. Aleshores definim∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 =
∫ 𝑏

𝑎

ℜ( 𝑓 (𝑥)) d𝑥 + i
∫ 𝑏

𝑎

ℑ( 𝑓 (𝑥)) d𝑥

com la integral de 𝑓 .

Definició 1.3.7 (Unió disjunta). Siguin 𝐴 i 𝐵 dos conjunts. Aleshores definim

𝐴 ⊔ 𝐵 = (𝐴 × {0}) ∪ (𝐵 × {1})

com la unió disjunta entre 𝐴 i 𝐵.

Definició 1.3.8 (Vectors perpendiculars).

⟨®𝑢, ®𝑣⟩ = 0.

1.4 Equacions diferencials ordinàries I

1.4.1 Teoria qualitativa
Observació 1.4.1. Sigui

¤𝑢(𝑡) = 𝑋 (𝑢(𝑡))
una equació diferencial autònoma sobre un obertU ⊆ R𝑛 amb 𝑋 ∈ C1. Aleshores la
funció 𝑋 és un camp vectorial.

Definició 1.4.2 (Òrbites). Sigui 𝜑 una solució d’una equació diferencial autònoma

¤𝑢(𝑡) = 𝑋 (𝑢(𝑡))

on 𝑋 ∈ C1. Aleshores direm que 𝜑 és una òrbita de l’equació diferencial ¤𝑢(𝑡) = 𝑋 (𝑢(𝑡)).

Proposició 1.4.3. Siguin
¤𝑢(𝑡) = 𝑋 (𝑢(𝑡))

una equació diferencial autònoma sobre un obert U ⊆ R𝑛 amb 𝑋 ∈ C1 i 𝑥 ∈ U un
punt. Aleshores existeix una solució maximal 𝜑𝑥 tal que 𝜑𝑥 (0) = 𝑥.

Demostració. Considerem el problema de Cauchy{
¤𝑢(𝑡) = 𝑋 (𝑢(𝑡))
𝑢(0) = 𝑥.

Aleshores per la proposició 22.2.20 tenim que existeix una solució maximal 𝜑𝑥
d’aquest problema de Cauchy, i per la definició de Problema de Cauchy (22.2.4) trobem
que 𝜑𝑥 (0) = 𝑥 i hem acabat. □
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1.4. Equacions diferencials ordinàries I

Definició 1.4.4 (Flux). Siguin

¤𝑢(𝑡) = 𝑋 (𝑢(𝑡))

una equació diferencial autònoma sobre un obertU ⊆ R𝑛 amb 𝑋 ∈ C1, 𝑥 ∈ U un punt
i 𝜑𝑥 la solució maximal tal que 𝜑𝑥 (0) = 𝑥. Aleshores direm que 𝜑𝑥 és el flux de 𝑥.
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Capítol 2
Lògica matemàtica

2.1 Els fonaments

2.1.1 Processos fonamentals de les matemàtiques
Definirem de manera informal els conceptes d’objecte matemàtic, de relació entre
objectes i de demostració d’una relació. Aquests són els tres processos fonamentals de
les matemàtiques.

Els objectes matemàtics són abstraccions de conceptes. Anomenem a les possibles
propietats d’aquests objectes relacions. Aquestes poden ser o bé vertaderes o bé falses.

Anomenem a algunes d’aquestes relacions axiomes, que són relacions que prenem
com a vertaderes des d’un principi. Per determinar la veracitat d’altres relacions
empararem les demostracions. Direm que una relació és vertadera quan es pot deduir a
partir dels axiomes amb una demostració, que és una successió d’arguments rigorosos
per convèncer-nos que una relació és vertadera.

2.1.2 Operacions lògiques elementals
Definició 2.1.1 (Disjunció). Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions. Aleshores definim una relació
anomenada disjunció. L’escriurem 𝑅 ∨ 𝑆, i ho llegirem “𝑅 o 𝑆”.

Definició 2.1.2 (Negació). Sigui 𝑅 una relació. Aleshores definim una relació
anomenada negació. L’escriurem ¬𝑅 i ho llegirem “no 𝑅”.

Definició 2.1.3 (Conjunció). Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions. Aleshores definim una relació
anomenada conjunció definida com

𝑅 ∧ 𝑆 = ¬((¬𝑅) ∨ (¬𝑆)).

Ho llegirem “𝑅 i 𝑆”.

Definició 2.1.4 (Disjunció excloent). Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions. Aleshores definim
una relació anomenada disjunció excloent definida com

𝑅 ⊻ 𝑆 = (𝑅 ∧ (¬𝑆)) ∨ ((¬𝑅) ∧ 𝑆).

Ho llegirem “o bé 𝑅 o bé 𝑆”.
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Definició 2.1.5 (Implicació). Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions. Aleshores definim una
relació anomenada implicació definida com

𝑅 =⇒ 𝑆 = 𝑆 ∨ (¬𝑅).

Ho llegirem “𝑅 implica 𝑆” o “si 𝑅 aleshores 𝑆”.

Definició 2.1.6 (Doble implicació). Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions. Aleshores definim
una relació anomenada doble implicació definida com

𝑅 ⇐⇒ 𝑆 = (𝑅 =⇒ 𝑆) ∧ (𝑆 =⇒ 𝑅).

Ho llegirem com “𝑅 si i només si 𝑆” o “𝑅 és equivalent a 𝑆”.

2.1.3 Relacions vertaderes

Axioma 2.1.7. Sigui 𝑅 una relació. Aleshores la relació

(𝑅 ∨ 𝑅) =⇒ 𝑅

és vertadera.

Axioma 2.1.8. Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions. Aleshores la relació

𝑅 =⇒ (𝑅 ∨ 𝑆)

és vertadera.

Axioma 2.1.9. Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions. Aleshores la relació

(𝑅 ∨ 𝑆) =⇒ (𝑆 ∨ 𝑅)

és vertadera.

Axioma 2.1.10. Siguin 𝑅, 𝑆 i 𝑇 tres relacions. Aleshores la relació

(𝑅 =⇒ 𝑆) =⇒ ((𝑅 ∨ 𝑇) =⇒ (𝑆 ∨ 𝑇))

és vertadera.

Axioma 2.1.11. Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions tals que 𝑅 i 𝑅 =⇒ 𝑆 siguin vertaderes.
Aleshores 𝑆 és vertadera.

Definició 2.1.12 (Relació falsa). Sigui 𝑅 una relació tal que ¬𝑅 sigui vertadera.
Aleshores direm que 𝑅 és falsa.

2.1.4 Tautologies

Tautologia 2.1.13. Siguin 𝑅, 𝑆 i 𝑇 tres relacions tals que 𝑅 =⇒ 𝑆 i 𝑆 =⇒ 𝑇 siguin
vertaderes. Aleshores la relació 𝑅 =⇒ 𝑇 és vertadera.
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Demostració. Per l’axioma 2.1.10 la relació

(𝑆 =⇒ 𝑇) =⇒ (𝑆 ∨ (¬𝑅) =⇒ (𝑇 ∨ (¬𝑅)))

és vertadera. Ara bé, per la definició d’Operacions lògiques elementals (2.1.5) això ho
podem escriure com

(𝑆 =⇒ 𝑇) =⇒ ((𝑅 =⇒ 𝑆) =⇒ (𝑅 =⇒ 𝑇))

i com que, per hipòtesi, la relació 𝑆 =⇒ 𝑇 és vertadera per l’axioma 2.1.11 tenim
que la relació (𝑅 =⇒ 𝑆) =⇒ (𝑅 =⇒ 𝑇) és vertadera, i com que, de nou per
hipòtesi, tenim que la relació 𝑅 =⇒ 𝑆 és vertadera tenim per l’axioma 2.1.11 que la
relació 𝑅 =⇒ 𝑇 és vertadera, com volíem veure. □

Tautologia 2.1.14 (Tercer exclòs). Sigui 𝑅 una relació. Aleshores la relació 𝑅 ∨ (¬𝑅)
és vertadera.

Demostració. La relació 𝑅∨ (¬𝑅) és equivalent, per la definició d’Operacions lògiques
elementals (2.1.5), a 𝑅 =⇒ 𝑅. Per l’axioma 2.1.7 tenim que la relació (𝑅∨𝑅) =⇒ 𝑅

és vertadera, i per l’axioma 2.1.8 tenim que la relació 𝑅 =⇒ (𝑅 ∨ 𝑅) és vertadera.
Per tant, per la tautologia 2.1.13, veiem que 𝑅 =⇒ 𝑅. □

Tautologia 2.1.15. Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions tals que 𝑅 sigui vertadera. Aleshores
les relacions 𝑅 ∨ 𝑆 i 𝑆 ∨ 𝑅 són vertaderes.

Demostració. Per l’axioma 2.1.8 tenim que 𝑅 =⇒ (𝑅∨𝑆) és vertadera, i per l’axioma
2.1.9 tenim que (𝑅 ∨ 𝑆) =⇒ (𝑆 ∨ 𝑅) és vertadera.

Ara bé, per hipòtesi tenim que 𝑅 és vertadera, i per l’axioma 2.1.11 veiem que les
relacions 𝑅 ∨ 𝑆 i 𝑆 ∨ 𝑅 són vertaderes. □

Tautologia 2.1.16. Sigui 𝑅 una relació. Aleshores la relació 𝑅 ⇐⇒ ¬(¬𝑅) és
vertadera.

Demostració. Per la definició de Operacions lògiques elementals (2.1.6) hem de veure
que la relació

(¬(¬𝑅) ∨ (¬𝑅)) ∧ (𝑅 ∨ (¬(¬(¬𝑅)))

és vertadera. Ara bé, si 𝑅 és vertadera trobem per la definició de Operacions lògiques
elementals (2.1.2) que ¬𝑅 és falsa, i aleshores per la tautologia del Tautologies (2.1.14)
les relacions ¬(¬𝑅) ∨ (¬𝑅) i 𝑅 ∨ (¬(¬(¬𝑅)) són vertaderes

Si 𝑅 és falsa trobem per la definició de Operacions lògiques elementals (2.1.2)
que ¬𝑅 és vertadera, aleshores, de nou per la tautologia del Tautologies (2.1.14), les
relacions ¬(¬𝑅) ∨ (¬𝑅) i 𝑅 ∨ (¬(¬(¬𝑅)) són vertaderes, com volíem veure. □

Tautologia 2.1.17 (Primera llei de De Morgan). Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions. Aleshores
la relació

¬(𝑅 ∨ 𝑆) ⇐⇒ ((¬𝑅) ∧ (¬𝑆))

és vertadera.
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Demostració. Per la definició de Operacions lògiques elementals (2.1.3) volem veure
que la relació

¬(𝑅 ∨ 𝑆) ⇐⇒ ¬((¬(¬𝑅)) ∨ (¬(¬𝑆)))
és vertadera. Aleshores, per la tautologia del Tautologies (2.1.14) això és equivalent a
veure que la relació

¬(𝑅 ∨ 𝑆) ⇐⇒ ¬(𝑅 ∨ 𝑆)
és vertadera, i per l’axioma 2.1.9 hem acabat. □

Tautologia 2.1.18 (Segona llei de De Morgan). Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions. Aleshores
la relació

¬(𝑅 ∧ 𝑆) ⇐⇒ ((¬𝑅) ∨ (¬𝑆))
és vertadera.

Demostració. Per la definició de Operacions lògiques elementals (2.1.3) hem de veure
que la relació

((¬𝑅) ∨ (¬𝑆)) ⇐⇒ ¬((¬(¬𝑅)) ∧ (¬(¬𝑆))),
i per la tautologia 2.1.16 això és equivalent a veure que la relació

((¬𝑅) ∨ (¬𝑆)) ⇐⇒ ¬(𝑅 ∧ 𝑆),

que és conseqüència de la Tautologies (2.1.17). □

Tautologia 2.1.19 (Llei de les contrarecíproques). Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions. Alesho-
res la relació

(𝑅 =⇒ 𝑆) ⇐⇒ ((¬𝑆) =⇒ (¬𝑅))
és vertadera.

Demostració. Per la definició d’Operacions lògiques elementals (2.1.5) hem de veure
que la relació

(𝑆 ∨ (¬𝑅)) ⇐⇒ ((¬𝑅) ∨ (¬(¬𝑆)))
és vertadera. Ara bé, per la tautologia 2.1.16 tenim que això és equivalent a veure que
la relació

(𝑆 ∨ (¬𝑅)) ⇐⇒ ((¬𝑅) ∨ 𝑆)
és vertadera, i pels axiomes 2.1.9 i 2.1.10 i la definició de Operacions lògiques
elementals (2.1.6) tenim que aquesta relació és vertadera, com volíem veure. □

Tautologia 2.1.20. Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions. Aleshores la relació 𝑅∧ 𝑆 és vertadera
si i només si 𝑅 és vertadera i 𝑆 és vertadera.

Demostració. Veiem primer l’implicació cap a la dreta ( =⇒ ). Suposem doncs que 𝑅
i 𝑆 són vertaderes. Per l’axioma 2.1.8 la relació 𝑆 ∨ (¬𝑅) és vertadera i, per la definició
de Operacions lògiques elementals (2.1.5) tenim que 𝑅 =⇒ 𝑆 és vertadera. Ara
bé, per la tautologia de Tautologies (2.1.19) tenim que la relació (¬𝑆) =⇒ (¬𝑅) és
vertadera, i pels axiomes 2.1.10 i 2.1.7 tenim que la relació

((¬𝑆) ∨ (¬𝑅)) =⇒ (¬𝑅)

és vertadera, i de nou per la tautologia de Tautologies (2.1.19) trobem que la relació

(¬(¬𝑅)) =⇒ (¬(¬𝑆) ∨ (¬𝑅))
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és vertadera, i per la tautologia 2.1.16 trobem que la relació

𝑅 =⇒ (¬((¬𝑆) ∨ (¬𝑅)))

és vertadera, i per la definició de Operacions lògiques elementals (2.1.3) això és
equivalent a que la relació

𝑅 =⇒ (𝑅 ∧ 𝑆)

és vertadera, i per tant per l’axioma 2.1.11 trobem que 𝑅 ∧ 𝑆 és vertadera, com volíem
veure.

Veiem ara l’implicació cap a l’esquerra (⇐= ). Suposem doncs que la relació 𝑅∧𝑆 és
vertadera. Per la tautologia de Tautologies (2.1.19) tenim que la relació (𝑅∧ 𝑆) =⇒ 𝑆

és vertadera si i només si la relació

(¬𝑅) =⇒ (¬(¬((¬𝑅) ∨ (¬𝑆))))

és vertadera. Ara bé, per la tautologia 2.1.16 tenim que això és equivalent a veure que
la relació

(¬𝑅) =⇒ ((¬𝑅) ∨ (¬𝑆))

és vertadera, que és conseqüència de l’axioma 2.1.8, i per tant la relació (𝑅∧𝑆) =⇒ 𝑅

és vertadera. La demostració del cas (𝑅 ∧ 𝑆) =⇒ 𝑆 és anàloga. □

Tautologia 2.1.21. Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions tals que 𝑅 sigui falsa i 𝑅 ∨ 𝑆 sigui
vertadera. Aleshores la relació 𝑆 és vertadera.

Demostració. Per la tautologia 2.1.16 tenim que la relació 𝑅 =⇒ (¬(¬𝑅)) és
vertadera, i per l’axioma 2.1.10 això és que la relació

(𝑅 ∨ 𝑆) ⇐⇒ (¬(¬𝑅) ∨ 𝑆)

és vertadera. Ara bé, per la definició d’Operacions lògiques elementals (2.1.5) tenim
que això és equivalent a la relació

(𝑅 ∨ 𝑆) ⇐⇒ ((¬𝑅) =⇒ 𝑆).

I com que, per hipòtesi, 𝑅 ∨ 𝑆 i ¬𝑅 són vertaderes, tenim que 𝑆 és vertadera, com
volíem veure. □

Tautologia 2.1.22. Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions tals que 𝑆 sigui falsa i 𝑅 ⊻ 𝑆 sigui
vertadera. Aleshores 𝑅 és vertadera.

Demostració. Tenim, per la definició de Operacions lògiques elementals (2.1.4), que
la relació

(𝑅 ∧ (¬𝑆)) ∨ ((¬𝑅) ∧ 𝑆)

és vertadera. Ara bé, com per hipòtesi 𝑆 és falsa per la tautologia 2.1.21 tenim que la
relació (∨𝑅) ∧ 𝑆 és falsa. Per tant per la tautologia 2.1.20 tenim que la relació 𝑅∧ (¬𝑆)
és vertadera, i per la tautologia 2.1.20 tenim que 𝑅 és vertadera. □

Tautologia 2.1.23. Siguin 𝑅 i 𝑆 dues relacions tals que 𝑅 i 𝑅 ⊻ 𝑆 siguin vertaderes.
Aleshores 𝑆 és falsa.
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Demostració. Tenim, per la definició de Operacions lògiques elementals (2.1.4), que
la relació

(𝑅 ∧ (¬𝑆)) ∨ ((¬𝑅) ∧ 𝑆)

és vertadera. Com per hipòtesi la relació 𝑅 és vertadera, per la definició de Operacions
lògiques elementals (2.1.2) tenim que ¬𝑅 és falsa. I per la tautologia 2.1.20 tenim que
la relació (¬𝑅) ∧ 𝑆 és falsa, i per la tautologia 2.1.21 tenim que la relació 𝑅 ∧ (¬𝑆) és
vertadera.

Ara bé, de nou per la tautologia 2.1.20, tenim que la relació ¬𝑆 ha de ser vertadera,
i per la definició de Operacions lògiques elementals (2.1.2) trobem que 𝑆 és falsa. □
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Capítol 3
Teoria de conjunts

3.1 Conjunts

3.1.1 Elements i subconjunts
Igual que en la secció anterior, només farem una introducció informal a la teoria de
conjunts.

Definirem conjunt com un objecte matemàtic, i entre conjunts la relació ∈ de
pertinència. Interpretem la relació 𝑥 ∈ 𝐴 com que 𝑥 és un element de 𝐴 o que 𝑥 pertany
a 𝐴. Si la relació 𝑥 ∈ 𝐴 és falsa aleshores ho denotarem com 𝑥 ∉ 𝐴 i direm que 𝑥 no
pertany a 𝐴.

Axioma 3.1.1 (Axioma d’Extensionalitat). Siguin 𝐴 i 𝐵 dos conjunts tals que per a
tot 𝑥 tenim 𝑥 ∈ 𝐴 si i només si 𝑥 ∈ 𝐵. Aleshores 𝐴 = 𝐵.

Definició 3.1.2 (Subconjunt). Siguin 𝐴 i 𝐵 dos conjunts tals que per a tot 𝑥 ∈ 𝐵
tenim 𝑥 ∈ 𝐴. Aleshores direm que 𝐵 és un subconjunt de 𝐴 i ho denotarem 𝐵 ⊆ 𝐴.

Teorema 3.1.3 (Doble inclusió). Siguin 𝐴 i 𝐵 dos conjunts. Aleshores 𝐴 = 𝐵 si i
només si 𝐴 ⊆ 𝐵 i 𝐵 ⊆ 𝐴.

Demostració. Comencem veient que la condició és suficient (⇐= ). Suposem doncs
que 𝐴 ⊆ 𝐵 i 𝐵 ⊆ 𝐴. Per la definició de Elements i subconjunts (3.1.2) tenim que
si 𝑥 ∈ 𝐴 aleshores 𝑥 ∈ 𝐵, ja que per hipòtesi 𝐴 ⊂ 𝐵. De mateixa manera tenim
que si 𝑥 ∈ 𝐵 aleshores 𝑥 ∈ 𝐴, ja que per hipòtesi 𝐵 ⊆ 𝐴. Per tant, per l’Elements i
subconjunts (3.1.1) tenim que 𝐴 = 𝐵.

Veiem ara que la condició és necessària ( =⇒ ). Suposem doncs que 𝐴 = 𝐵. Tenim
que si 𝑥 ∈ 𝐴, aleshores 𝑥 ∈ 𝐵, i per la definició de Elements i subconjunts (3.1.2) això
és que 𝐴 ⊆ 𝐵. De mateixa manera, si 𝑥 ∈ 𝐵 tenim 𝑥 ∈ 𝐴, i de nou per la definició de
Elements i subconjunts (3.1.2) tenim que 𝐵 ⊆ 𝐴, com volíem veure. □

Axioma 3.1.4 (Axioma del Conjunt Potència). Sigui 𝐴 un conjunt. Aleshores existeix
un conjunt P(𝐴) tal que 𝐵 ⊆ 𝐴 si i només si 𝐵 ∈ P(𝐴).

Notació 3.1.5. Denotarem els conjunts com claus separant els seus elements amb
comes. Per exemple, si tinguéssim un conjunt 𝑋 que conté únicament els elements 𝑎, 𝑏
i 𝑐 el podríem denotar com

𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}.
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Si tots els elements de 𝑋 satisfan una relació 𝑅 denotarem

𝑋 = {𝑥 | 𝑥 satisfà 𝑅}.

Axioma 3.1.6 (Axioma de Separació). Siguin 𝐴 un conjunt i 𝑅 una relació. Aleshores
el conjunt {𝑥 | (𝑥 ∈ 𝐴) ∧ (𝑥 satisfà 𝑅)} existeix.

Proposició 3.1.7. Existeix un únic conjunt sense elements.

Demostració. Considerem un conjunt 𝐴. Aleshores, per l’Elements i subconjunts
(3.1.6) tenim que existeix un conjunt

𝑋 = {𝑥 | (𝑥 ∈ 𝐴) ∧ (𝑥 ∉ 𝐴)},

i per la tautologia 2.1.20 tenim que la relació (𝑥 ∈ 𝐴) ∧ (𝑥 ∉ 𝐴) és falsa. Per tant el
conjunt 𝑋 no té elements.

La unicitat la tenim per l’Elements i subconjunts (3.1.1). □

Definició 3.1.8 (Conjunt buit). Direm que el conjunt que no té elements és el conjunt
buit, i el denotarem com ∅.

Aquesta definició té sentit per la proposició 3.1.7.

Axioma 3.1.9 (Axioma de Regularitat). Sigui 𝐴 un conjunt. Aleshores tenim que ∅ ⊆ 𝐴.

3.1.2 Unió i intersecció de conjunts
Axioma 3.1.10 (Axioma d’Infinitud). Existeix un conjunt infinit.

Axioma 3.1.11 (Axioma de la Unió). Sigui {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 és una família de conjunts.
Aleshores el conjunt {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴𝑖 per a cert 𝑖 ∈ 𝐼} existeix.

Definició 3.1.12 (Unió de conjunts). Siguin 𝐴 i 𝐵 dos conjunts. Aleshores direm que
el conjunt

𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥 | (𝑥 ∈ 𝐴) ∨ (𝑥 ∈ 𝐵)}

és la unió de 𝐴 i 𝐵.
Aquesta definició té sentit per l’Unió i intersecció de conjunts (3.1.11).

Definició 3.1.13 (Intersecció de conjunts). Siguin 𝐴 i 𝐵 dos conjunts. Aleshores direm
que el conjunt

𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥 | (𝑥 ∈ 𝐴) ∧ (𝑥 ∈ 𝐵)}

és la intersecció de 𝐴 i 𝐵.
Aquesta definició té sentit per l’Elements i subconjunts (3.1.6).

Notació 3.1.14. Si {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 és una família de conjunts, denotarem la unió de tots aquests
com ⋃

𝑖∈𝐼
𝐴𝑖 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴𝑖 per a cert 𝑖 ∈ 𝐼}.

Denotem la intersecció de tots aquests com⋂
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴𝑖 per a tot 𝑖 ∈ 𝐼}.
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3.2 Aplicacions entre conjunts

3.2.1 Aplicacions

Axioma 3.2.1 (Axioma del Parell). Per a qualsevol parella d’elements 𝑎, 𝑏 existeix un
conjunt {𝑎, 𝑏} que conté únicament 𝑎 i 𝑏.

Definició 3.2.2 (Parelles ordenades). Siguin 𝑎 i 𝑏 dos elements. Aleshores direm
que (𝑎, 𝑏) = {𝑎, {𝑎, 𝑏}} és una parella ordenada.

Aquesta definició té sentit per l’Aplicacions (3.2.1).

Proposició 3.2.3. Siguin (𝑎, 𝑏) i (𝑐, 𝑑) dues parelles ordenades. Aleshores (𝑎, 𝑏) =
(𝑐, 𝑑) si i només si 𝑎 = 𝑐 i 𝑏 = 𝑑.

Demostració. Suposem que 𝑎 = 𝑐 i 𝑏 = 𝑑. Aleshores tenim que 𝑎 ∈ {𝑐, {𝑐, 𝑑}}, {𝑎, 𝑏} ∈
{𝑐, {𝑐, 𝑑}}, 𝑐 ∈ {𝑎, {𝑎, 𝑏}} i {𝑐, 𝑑} ∈ {𝑎, {𝑎, 𝑏}}, i per tant, per la definició de Elements
i subconjunts (3.1.2) tenim que {𝑐, {𝑐, 𝑑}} ⊆ {𝑎, {𝑎, 𝑏}} i {𝑎, {𝑎, 𝑏}} ∈ {𝑐, {𝑐, 𝑑}},
i pel Elements i subconjunts (3.1.3) tenim que això és si i només si {𝑎, {𝑎, 𝑏}} =
{𝑐, {𝑐, 𝑑}}, i per la definició de Aplicacions (3.2.2) trobem que (𝑎, 𝑏) = (𝑐, 𝑑). □

Definició 3.2.4 (Producte cartesià de conjunts). Siguin 𝐴 i 𝐵 dos conjunts. Aleshores
definim el conjunt

𝐴 × 𝐵 = {(𝑎, 𝑏) | 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}

com el producte cartesià de 𝐴 i 𝐵.

Definició 3.2.5 (Aplicació). Siguin 𝐴 i 𝐵 dos conjunts i 𝑓 un subconjunt de 𝐴 × 𝐵 tal
que si (𝑎, 𝑏) i (𝑎, 𝑏′) són elements de 𝑓 , aleshores 𝑏 = 𝑏′. Aleshores direm que 𝑓 és
una aplicació de 𝐴 sobre 𝐵 i escriurem 𝑏 = 𝑓 (𝑎). També denotarem 𝑓 : 𝐴 −→ 𝐵 i

𝑓 : 𝐴 −→ 𝐵

𝑎 ↦−→ 𝑏

Axioma 3.2.6 (Axioma de Reemplaçament). Siguin 𝐴 i 𝐵 dos conjunts i 𝑓 una aplicació
de 𝐴 sobre 𝐵. Aleshores el conjunt { 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐵 | 𝑥 ∈ 𝐴} existeix.

3.2.2 Tipus d’aplicacions

Definició 3.2.7 (Aplicació injectiva). Sigui 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 una aplicació tal que per a
tot 𝑎, 𝑎′ elements de 𝑋 satisfent 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑎′) tenim 𝑎 = 𝑎′. Aleshores direm que 𝑓 és
injectiva.

Definició 3.2.8 (Aplicació exhaustiva). Sigui 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 una aplicació tal que per a
tot 𝑏 ∈ 𝑌 existeix 𝑎 ∈ 𝐴 satisfent 𝑓 (𝑎) = 𝑏. Aleshores direm que 𝑓 és exhaustiva.

Definició 3.2.9 (Aplicació bĳectiva). Sigui 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 una aplicació injectiva i
exhaustiva. Aleshores direm que 𝑓 és bĳectiva.
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3.2.3 Conjugació d’aplicacions
Proposició 3.2.10. Siguin 𝑓 : 𝐴→ 𝐵 i 𝑔 : 𝐵→ 𝐶 dues aplicacions. Aleshores ℎ(𝑎) =
𝑔( 𝑓 (𝑎)) per a tot 𝑎 ∈ 𝐴 és una aplicació de 𝐴 en 𝐶.

Demostració. Per la definició d’Aplicacions (3.2.5) hem de veure que ℎ està ben
definida. És a dir, que si prenem dos elements 𝑎 i 𝑎′ de 𝐴 tals que 𝑎 = 𝑎′, alesho-
res ℎ(𝑎) = ℎ(𝑎′).

Siguin doncs 𝑎 i 𝑎′ dos elements de 𝐴 tals que 𝑎 = 𝑎′. Com que, per hipòtesi, 𝑓 és
una aplicació tenim per la definició d’Aplicacions (3.2.5) que 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑎′) = 𝑏, per
a cert 𝑏 ∈ 𝐵, i per tant, com que per hipòtesi 𝑔 és una aplicació, trobem 𝑔( 𝑓 (𝑎)) =
𝑔(𝑏) = 𝑐 i 𝑔( 𝑓 (𝑎′)) = 𝑔(𝑏) = 𝑐 per a cert 𝑐 ∈ 𝐶, i per tant ℎ(𝑎) = ℎ(𝑎′), com volíem
veure.

També tenim que 𝑓 ⊆ 𝐴 × 𝐶, ja que si 𝑐 = ℎ(𝑎) tenim 𝑐 = 𝑔( 𝑓 (𝑎)), i per la
definició d’Aplicacions (3.2.5) tenim que 𝑎 ∈ 𝐴 i 𝑐 ∈ 𝐶. Per tant, per la definició de
Elements i subconjunts (3.1.2) tenim que ℎ és una aplicació. □

Definició 3.2.11 (Conjugació d’aplicacions). Siguin 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 i 𝑔 : 𝐵 → 𝐶 dues
aplicacions. Aleshores direm que l’aplicació 𝑔( 𝑓 ) és la composició de 𝑔 amb 𝑓 i ho
denotarem com

𝑔 ◦ 𝑓 : 𝐴 −→ 𝐶

𝑎 ↦−→ 𝑔( 𝑓 (𝑎)).

Aquesta definició té sentit per la proposició 3.2.10.

Proposició 3.2.12. Siguin 𝑓 : 𝐴→ 𝐵, 𝑔 : 𝐵→ 𝐶 i ℎ : 𝐶 → 𝐷 aplicacions. Aleshores

(ℎ ◦ 𝑔) ◦ 𝑓 = ℎ ◦ (𝑔 ◦ 𝑓 ).

Demostració. Hem de veure que per a tot 𝑎 ∈ 𝐴 tenim ((ℎ◦𝑔)◦ 𝑓 ) (𝑎) = (ℎ◦(𝑔◦ 𝑓 )) (𝑎).
Ara bé, tenim que

((ℎ ◦ 𝑔) ◦ 𝑓 ) (𝑎) = (ℎ ◦ 𝑔) ( 𝑓 (𝑎)) = ℎ(𝑔( 𝑓 (𝑎)))

i
(ℎ ◦ (𝑔 ◦ 𝑓 )) (𝑎) = ℎ((𝑔 ◦ 𝑓 ) (𝑎)) = ℎ(𝑔( 𝑓 (𝑎))).

Per tant, per la definició d’Aplicacions (3.2.5) tenim que (ℎ ◦ 𝑔) ◦ 𝑓 = ℎ ◦ (𝑔 ◦ 𝑓 ). □

Teorema 3.2.13. Siguin 𝑓 : 𝐴→ 𝐵 i 𝑔 : 𝐵→ 𝐶 dues aplicacions injectives. Aleshores
l’aplicació 𝑔 ◦ 𝑓 és injectiva.

Demostració. Prenem 𝑎 i 𝑎′ dos elements de 𝐴 tals que (𝑔 ◦ 𝑓 ) (𝑎) = (𝑔 ◦ 𝑓 ) (𝑎′).
Aleshores tenim 𝑔( 𝑓 (𝑎)) = 𝑔( 𝑓 (𝑎′)), i per la definició d’Tipus d’aplicacions (3.2.7)
com que, per hipòtesi 𝑔 i és injectiva tenim que 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑎′), i com que, per hipòtesi, 𝑓
és injectiva, tenim que 𝑎 = 𝑎′, i de nou per la definició d’Tipus d’aplicacions (3.2.7)
tenim que 𝑔 ◦ 𝑓 és injectiva. □

Teorema 3.2.14. Siguin 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 i 𝑔 : 𝐵 → 𝐶 dues aplicacions exhaustives.
Aleshores l’aplicació 𝑔 ◦ 𝑓 és exhaustiva.
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Demostració. Prenem un element 𝑐 ∈ 𝐶. Aleshores per la definició d’Tipus d’aplica-
cions (3.2.8) tenim que existeixen 𝑎 ∈ 𝐴 i 𝑏 ∈ 𝐵 tals que 𝑏 = 𝑓 (𝑎) i 𝑐 = 𝑔(𝑏). Per
tant per la definició d’Tipus d’aplicacions (3.2.8) tenim que 𝑔 ◦ 𝑓 és una aplicació
exhaustiva, ja que per a tot 𝑐 ∈ 𝐶 existeix 𝑎 ∈ 𝐴 tal que (𝑔 ◦ 𝑓 ) (𝑎) = 𝑐. □

Teorema 3.2.15. Siguin 𝑓 : 𝐴→ 𝐵 i 𝑔 : 𝐵→ 𝐶 dues aplicacions bĳectiva. Aleshores
l’aplicació 𝑔 ◦ 𝑓 és bĳectiva.

Demostració. Per la definició d’Tipus d’aplicacions (3.2.9) hem de veure que 𝑔 ◦ 𝑓
és injectiva i exhaustiva. Ara bé, per hipòtesi tenim que 𝑓 i 𝑔 són bĳectives, i de nou
per la definició d’Tipus d’aplicacions (3.2.9) tenim que 𝑓 i 𝑔 són ambdues injectives i
exhaustives. Per tant, pel Teorema 3.2.13 tenim que 𝑔 ◦ 𝑓 és injectiva, i pel Teorema
3.2.14 tenim que 𝑔 ◦ 𝑓 és exhaustiva, com volíem veure. □

3.2.4 Aplicacions invertibles

Definició 3.2.16 (Aplicació invertible). Siguin 𝑓 : 𝐴→ 𝐵 i 𝑔 : 𝐵→ 𝐴 dues aplicacions
tals que per a tot 𝑎 ∈ 𝐴 i 𝑏 ∈ 𝐵 es compleix

( 𝑓 ◦ 𝑔) (𝑎) = 𝑎 i (𝑔 ◦ 𝑓 ) (𝑏) = 𝑏.

Aleshores direm que 𝑓 és la inversa de 𝑔 i que 𝑓 és una aplicació invertible o que 𝑓 té
inversa.

Teorema 3.2.17. Siguin 𝑓 : 𝐴→ 𝐵 una aplicació invertible i 𝑔1 : 𝐵→ 𝐴 i 𝑔2 : 𝐵→ 𝐴

dues inverses de 𝑓 . Aleshores 𝑔1 = 𝑔2.

Demostració. Per la definició d’Aplicacions invertibles (3.2.16) tenim que per a
tot 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵

(𝑔1 ◦ 𝑓 ) (𝑎) = 𝑎 i ( 𝑓 ◦ 𝑔2) (𝑏) = 𝑏.

Ara bé, tenim

((𝑔1 ◦ 𝑓 ) ◦ 𝑔2) (𝑏) = 𝑔2 (𝑏) i (𝑔1 ◦ ( 𝑓 ◦ 𝑔2)) (𝑏) = 𝑔1 (𝑏)

i per la proposició 3.2.12 trobem que 𝑔1 = 𝑔2, com volíem veure. □

Notació 3.2.18. Aprofitant el Teorema 3.2.17 denotarem la inversa d’una aplicació 𝑓 :
𝐴→ 𝐵 amb 𝑓 −1, i per tant definim l’aplicació

𝑓 −1 ◦ 𝑓 = Id𝐴 .

Aleshores tenim que 𝐼𝑑𝐴 : 𝐴→ 𝐴 és l’aplicació bĳectiva i satisfà 𝐼𝑑𝐴(𝑎) = 𝑎 per
a tot 𝑎 ∈ 𝐴.

També denotarem la conjugació d’una aplicació 𝑔 : 𝐴 → 𝐴 amb sí mateixa 𝑘 de
vegades com

𝑔𝑘 = 𝑔 ◦ 𝑘 )· · · ◦ 𝑔.

Teorema 3.2.19. Sigui 𝑓 : 𝐴→ 𝐵 una funció. Aleshores 𝑓 és bĳectiva si i només si 𝑓
és invertible.
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Demostració. Comencem veient que la condició és necessària ( =⇒ ). Suposem doncs
que 𝑓 és una aplicació bĳectiva. Per la definició d’Tipus d’aplicacions (3.2.9) tenim
que 𝑓 és injectiva i exhaustiva. Per tant per la definició d’Tipus d’aplicacions (3.2.7) i la
definició d’Tipus d’aplicacions (3.2.8) tenim que per a tot 𝑏 ∈ 𝐵 existeix un únic 𝑎 ∈ 𝐴
tal que 𝑏 = 𝑓 (𝑎).

Per tant definim l’aplicació 𝑔 : 𝐵→ 𝐴 tal que 𝑔(𝑏) = 𝑎. Ara bé, tenim que per a
tot 𝑎 ∈ 𝐴 i 𝑏 ∈ 𝐵

(𝑔 ◦ 𝑓 ) (𝑎) = 𝑎 i ( 𝑓 ◦ 𝑔) (𝑏) = 𝑏,

i per la definició d’Aplicacions invertibles (3.2.16) tenim que 𝑓 és invertible, com
volíem veure.

Comprovem ara que la condició és suficient ( ⇐= ). Suposem doncs que 𝑓 té
inversa. Prenem dos elements 𝑎 i 𝑎′ de 𝐴 tals que 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑎′). Ara bé, per la definició
d’Aplicacions invertibles (3.2.16) tenim que ( 𝑓 −1 ◦ 𝑓 ) (𝑎) = 𝑎 i ( 𝑓 −1 ◦ 𝑓 ) (𝑎′) = 𝑎′
amb ( 𝑓 −1 ◦ 𝑓 ) (𝑎) = ( 𝑓 −1 ◦ 𝑓 ) (𝑎′), i per tant 𝑎 = 𝑎′ i per la definició d’Tipus
d’aplicacions (3.2.7) tenim que 𝑓 és injectiva.

Sigui 𝑏 un element de 𝐵 i prenem 𝑎 de 𝐴 tal que 𝑓 −1 (𝑏) = 𝑎. Aleshores trobem

𝑏 = 𝐼𝑑𝐵 (𝑏) = 𝑓 ◦ 𝑓 −1 (𝑏) = 𝑓 (𝑎),

i per la definició d’Tipus d’aplicacions (3.2.8) tenim que 𝑓 és un aplicació exhaustiva, i
per la definició d’Tipus d’aplicacions (3.2.9) trobem que 𝑓 és bĳectiva. □

Corol.lari 3.2.20. Si 𝑓 és invertible aleshores 𝑓 −1 és invertible i
(
𝑓 −1)−1

= 𝑓 .

3.3 Relacions d’equivalència

3.3.1 Relacions d’equivalència
Definició 3.3.1 (Relació binària). Siguin 𝑋 un conjunt no buit, ∼ un subconjunt
de 𝑋 × 𝑋 i (𝑥, 𝑦) un element del subconjunt ∼. Aleshores direm que els elements 𝑥 i 𝑦
estan relacionats i escriurem 𝑥 ∼ 𝑦. També direm que ∼ és una relació binària.

Si (𝑥′, 𝑦′) no és un element de ∼ escriurem 𝑥′ ≁ 𝑦′.

Definició 3.3.2 (Relació d’equivalència). Siguin 𝑋 un conjunt no buit i ∼ una relació
que satisfà les propietats

1. Reflexiva: Si 𝑥 és un element de 𝑋 , aleshores 𝑥 ∼ 𝑥.

2. Simètrica: Si 𝑥, 𝑦 són elements de 𝑋 tals que 𝑥 ∼ 𝑦, aleshores 𝑦 ∼ 𝑥.

3. Transitiva: Si 𝑥, 𝑦, 𝑧 són elements de 𝑋 tals que 𝑥 ∼ 𝑦 i 𝑦 ∼ 𝑧, aleshores 𝑥 ∼ 𝑧.

Aleshores direm que ∼ és una relació d’equivalència en 𝑋 .

3.3.2 Classes d’equivalència i conjunt quocient
Definició 3.3.3 (Classe d’equivalència). Siguin 𝑋 un conjunt no buit, ∼ una classe
d’equivalència en 𝑋 i

[𝑥] = {𝑦 ∈ 𝑋 | 𝑥 ∼ 𝑦}

un subconjunt de 𝑋 . Aleshores direm que [𝑥] és la classe d’equivalència de 𝑥.
També denotarem [𝑥] = 𝑥.
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Proposició 3.3.4. Siguin 𝑋 un conjunt no buit i 𝑥, 𝑦 elements de 𝑋 . Aleshores o
bé [𝑥] = [𝑦] o bé [𝑥] ∩ [𝑦] = ∅.

Demostració. Denotarem la relació d’equivalència amb ∼.
Suposem que 𝑥 ∼ 𝑦. Tenim que [𝑥] ⊆ [𝑦], ja que si prenem 𝑧 ∈ 𝑋 tal que 𝑧 ∈ [𝑥].

Aleshores per la definició de Classes d’equivalència i conjunt quocient (3.3.3) tenim
que 𝑥 ∼ 𝑧. Per hipòtesi tenim que 𝑥 ∼ 𝑦, i per tant, per la definició de Relacions
d’equivalència (3.3.2) tenim que 𝑦 ∼ 𝑧, i per la definició de Classes d’equivalència
i conjunt quocient (3.3.3) trobem 𝑧 ∈ [𝑦]. Per tant, per la definició de Elements i
subconjunts (3.1.2) tenim que [𝑥] ⊆ [𝑦].

Ara bé, també tenim que [𝑦] ⊆ [𝑥], ja que si prenem 𝑧 ∈ 𝑋 tal que 𝑧 ∈ [𝑦].
Aleshores per la definició de Classes d’equivalència i conjunt quocient (3.3.3) tenim
que 𝑦 ∼ 𝑧. Per hipòtesi tenim que 𝑥 ∼ 𝑦, i per tant, per la definició de Relacions
d’equivalència (3.3.2) tenim que 𝑧 ∼ 𝑧, i per la definició de Classes d’equivalència
i conjunt quocient (3.3.3) trobem 𝑧 ∈ [𝑥]. Per tant, per la definició de Elements i
subconjunts (3.1.2) tenim que [𝑦] ⊆ [𝑧]. Per tant, pel Elements i subconjunts (3.1.3)
tenim que [𝑥] = [𝑦].

Suposem ara que 𝑥 ≁ 𝑦 i prenem un element 𝑧 ∈ [𝑥] ∩ [𝑦]. Aleshores, per la
definició de Classes d’equivalència i conjunt quocient (3.3.3) tenim que 𝑧 ∼ 𝑥 i 𝑦 ∼ 𝑧, i
per la definició de Relacions d’equivalència (3.3.2) tenim que 𝑥 ∼ 𝑦. Ara bé, havíem
suposat que 𝑥 ≁ 𝑦. Per tant 𝑧 no pot existir i trobem [𝑥] ∩ [𝑦] = ∅. □

Definició 3.3.5 (Conjunt quocient). Siguin 𝑋 un conjunt no buit i ∼ una relació
d’equivalència en 𝑋 . Aleshores definim el conjunt

𝑋/∼= {[𝑥] | 𝑥 ∈ 𝑋}

com el conjunt quocient de 𝑋 per ∼.

45





Capítol 4
Conjunts amb operacions i els nombres

4.1 Els nombres naturals

4.1.1 Axiomes de Peano
Definició 4.1.1 (Nombres naturals). Siguin N un conjunt i 𝑆 una aplicació que satisfan

1. 1 ∈ N.

2. Si 𝑛 ∈ N, aleshores 𝑆(𝑛) ∈ N.

3. Si 𝑛 ∈ N, aleshores 𝑆(𝑛) ≠ 1.

4. Si 𝑛, 𝑚 ∈ N amb 𝑆(𝑛) = 𝑆(𝑚), aleshores 𝑛 = 𝑚.

5. Si M és un conjunt tal que 1 ∈ M i tal que 𝑆(𝑚) ∈ M per a tot 𝑚 ∈ M,
aleshores N ⊆ M.

Aleshores direm que N és el conjunt dels nombres naturals, i anomenarem els elements
de N nombres naturals.

Lema 4.1.2. N = {1, 𝑆(1), 𝑆(𝑆(1)), 𝑆(𝑆(𝑆(1))), . . . }.

Demostració. Ho farem pel principi de doble inclusió. Per la definició de Axiomes de
Peano (4.1.1) tenim que si 𝑛 ∈ N, aleshores 𝑆(𝑛) ∈ N. Per tant trobem que

N ⊇ {1, 𝑆(1), 𝑆(𝑆(1)), 𝑆(𝑆(𝑆(1))), . . . }.

Tenim també, per la definició de Axiomes de Peano (4.1.1), que siM és un conjunt
tal que 1 ∈ M i tal que 𝑆(𝑚) ∈ M per a tot 𝑚 ∈ M, aleshores N ⊆ M, i per tant

N ⊆ {1, 𝑆(1), 𝑆(𝑆(1)), 𝑆(𝑆(𝑆(1))), . . . },

i pel Elements i subconjunts (3.1.3) tenim que

N = {1, 𝑆(1), 𝑆(𝑆(1)), 𝑆(𝑆(𝑆(1))), . . . },

com volíem veure. □
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Notació 4.1.3. Denotarem 𝑆(1) = 2, 𝑆(2) = 3, 𝑆(3) = 4, etc. Per tant

N = {1, 2, 3, 4 . . . }.

Això té sentit pel lema 4.1.2.

Notació 4.1.4. Denotarem l’acció d’aplicar l’aplicació 𝑆 al nombre natural 𝑛 un nombre
natural 𝑘 de vegades com 𝑆𝑘 (𝑛).

Teorema 4.1.5 (Teorema del primer element). Sigui 𝐴 un subconjunt no buit de N.
Aleshores existeix 𝑎 ∈ 𝐴 tal que no existeixi cap 𝑏 ∈ 𝐴 satisfent 𝑆(𝑏) = 𝑎.

Demostració. Sigui 𝑎 un element de 𝐴. Aleshores pel lema 4.1.2 tenim que 𝑎 = 𝑆𝑘 (1)
per a cert 𝑘 ∈ N. Si 1 ∈ 𝐴 hem acabat per la definició de Axiomes de Peano (4.1.1).
Suposem doncs que 1 ∉ 𝐴. Si 𝑆(1) ∈ 𝐴 també hem vist el que volíem. Podem iterar
aquest procés un màxim de 𝑘 vegades, ja que 𝑆𝑘 (1) és, per hipòtesi, un nombre natural,
i per tant seria 𝑎 un element de 𝐴 tal que no existeix 𝑏 satisfent 𝑆(𝑏) = 𝑎. □

Definició 4.1.6 (Primer element). Sigui 𝐴 un subconjunt no buit de N i 𝑎 un element
de 𝐴 tal que no existeix cap 𝑏 ∈ 𝐴 satisfent 𝑆(𝑏) = 𝑎. Aleshores direm que 𝑎 és el
primer element de 𝐴.

Aquesta definició té sentit per la definició de Axiomes de Peano (4.1.1) i el Teorema
Axiomes de Peano (4.1.5).

Teorema 4.1.7 (Principi d’inducció). Sigui 𝑅(𝑛) una relació depenent d’un paràme-
tre 𝑛 ∈ N tal que

1. 𝑅(1) és vertadera.

2. Si 𝑅(𝑛) és vertadera aleshores 𝑅(𝑆(𝑛)) és vertadera.

Aleshores 𝑅(𝑛) és vertadera per a tot 𝑛 ∈ N.

Demostració. Definim el conjunt

𝐴 = {𝑛 ∈ N | 𝑅(𝑛) és falsa}.

Per la definició de Elements i subconjunts (3.1.2) tenim que 𝐴 ⊆ N. Suposem que 𝐴
és un conjunt no buit. Aleshores pel Axiomes de Peano (4.1.5) tenim que existeix un
primer element 𝑎 de 𝐴. Ara bé, pel punt (1) tenim que 𝑎 ≠ 1, per tant, pel lema 4.1.2
tenim que 𝑎 = 𝑆(𝑏) per a cert 𝑏 ∈ N. Com que 𝑎 és el primer element de 𝐴, per la
definició de Axiomes de Peano (4.1.6) tenim que 𝑏 ∉ 𝐴, i per tant 𝑃(𝑏) és vertadera.
Ara bé, pel punt (2) tenim que 𝑃(𝑆(𝑏)) = 𝑃(𝑎) és vertadera, i per tant 𝑎 ∉ 𝐴, arribant
a contradicció. Per tant trobem que 𝐴 és el conjunt buit, i trobem que 𝑅(𝑛) és vertadera
per a tot 𝑛 ∈ N. □

4.1.2 Operacions sobre els nombres naturals
Definició 4.1.8 (Suma de nombres naturals). Definim la suma de nombres naturals
com una operació + que satisfà per a tot 𝑛, 𝑘 ∈ N

𝑛 + 1 = 𝑆(𝑛) i 𝑛 + 𝑆(𝑘) = 𝑆(𝑛 + 𝑘).
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Definició 4.1.9 (Producte de nombres naturals). Definim el producte de nombres
naturals com una operació · que satisfà per a tot 𝑛, 𝑘 ∈ N

𝑛 · 1 = 𝑛 i 𝑛 · 𝑆(𝑘) = 𝑛 · 𝑘 + 𝑛.

Denotarem 𝑛 · 𝑘 = 𝑛𝑘 per a tot 𝑛, 𝑘 ∈ N.

Proposició 4.1.10. Siguin 𝑥, 𝑦, 𝑧 tres nombres naturals. Aleshores

(𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧).

Demostració. Definim el conjunt

𝐴 = {𝑧 ∈ N | (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ N}.

Per la definició de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que 𝐴 ⊆ N.
Tenim que 1 ∈ 𝐴, ja que per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ N tenim

𝑥 + (𝑦 + 1) = 𝑥 + 𝑆(𝑦) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
= 𝑆(𝑥 + 𝑦) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
= (𝑥 + 𝑦) + 1. (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))

També tenim que si 𝑧 ∈ 𝐴, aleshores 𝑆(𝑧) ∈ 𝐴. Efectivament, tenim per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ N

𝑥 + (𝑦 + 𝑆(𝑧)) = 𝑥 + 𝑆(𝑦 + 𝑧) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
= 𝑆(𝑥 + (𝑦 + 𝑧)) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
= 𝑆((𝑥 + 𝑦) + 𝑧) (Per hipòtesi)
= (𝑥 + 𝑦) + 𝑆(𝑧). (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))

Ara bé. Per la definició de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si 𝐴 és un conjunt
tal que 1 ∈ 𝐴 i tal que 𝑆(𝑧) ∈ 𝐴 per a tot 𝑧 ∈ 𝐴, aleshores N ⊆ 𝐴, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que 𝐴 = N. □

Proposició 4.1.11. Siguin 𝑥, 𝑦 dos nombres naturals. Aleshores

𝑥 + 𝑆(𝑦) = 𝑆(𝑥) + 𝑦.

Demostració. Definim el conjunt

𝐴 = {𝑦 ∈ N | 𝑥 + 𝑆(𝑦) = 𝑆(𝑥) + 𝑦 per a tot 𝑥 ∈ N}.

Per la definició de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que 𝐴 ⊆ N.
Tenim que 1 ∈ 𝐴, ja que per a tot 𝑥 ∈ N

𝑥 + 𝑆(1) = 𝑆(𝑥 + 1) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
= 𝑆(𝑆(𝑥)) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
= 𝑆(𝑥) + 1. (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))

També tenim que si 𝑦 ∈ 𝐴, aleshores 𝑆(𝑦) ∈ 𝐴. Efectivament, tenim que per a tot 𝑥 ∈ N

𝑥 + 𝑆(𝑆(𝑦)) = 𝑆(𝑥 + 𝑆(𝑦)) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
= 𝑆(𝑆(𝑥) + 𝑦) (Per hipòtesi)
= 𝑆(𝑥) + 𝑆(𝑦). (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))

Ara bé. Per la definició de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si 𝐴 és un conjunt
tal que 1 ∈ 𝐴 i tal que 𝑆(𝑦) ∈ 𝐴 per a tot 𝑦 ∈ 𝐴, aleshores N ⊆ 𝐴, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que 𝐴 = N. □
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Proposició 4.1.12. Siguin 𝑥, 𝑦 dos nombres naturals. Aleshores

𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥.

Demostració. Definim el conjunt

𝐵 = {𝑦 ∈ N | 1 + 𝑦 = 𝑦 + 1}.

Per la definició de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que 𝐵 ⊆ N.
Tenim que 1 ∈ 𝐵, ja que 1+1 = 1+1. També tenim que si 𝑦 ∈ 𝐵, aleshores 𝑆(𝑦) ∈ 𝐵.

Efectivament,

𝑆(𝑦) + 1 = 𝑦 + 𝑆(1) (Proposició 4.1.11)
= 𝑆(𝑦 + 1) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
= 𝑆(1 + 𝑦) (Per hipòtesi)
= 1 + 𝑆(𝑦). (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))

Ara bé. Per la definició de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si 𝐵 és un conjunt
tal que 1 ∈ 𝐵 i tal que 𝑆(𝑦) ∈ 𝐵 per a tot 𝑦 ∈ 𝐵, aleshores N ⊆ 𝐵, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que N = 𝐵.

Definim ara el conjunt

𝐴 = {𝑦 ∈ N | 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 per a tot 𝑥 ∈ N}.

Per la definició de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que 𝐵 ⊆ 𝐴 ⊆ N.
Tenim que 1 ∈ 𝐴, ja que 1 ∈ 𝐵 ⊆ 𝐴. També tenim que si 𝑦 ∈ 𝐴, aleshores 𝑆(𝑦) ∈ 𝐴.

Efectivament, tenim que per a tot 𝑥 ∈ N

𝑥 + 𝑆(𝑦) = 𝑆(𝑥 + 𝑦) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
= 𝑆(𝑦 + 𝑥) (Per hipòtesi)
= 𝑦 + 𝑆(𝑥). (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
= 𝑆(𝑦) + 𝑥. (Proposició 4.1.11)

Ara bé. Per la definició de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si 𝐴 és un conjunt
tal que 1 ∈ 𝐴 i tal que 𝑆(𝑦) ∈ 𝐴 per a tot 𝑦 ∈ 𝐴, aleshores N ⊆ 𝐴, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que 𝐴 = N. □

Proposició 4.1.13. Siguin 𝑥, 𝑦, 𝑧 tres nombres naturals. Aleshores

𝑥 · (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧.

Demostració. Definim el conjunt

𝐴 = {𝑧 ∈ N | 𝑥 · (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧 per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ N}.

Per la definició de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que 𝐴 ⊆ N.
Tenim que 1 ∈ 𝐴, ja que per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ N tenim

𝑥 · (𝑦 + 1) = 𝑥 · 𝑆(𝑦) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
= 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
= 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 1. (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))

50



4.1. Els nombres naturals

També tenim que si 𝑧 ∈ 𝐴, aleshores 𝑆(𝑧) ∈ 𝐴. Efectivament, tenim per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ N

𝑥 · (𝑦 + 𝑆(𝑧)) = 𝑥 · 𝑆(𝑦 + 𝑧) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
= 𝑥 · (𝑦 + 𝑧) + 𝑥 (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
= (𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧) + 𝑥 (Per hipòtesi)
= 𝑥 · 𝑦 + (𝑥 · 𝑧 + 𝑥) (Proposició 4.1.10)
= 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑆(𝑧). (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))

Ara bé. Per la definició de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si 𝐴 és un conjunt
tal que 1 ∈ 𝐴 i tal que 𝑆(𝑧) ∈ 𝐴 per a tot 𝑧 ∈ 𝐴, aleshores N ⊆ 𝐴, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que 𝐴 = N. □

Proposició 4.1.14. Siguin 𝑥, 𝑦, 𝑧 tres nombres naturals. Aleshores

(𝑥 · 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧).

Demostració. Definim el conjunt

𝐴 = {𝑧 ∈ N | (𝑥 · 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧) per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ N}.

Per la definició de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que 𝐴 ⊆ N.
Tenim que 1 ∈ 𝐴, ja que per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ N tenim

𝑥 · (𝑦 · 1) = 𝑥 + 𝑦 (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
= (𝑥 · 1) · 𝑦. (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))

També tenim que si 𝑧 ∈ 𝐴, aleshores 𝑆(𝑧) ∈ 𝐴. Efectivament, tenim per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ N

𝑥 · (𝑦 · 𝑆(𝑧)) = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧 + 𝑦) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
= 𝑥 · (𝑦 · 𝑧) + 𝑥 · 𝑦 (Proposició 4.1.13)
= (𝑥 · 𝑦) · 𝑧 + 𝑥 · 𝑦 (Per hipòtesi)
= (𝑥 · 𝑦) · 𝑆(𝑧). (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))

Ara bé. Per la definició de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si 𝐴 és un conjunt
tal que 1 ∈ 𝐴 i tal que 𝑆(𝑧) ∈ 𝐴 per a tot 𝑧 ∈ 𝐴, aleshores N ⊆ 𝐴, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que 𝐴 = N. □

Proposició 4.1.15. Siguin 𝑥, 𝑦 dos nombres naturals. Aleshores

𝑥 · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥.

Demostració. Definim el conjunt

𝐵 = {𝑦 ∈ N | 1 · 𝑦 = 𝑦 · 1}.

Per la definició de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que 𝐵 ⊆ N.
Tenim que 1 ∈ 𝐵, ja que 1 · 1 = 1 · 1. També tenim que si 𝑥 ∈ 𝐵, aleshores 𝑆(𝑥) ∈ 𝐵.

Efectivament,

𝑆(𝑥) · 1 = (𝑥 + 1) · 1 (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
= 𝑥 · 1 + 1 · 1 (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
= 𝑥 · 1 + 1 (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
= 1 · 𝑥 + 1 (Per hipòtesi)
= 1 · 𝑆(𝑥). (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))

51



4. Conjunts amb operacions i els nombres

Ara bé. Per la definició de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si 𝐵 és un conjunt
tal que 1 ∈ 𝐵 i tal que 𝑆(𝑦) ∈ 𝐵 per a tot 𝑦 ∈ 𝐵, aleshores N ⊆ 𝐵, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que N = 𝐵.

Definim ara el conjunt

𝐴 = {𝑦 ∈ N | 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 per a tot 𝑥 ∈ N}.

Per la definició de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que 𝐵 ⊆ 𝐴 ⊆ N.
Tenim que 1 ∈ 𝐴, ja que 1 ∈ 𝐵 ⊆ 𝐴. També tenim que si 𝑦 ∈ 𝐴, aleshores 𝑆(𝑦) ∈ 𝐴.

Efectivament, tenim que per a tot 𝑥 ∈ N

𝑥 · 𝑆(𝑦) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
= 𝑦 · 𝑥 + 𝑥 (Per hipòtesi)
= 𝑦 · 𝑥 + 𝑥 · 1 (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
= 𝑦 · 𝑥 + 1 · 𝑥 (1 ∈ 𝐴)
= (𝑦 + 1) · 𝑥 (Proposició 4.1.13)
= 𝑆(𝑦) · 𝑥. (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))

Ara bé. Per la definició de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si 𝐴 és un conjunt
tal que 1 ∈ 𝐴 i tal que 𝑆(𝑦) ∈ 𝐴 per a tot 𝑦 ∈ 𝐴, aleshores N ⊆ 𝐴, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que 𝐴 = N. □

Teorema 4.1.16. Siguin 𝑥, 𝑦 i 𝑧 tres nombres naturals tals que 𝑥 + 𝑧 = 𝑥 + 𝑦.
Aleshores 𝑥 = 𝑦.

Demostració. Definim el conjunt

𝐴 = {𝑧 ∈ N | 𝑥 + 𝑧 = 𝑦 + 𝑧 =⇒ 𝑥 = 𝑦 per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ N}.

Per la definició de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que 𝐴 ⊆ N.
Tenim que 1 ∈ 𝐴, ja que si 𝑥 + 1 = 𝑦 + 1 per la definició de Operacions sobre

els nombres naturals (4.1.8) trobem que 𝑆(𝑥) = 𝑆(𝑦), i per la definició de Axiomes
de Peano (4.1.1) trobem que 𝑥 = 𝑦. També tenim que si 𝑧 ∈ 𝐴, aleshores 𝑆(𝑧) ∈ 𝐴.
Efectivament, per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ N tals que 𝑥 + 𝑆(𝑧) = 𝑦 + 𝑆(𝑧) tenim per la definició de
Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8) que

𝑥 + 𝑧 + 1 = 𝑦 + 𝑧 + 1,

i per la proposició 4.1.12 tenim que

𝑥 + 1 + 𝑧 = 𝑦 + 1 + 𝑧.

Per tant, per la definició de Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8), trobem

𝑆(𝑥) + 𝑧 = 𝑆(𝑦) + 𝑧,

i per hipòtesi, 𝑆(𝑥) = 𝑆(𝑦), i per la definició de Axiomes de Peano (4.1.1) tenim
que 𝑥 = 𝑧.

Ara bé. Per la definició de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si 𝐴 és un conjunt
tal que 1 ∈ 𝐴 i tal que 𝑆(𝑧) ∈ 𝐴 per a tot 𝑧 ∈ 𝐴, aleshores N ⊆ 𝐴, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que 𝐴 = N. □
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Teorema 4.1.17. Siguin 𝑥, 𝑦 i 𝑧 tres nombres naturals tals que 𝑥𝑧 = 𝑦𝑧. Aleshores 𝑥 = 𝑦.

Demostració. Definim el conjunt

𝐴 = {𝑧 ∈ N | 𝑥𝑧 = 𝑦𝑧 =⇒ 𝑥 = 𝑦 per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ N}.

Per la definició de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que 𝐴 ⊆ N.
Tenim que 1 ∈ 𝐴, ja que si 𝑥 ·1 = 𝑦·1 per la definició de Operacions sobre els nombres

naturals (4.1.9) trobem que 𝑥 = 𝑦. També tenim que si 𝑧 ∈ 𝐴, aleshores 𝑆(𝑧) ∈ 𝐴.
Efectivament, per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ N tals que 𝑥 · 𝑆(𝑧) = 𝑦 · 𝑆(𝑧) tenim per la definició de
Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9) que

𝑥 · 𝑧 + 𝑥 · 1 = 𝑦 · 𝑧 + 𝑦 · 1.

Ara bé, per hipòtesi tenim que 𝑥 · 𝑧 = 𝑦 · 𝑧, i pel Teorema 4.1.16 trobem 𝑥 = 𝑦.
Ara bé. Per la definició de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si 𝐴 és un conjunt

tal que 1 ∈ 𝐴 i tal que 𝑆(𝑧) ∈ 𝐴 per a tot 𝑧 ∈ 𝐴, aleshores N ⊆ 𝐴, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que 𝐴 = N. □

4.2 Els nombres enters

4.2.1 Construcció dels nombres enters
Proposició 4.2.1. Sigui ∼ una relació binària sobre 𝐴 = N∪{0}, amb 𝑛+0 = 0+𝑛 = 𝑛
i 𝑛 · 0 = 0 · 𝑛 = 0, tal que per a tot (𝑎, 𝑏) i (𝑐, 𝑑) elements de 𝐴 × 𝐴

(𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐, 𝑑) ⇐⇒ 𝑎 + 𝑑 = 𝑏 + 𝑐.

Aleshores ∼ és una relació d’equivalència.

Demostració. Comprovem les propietats de la definició de relació d’equivalència:

1. Reflexiva: Sigui (𝑎, 𝑏) un element de 𝐴 × 𝐴. Aleshores per la proposició 4.1.12
tenim que 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎, i per tant (𝑎, 𝑏) ∼ (𝑎, 𝑏).

2. Simètrica: Siguin (𝑎, 𝑏) i (𝑐, 𝑑) elements de 𝐴 × 𝐴 tals que (𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐, 𝑑).
Aleshores significa que 𝑎 + 𝑑 = 𝑏 + 𝑐, i per la la proposició 4.1.12 tenim
que 𝑐 + 𝑏 = 𝑑 + 𝑎 i per tant (𝑐, 𝑑) ∼ (𝑎, 𝑏).

3. Transitiva: Siguin (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) i (𝑒, 𝑓 ) elements de 𝐴×𝐴 tals que (𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐, 𝑑)
i (𝑐, 𝑑) ∼ (𝑒, 𝑓 ). Això és que

𝑎 + 𝑑 = 𝑏 + 𝑐 i 𝑐 + 𝑓 = 𝑑 + 𝑒.

Ara bé, tenim
𝑎 + 𝑑 + 𝑓 = 𝑏 + 𝑐 + 𝑓

i per tant
𝑎 + 𝑑 + 𝑓 = 𝑏 + 𝑑 + 𝑒

d’on trobem 𝑎 + 𝑓 = 𝑏 + 𝑒, i per tant (𝑎, 𝑏) ∼ (𝑒, 𝑓 ).

I per la definició de Relacions d’equivalència (3.3.2) hem acabat. □
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Definició 4.2.2 (Nombres enters). Sigui∼ una relació d’equivalència sobre 𝐴 = N∪{0},
amb 𝑛 + 0 = 0 + 𝑛 = 𝑛 i 𝑛 · 0 = 0 · 𝑛 = 0, i ∼ una relació d’equivalència tal que per a
tot (𝑎, 𝑏) i (𝑐, 𝑑) elements de 𝐴 × 𝐴

(𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐, 𝑑) ⇐⇒ 𝑎 + 𝑑 = 𝑏 + 𝑐.

Aleshores direm que el conjunt quocient Z = 𝐴 × 𝐴/∼ és el conjunt dels nombres
enters. També direm que els elements de Z són nombres enters.

Definició 4.2.3 (Resta de nombres naturals). Siguin 𝑎, 𝑏 i 𝑐 nombres naturals tals
que 𝑎 ≥ 𝑏 i 𝑎 = 𝑏 + 𝑐. Aleshores escriurem 𝑎 − 𝑏 = 𝑐.

4.2.2 Operacions sobre els nombres enters

Definició 4.2.4 (Suma de nombres enters). Siguin (𝑎, 𝑏) i (𝑐, 𝑑) dos nombres enters.
Definim la suma de nombres enters com una operació + que satisfà

(𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑) = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑).

Definició 4.2.5 (Producte de nombres enters). Siguin (𝑎, 𝑏) i (𝑐, 𝑑) dos nombres enters.
Definim el producte de nombres enters com una operació · que satisfà

(𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑) = (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐).

Proposició 4.2.6. Sigui (𝑎, 𝑏) un nombre enter. Aleshores

1. (𝑎, 𝑏) + (0, 0) = (𝑎, 𝑏).

2. (𝑎, 𝑏) · (1, 0) = (𝑎, 𝑏).

3. (𝑎, 𝑏) + (𝑏, 𝑎) = (0, 0).

Demostració. Comencem veient el punt (1). Per la definició de Operacions sobre els
nombres enters (4.2.5) tenim que

(𝑎, 𝑏) + (0, 0) = (𝑎 + 0, 0 + 𝑏),

i per la proposició 4.1.12 i definició de Construcció dels nombres enters (4.2.2) trobem

(𝑎, 𝑏) + (0, 0) = (𝑎, 𝑏).

Veiem ara el punt (2). Per la definició de Operacions sobre els nombres enters
(4.2.5) tenim que

(𝑎, 𝑏) · (1, 0) = (𝑎 · 1 + 𝑏 · 0, 𝑎 · 0 + 𝑏 · 1),

i per la definició de Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9) i la definició de
Construcció dels nombres enters (4.2.2) trobem

(𝑎, 𝑏) · (1, 0) = (𝑎, 𝑏).

Veiem el punt (3). Per la definició de Operacions sobre els nombres enters (4.2.4)
tenim que

(𝑎, 𝑏) + (𝑏, 𝑎) = (𝑎 + 𝑏, 𝑏 + 𝑎).
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Ara bé, per la proposició 4.1.12 i la definició de Construcció dels nombres enters (4.2.2)
tenim que

𝑎 + 𝑏 + 0 = 𝑏 + 𝑎 + 0

i, de nou per la definició de Construcció dels nombres enters (4.2.2), trobem (𝑎 + 𝑏, 𝑏 +
𝑎) ∼ (0, 0), i per la definició de Classes d’equivalència i conjunt quocient (3.3.3) tenim
que (𝑎 + 𝑏, 𝑎 + 𝑏) = (0, 0). □

Proposició 4.2.7. Sigui (𝑎, 𝑏) un nombre enter. Aleshores

1. Si 𝑎 ≥ 𝑏, (𝑎, 𝑏) = (𝑎 − 𝑏, 0).

2. Si 𝑎 ≤ 𝑏, (𝑎, 𝑏) = (0, 𝑏 − 𝑎).

Demostració. Comencem veient el punt (1). Tenim que

𝑎 + 0 = 𝑎 + 𝑏 − 𝑏,

ja que 𝑏 + 0 = 𝑏, i per tant, per la definició de Construcció dels nombres enters (4.2.3)
tenim que 𝑏 − 𝑏 = 0. Per tant, per la definició de Construcció dels nombres enters
(4.2.2) tenim (𝑎, 𝑏) ∼ (𝑎 − 𝑏, 0), i per la definició de Classes d’equivalència i conjunt
quocient (3.3.3) trobem que (𝑎, 𝑏) = (𝑎 − 𝑏, 0).

La demostració del punt (2) és anàloga. □

Notació 4.2.8. Denotarem (𝑎, 0) = 𝑎 i (0, 𝑎) = −𝑎. Per tant

Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . }.

Observació 4.2.9. 𝑎 − 𝑏 = 0 ⇐⇒ 𝑎 = 𝑏.

Teorema 4.2.10. Sigui (𝑎, 𝑏) un nombre enter. Aleshores

(𝑎, 𝑏) = (0, 0) ⇐⇒ 𝑎 = 𝑏.

Demostració. Suposem que (𝑎, 𝑏) = (0, 0). Per la definició de Classes d’equivalència
i conjunt quocient (3.3.3) això és

(𝑎, 𝑏) ∼ (0, 0),

i per la definició de Construcció dels nombres enters (4.2.2) tenim que això és

𝑎 + 0 = 𝑏 + 0

i de nou per la definició de Construcció dels nombres enters (4.2.2) això és

𝑎 = 𝑏. □

Proposició 4.2.11. Siguin (𝑎, 𝑏) i (𝑐, 𝑑) nombres enters. Aleshores

(𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑) = (𝑐, 𝑑) + (𝑎, 𝑏).

55



4. Conjunts amb operacions i els nombres

Demostració. Per la definició de Operacions sobre els nombres enters (4.2.4) tenim
que

(𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑) = (𝑎 + 𝑑, 𝑏 + 𝑐)
= (𝑑 + 𝑎, 𝑐 + 𝑏) (4.1.12)

= (𝑐, 𝑑) + (𝑎, 𝑏), (Operacions sobre els nombres enters (4.2.4))

com volíem veure. □

Proposició 4.2.12. Siguin (𝑎, 𝑏) i (𝑐, 𝑑) nombres enters. Aleshores

(𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑) = (𝑐, 𝑑) · (𝑎, 𝑏).

Demostració. Per la definició de Operacions sobre els nombres enters (4.2.5) tenim
que

(𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑) = (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)
= (𝑐𝑎 + 𝑑𝑏, 𝑑𝑎 + 𝑐𝑏) (4.1.15)

= (𝑐𝑎 + 𝑑𝑏, 𝑐𝑏 + 𝑑𝑎) (4.1.12)

= (𝑐, 𝑑) · (𝑎, 𝑏), (Operacions sobre els nombres enters (4.2.5))

com volíem veure. □

Proposició 4.2.13. Siguin (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) i (𝑒, 𝑓 ) nombres enters. Aleshores

(𝑎, 𝑏) +
(
(𝑐, 𝑑) + (𝑒, 𝑓 )

)
=

(
(𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑)

)
+ (𝑒, 𝑓 ).

Demostració. Per la definició de Operacions sobre els nombres enters (4.2.4) tenim
que

(𝑎, 𝑏) +
(
(𝑐, 𝑑) + (𝑒, 𝑓 )

)
= (𝑎, 𝑏) + (𝑐 + 𝑓 , 𝑑 + 𝑒)

= (𝑎 + (𝑑 + 𝑒), 𝑏 + (𝑐 + 𝑓 ))
= ((𝑎 + 𝑑) + 𝑒, (𝑏 + 𝑐) + 𝑓 ) (4.1.10)

= (𝑎 + 𝑑, 𝑏 + 𝑐) + (𝑒, 𝑓 )

=

(
(𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑)

)
+ (𝑒, 𝑓 ),

com volíem veure. □

Proposició 4.2.14. Siguin (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) i (𝑒, 𝑓 ) nombres enters. Aleshores

(𝑎, 𝑏) ·
(
(𝑐, 𝑑) · (𝑒, 𝑓 )

)
=

(
(𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑)

)
· (𝑒, 𝑓 ).

Demostració. Per la definició de Operacions sobre els nombres enters (4.2.5) tenim
que

(𝑎, 𝑏) ·
(
(𝑐, 𝑑) · (𝑒, 𝑓 )

)
= (𝑎, 𝑏) · (𝑐𝑒 + 𝑑𝑓 , 𝑐 𝑓 + 𝑑𝑒)

= (𝑎(𝑐𝑒 + 𝑑𝑓 ) + 𝑏(𝑐 𝑓 + 𝑑𝑒), 𝑎(𝑐 𝑓 + 𝑑𝑒) + 𝑏(𝑐 𝑓 + 𝑑𝑒))
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Per la proposició 4.1.13
= (𝑎𝑐𝑒 + 𝑎𝑑𝑓 + 𝑏𝑐 𝑓 + 𝑏𝑑𝑒, 𝑎𝑐 𝑓 + 𝑎𝑑𝑒 + 𝑏𝑐 𝑓 + 𝑏𝑑𝑒)

i per la proposició 4.1.15
= (𝑎𝑐𝑒 + 𝑏𝑑𝑒 + 𝑎𝑑𝑓 + 𝑏𝑐 𝑓 , 𝑎𝑐 𝑓 + 𝑏𝑑𝑓 + 𝑎𝑑𝑒 + 𝑏𝑐𝑒)

i de nou per la proposició 4.1.13
= ((𝑎𝑐 + 𝑏𝑑)𝑒 + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 𝑓 , (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑) 𝑓 + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑒)
= (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) · (𝑒, 𝑓 )

=

(
(𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑)

)
· (𝑒, 𝑓 ),

com volíem veure. □

Proposició 4.2.15. Siguin (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) i (𝑒, 𝑓 ) nombres enters. Aleshores

(𝑎, 𝑏) ·
(
(𝑐, 𝑑) + (𝑒, 𝑓 )

)
= (𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑) + (𝑎, 𝑏) · (𝑒, 𝑓 )

i (
(𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑)

)
· (𝑒, 𝑓 ) = (𝑎, 𝑏) · (𝑒, 𝑓 ) + (𝑐, 𝑑) · (𝑒, 𝑓 ).

Demostració. Per la definició de Operacions sobre els nombres enters (4.2.4) tenim
que

(𝑎, 𝑏) ·
(
(𝑐, 𝑑) + (𝑒, 𝑓 )

)
= (𝑎, 𝑏) · (𝑐 + 𝑒, 𝑑 + 𝑓 )

per la definició de Operacions sobre els nombres enters (4.2.5)
= (𝑎(𝑐 + 𝑒) + 𝑏(𝑑 + 𝑓 ), 𝑎(𝑑 + 𝑓 ) + 𝑏(𝑐 + 𝑒))

per la proposició 4.1.13
= (𝑎𝑐 + 𝑎𝑒 + 𝑏𝑑 + 𝑏 𝑓 , 𝑎𝑑 + 𝑎 𝑓 + 𝑏𝑐 + 𝑏𝑒)

per la proposició 4.1.12
= (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 + 𝑎𝑒 + 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 𝑎 𝑓 + 𝑏𝑒)

per la definició de Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8)
= (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) + (𝑎𝑒 + 𝑏𝑑, 𝑎 𝑓 + 𝑏𝑒)

i per la definició de Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9)
= (𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑) + (𝑎, 𝑏) · (𝑒, 𝑓 ) □

Teorema 4.2.16. Siguin (𝑎, 𝑏) i (𝑐, 𝑑) dos nombres enters tals que (𝑎, 𝑏) ·(𝑐, 𝑑) = (0, 0).
Aleshores (𝑎, 𝑏) = (0, 0) ó (𝑐, 𝑑) = (0, 0).

Demostració. Per la definició de Operacions sobre els nombres enters (4.2.5) tenim
que

(𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑) = (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐).

Com que per hipòtesi (𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑) = (0, 0), tenim que per la definició de Construcció
dels nombres enters (4.2.2) tenim que

𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 + 0 = 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 0,
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i de nou per la definició de Construcció dels nombres enters (4.2.2) això és

𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 = 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐.

Suposem que (𝑐, 𝑑) ≠ (0, 0). Pel Teorema 4.2.10 trobem que 𝑐 ≠ 𝑑.
Suposem també que 𝑐 > 𝑑. Això és que existeix un natural 𝑘 satisfent 𝑐 + 𝑘 = 𝑑.

Per tant
𝑎(𝑑 + 𝑘) + 𝑑𝑏 = 𝑎𝑑 + 𝑏(𝑑 + 𝑘)

i per la proposició 4.2.15 i la proposició 4.2.11 tenim que

𝑎𝑑 + 𝑑𝑏 + 𝑎𝑘 = 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑 + 𝑏𝑘.

Ara bé, pel Teorema 4.1.16 i el Teorema 4.1.17 tenim que

𝑎 = 𝑏

i per la proposició 4.2.10 trobem que (𝑎, 𝑏) = (0, 0).
Les demostracions dels altres casos són anàlogues. □

Corol.lari 4.2.17. Siguin 𝑎, 𝑏 i 𝑐 nombres enters amb 𝑐 ≠ 0 tals que

𝑎𝑐 = 𝑏𝑐.

Aleshores 𝑎 = 𝑏.

Demostració. Per la proposició 4.2.15 trobem

(𝑎 − 𝑏)𝑐 = 0,

aleshores pel Teorema 4.2.16 trobem que ha de ser 𝑎 − 𝑏 = 0, i per l’observació 4.2.9
tenim 𝑎 = 𝑏, com volíem veure. □

4.2.3 Divisibilitat dels nombres enters
Definició 4.2.18 (Divisors i múltiples). Siguin 𝑎 i 𝑏 dos nombres enters tal que existeix
un nombre enter 𝑐 satisfent 𝑎 = 𝑏𝑐. Aleshores direm que 𝑏 divideix a 𝑎 o que 𝑎 és
múltiple de 𝑏.

Notació 4.2.19. Siguin 𝑎 i 𝑏 enters tals que 𝑏 divideix a 𝑎. Denotarem 𝑏 | 𝑎.

Proposició 4.2.20. Siguin 𝑎 i 𝑏 enters. Aleshores

1. 𝑏 | 𝑎 si i només si 𝑏 | −𝑎.

2. 𝑏 | 𝑎 si i només si −𝑏 | 𝑎.

Demostració. Comencem veient el punt (1). Si 𝑏 | 𝑎 per la definició de Divisibilitat
dels nombres enters (4.2.18) tenim que existeix un enter 𝑐 tal que 𝑎 = 𝑏𝑐, i per
tant −𝑎 = 𝑏(−𝑐), i equivalentment 𝑏 | −𝑎.

Veiem ara el punt (2). Si 𝑏 | 𝑎 per la definició de Divisibilitat dels nombres enters
(4.2.18) tenim que existeix un enter 𝑐 tal que 𝑎 = 𝑏𝑐, i per tant 𝑎 = (−𝑐) (−𝑏), i
equivalentment −𝑏 | 𝑎. □

Proposició 4.2.21. Siguin 𝑐, 𝑏 i 𝑎 enters tals que 𝑐 |𝑎. Aleshores 𝑐 | 𝑎𝑏.
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Demostració. Si 𝑐 | 𝑎 per la definició de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18)
tenim que existeix un 𝑘 tal que 𝑎 = 𝑘𝑐. Ara bé, també tenim 𝑎𝑏 = 𝑘𝑏𝑐, i per
tant 𝑐 | 𝑎𝑏. □

Proposició 4.2.22. Siguin 𝑎, 𝑏 i 𝑐 enters tals que 𝑐 | 𝑎 i 𝑐 | 𝑏. Aleshores 𝑐 | 𝑎 + 𝑏
i 𝑐 | 𝑎 − 𝑏.

Demostració. Per la definició de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) tenim que
existeixen enters 𝑘 i 𝑘 ′ tals que 𝑎 = 𝑘𝑐 i 𝑐 = 𝑘 ′𝑏. Per tant per la proposició 4.2.15
trobem

𝑎 + 𝑏 = (𝑘 + 𝑘 ′)𝑐 i 𝑎 − 𝑏 = (𝑘 − 𝑘 ′)𝑐. □

Proposició 4.2.23. Siguin 𝑎, 𝑏 i 𝑐 enters tal que 𝑎 | 𝑏 i 𝑏 | 𝑐. Aleshores 𝑎 | 𝑐.

Demostració. Per la definició de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) tenim que
existeixen enters 𝑘 i 𝑘 ′ tals que 𝑎 = 𝑘𝑏 i 𝑏 = 𝑘 ′𝑐. Per tant 𝑎 = 𝑘𝑘 ′𝑐. □

Proposició 4.2.24. Siguin 𝑎 i 𝑏 enters tals que 𝑎 | 𝑏 i 𝑏 | 𝑎. Aleshores 𝑎 = 𝑏 ó 𝑎 = −𝑏.

Demostració. Per la definició de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) tenim que
existeixen enters 𝑘 i 𝑘 ′ tals que 𝑎 = 𝑘𝑏 i 𝑏 = 𝑘 ′𝑎. Per tant trobem

𝑏 = 𝑘𝑘 ′𝑏

i tenim
0 = 𝑘𝑘 ′𝑏 − 𝑏

i per la proposició 4.2.15 trobem

0 = (𝑘𝑘 ′ − 1)𝑏.

Ara bé, si 𝑏 = 0 tenim que 𝑎 = 𝑘0 i 𝑎 = 0, i per tant 𝑎 = 𝑏. Si 𝑏 ≠ 0 pel Teorema 4.2.16
trobem que ha de ser 𝑘𝑘 ′ = 1 i per tant ha de ser 𝑘 = 1 i 𝑘 ′ = 1 ó 𝑘 = −1 i 𝑘 ′ = −1 i
trobem que 𝑎 = 𝑏 ó 𝑎 = −𝑏. □

4.2.4 Màxim comú divisor
Definició 4.2.25 (Màxim comú divisor). Siguin 𝑎 i 𝑏 enters. Aleshores definim

mcd(𝑎, 𝑏) = max
𝑐∈Z
{𝑐 | 𝑎 i 𝑐 | 𝑏}

com el màxim comú divisor de 𝑎 i 𝑏.

Proposició 4.2.26. Siguin 𝑎 i 𝑏 enters. Aleshores mcd(𝑎, 𝑏) = mcd(𝑏, 𝑎).

Demostració. Per la definició de Màxim comú divisor (4.2.25) tenim que

mcd(𝑎, 𝑏) = max
𝑐∈Z
{𝑐 | 𝑎 i 𝑐 | 𝑏} i mcd(𝑏, 𝑎) = max

𝑐∈Z
{𝑐 | 𝑏 i 𝑐 | 𝑎},

i per tant, per la Tautologia 2.1.20 trobem que mcd(𝑎, 𝑏) = mcd(𝑏, 𝑎). □

Proposició 4.2.27. Siguin 𝑎 i 𝑏 enters. Aleshores per a tot 𝜆 enter

mcd(𝑎, 𝑏) = mcd(𝑎 − 𝜆𝑏, 𝑏) = mcd(𝑎, 𝑏 − 𝜆𝑎).

Demostració. Prenem un enter 𝑐 tal que 𝑐 | 𝑎 i 𝑐 | 𝑏. Aleshores per la proposició
4.2.21 tenim que 𝑐 divideix −𝜆𝑏, i per la proposició 4.2.22 trobem que 𝑐 | 𝑎 − 𝜆𝑏, i
per la definició de Màxim comú divisor (4.2.25) tenim que, efectivament, mcd(𝑎, 𝑏) =
mcd(𝑎 − 𝜆𝑏, 𝑏). □
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4.2.5 La divisió euclidiana i la identitat de Bézout
Lema 4.2.28. Siguin 𝐷 i 𝑑 nombres enters amb 𝐷, 𝑑 > 0. Aleshores existeixen dos
únics 𝑞, 𝑟 enters tals que

𝐷 = 𝑑𝑞 + 𝑟

amb 0 ≤ 𝑟 < 𝑑.

Demostració. Definim el conjunt

𝑆 = {𝑥 ∈ Z | 𝑥 ≥ 0 i existeix 𝑧 ∈ Z tal que 𝑥 = 𝐷 − 𝑑𝑧}.

Observem que 𝐷 ∈ 𝑆, i per tant 𝑆 ≠ ∅. Sigui doncs 𝑟 = min{𝑥 ∈ 𝑆}. Per tant existeix
un enter 𝑞 tal que

𝑟 = 𝐷 − 𝑑𝑞.

Ara bé, tenim que 𝑟 < 𝑑, ja que si 𝑟 ≥ 𝑑 tindríem

0 ≥ 𝑟 − 𝑑
= 𝐷 − 𝑑𝑞 − 𝑑
= 𝐷 − 𝑑 (𝑞 + 1) (4.2.15)

i per tant 𝑟 −𝑑 seria un element de 𝑆, amb 𝑟 −𝑑 < 𝑟 , però això entraria amb contradicció
amb que 𝑟 = min{𝑥 ∈ 𝑆}. Per tant ≤ 𝑟 < 𝑑 i hem acabat. □

Teorema 4.2.29 (Criteri de divisibilitat d’Euclides). Siguin 𝐷 i 𝑑 nombres enters
amb 𝑑 ≠ 0. Aleshores existeixen dos únics 𝑞, 𝑟 enters tals que

𝐷 = 𝑑𝑞 + 𝑟

amb 0 ≤ 𝑟 < |𝑑 |.

Demostració. Veiem primer que si 𝑞 i 𝑟 existeixen aquests són únics. Suposem doncs
que existeixen 𝑞1, 𝑞2, 𝑟1, 𝑟2 tals que

𝐷 = 𝑑𝑞1 + 𝑟1 = 𝑑𝑞2 + 𝑟2

amb 0 ≤ 𝑟1 < |𝑑 | i 0 ≤ 𝑟2 < |𝑑 |. Aleshores tenim

𝐷 − 𝐷 = 𝑑 (𝑞1 − 𝑞2) + (𝑟1 − 𝑟2)

i per tant
𝑟2 − 𝑟1 = 𝑑 (𝑞1 − 𝑞2).

Ara bé, tenim que 𝑟2 − 𝑟1 < |𝑑 |, ja que per hipòtesi 𝑟1, 𝑟2 < |𝑑 |, i per tant ha de
ser 𝑟2 − 𝑟1 = 0, i per l’observació 4.2.9 tenim 𝑟1 = 𝑟2. Ara bé, aleshores tenim

0 = 𝑑 (𝑞1 − 𝑞2)

i com que, per hipòtesi, 𝑑 ≠ 0, pel Teorema 4.2.16 ha de ser 𝑞1 − 𝑞2 = 0, i de nou per
l’observació 4.2.9 tenim 𝑞1 = 𝑞2. Per tant la unicitat queda demostrada.

Veiem ara que existeixen. Efectivament, si 𝐷, 𝑑 > 0 l’enunciat és cert pel lema
4.2.28.
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Si 𝐷 < 0 i 𝑑 > 0 definim 𝐷′ = −𝐷. Aleshores 𝐷′ > 0, i pel lema 4.2.28 tenim que
existeixen 𝑞′ i 𝑟 ′ enters tals que

𝐷′ = 𝑑𝑞′ + 𝑟 ′

amb 0 ≤ 𝑟 ′ < 𝑑. I per tant

𝐷 = −(𝑑𝑞′ + 𝑟 ′)
= 𝑑 (−𝑞′) − 𝑟 ′ (4.2.15)
= 𝑑 (−𝑞′) − 𝑑 + 𝑑 − 𝑟 ′

= 𝑑 (−𝑞′ − 1) + (𝑑 − 𝑟 ′) (4.2.15)

i si prenem 𝑞 = −𝑞′ − 1 i 𝑟 = 𝑑 − 𝑟 ′ tenim

𝐷 = 𝑑𝑞 + 𝑟

amb 0 ≤ 𝑑 − 𝑟 ′ < 𝑑.
Si 𝑑 < 0 prenem 𝑑′ = −𝑑, i aleshores 𝑑′ > 0 i pels casos anteriors hem acabat. □

Teorema 4.2.30 (Identitat de Bézout). Siguin 𝑎 i 𝑏 dos enters. Aleshores existeixen
enters 𝛼 i 𝛽 tals que

𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 = mcd(𝑎, 𝑏).

Demostració. Considerem el conjunt

𝑆 = {𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 | 𝑥, 𝑦 ∈ Z, 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 > 0}.

Observem que si 𝑥 = 1 i 𝑦 = 0, l’enter 𝑎 pertany a 𝑆. Per tant 𝑆 és un conjunt no buit i
tenim que existeixen enters 𝑠 i 𝑡 tals que 𝑎𝑠 + 𝑏𝑡 = min{𝑑 ∈ 𝑆}. Posem 𝑑 = 𝑎𝑠 + 𝑏𝑡. Pel
La divisió euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.29) tenim que existeixen dos enters 𝑞
i 𝑟 amb 0 ≤ 𝑟 < 𝑑 tals que

𝑎 = 𝑑𝑞 + 𝑟.
Tenim que 𝑟 és un element de 𝑆 ∪ {0}, ja que

𝑟 = 𝑎 − 𝑞𝑑
= 𝑎 − 𝑞(𝑎𝑠 + 𝑏𝑡)
= 𝑎(1 − 𝑞𝑠) − 𝑏(𝑞𝑡).

Ara bé, tenim que 0 ≤ 𝑟 < 𝑑 i 𝑎𝑠 + 𝑏𝑡 = min{𝑑 ∈ 𝑆}. Per tant ha de ser 𝑟 = 0 i per la
definició de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) trobem 𝑑 | 𝑎. Amb un argument
anàleg podem veure que 𝑑 | 𝑏. Suposem ara que existeix 𝑐 tal que 𝑐 | 𝑎 i 𝑐 | 𝑏. Per
la definició de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) tenim que existeixen 𝑘 i 𝑘 ′
satisfent

𝑎 = 𝑘𝑐 i 𝑏 = 𝑘 ′𝑐

i per tant

𝑑 = 𝑎𝑠 + 𝑏𝑡
= 𝑐𝑘𝑠 + 𝑐𝑘 ′𝑡
= 𝑐(𝑘𝑠 + 𝑘 ′𝑡),

i per tant 𝑐 < 𝑑, i per la definició de Màxim comú divisor (4.2.25) trobem que mcd(𝑎, 𝑏) =
𝑎𝑠 + 𝑏𝑡. □
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Definició 4.2.31 (Coprimers). Siguin 𝑎 i 𝑏 dos enters tals que mcd(𝑎, 𝑏) = 1. Aleshores
direm que 𝑎 i 𝑏 són coprimers.

Teorema 4.2.32. Siguin 𝑎 i 𝑏 dos enters. Aleshores 𝑎 i 𝑏 són coprimers si i només si
existeixen dos enters 𝛼 i 𝛽 tals que

𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 = 1.

Demostració. Veiem que la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem doncs que 𝑎 i 𝑏
són coprimers. Per La divisió euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.30) hem acabat.

Veiem ara que la condició és necessària ( ⇐= ). Suposem doncs que existeixen
dos enters 𝛼 i 𝛽 tals que 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 = 1. Tenim que si existeix un enter 𝑐 tal que 𝑐 | 𝑎
i 𝑐 | 𝑏, aleshores 𝑐 | 1, i per la definició de Màxim comú divisor (4.2.25) trobem
que mcd(𝑎, 𝑏) = 1. □

Proposició 4.2.33. Siguin 𝑐 un enter i 𝑎 i 𝑏 dos enters coprimers tals que 𝑎 | 𝑏𝑐.
Aleshores 𝑎 | 𝑐.

Demostració. Pel Teorema 4.2.32 tenim que existeixen dos enters 𝛼 i 𝛽 tals que

1 = 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏.

Per tant
𝑐 = 𝑐𝛼𝑎 + 𝑐𝛽𝑏,

i per la definició de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) tenim que existeix un
enter 𝑘 tal que 𝑎𝑘 = 𝑏𝑐. Per tant

𝑐 = 𝑐𝛼𝑎 + 𝑎𝑘𝛽

i per la proposició 4.2.15 tenim que 𝑐 = (𝑐𝛼 + 𝑘𝛽)𝑎 i per la definició de Divisibilitat
dels nombres enters (4.2.18) tenim que 𝑎 | 𝑐. □

4.2.6 Mínim comú múltiple
Definició 4.2.34 (Mínim comú múltiple). Siguin 𝑎 i 𝑏 dos enters. Aleshores definim

mcm(𝑎, 𝑏) = min{𝑚 ∈ Z | 𝑚 > 0, 𝑎 | 𝑚 i 𝑎 | 𝑚}

com el mínim comú múltiple de 𝑎 i 𝑏.

Teorema 4.2.35. Siguin 𝑎 i 𝑏 dos enters. Aleshores

mcd(𝑎, 𝑏)mcm(𝑎, 𝑏) = |𝑎𝑏 |.

Demostració. Sigui 𝑑 = mcd(𝑎, 𝑏). Per la definició de Màxim comú divisor (4.2.25)
existeixen 𝑎′ i 𝑏′ tals que 𝑎 = 𝑑𝑎′ i 𝑏 = 𝑑𝑏′. Per tant, per la proposició 4.2.21 trobem
que 𝑑 | 𝑎𝑏, i per la definició de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) trobem que
existeix un enter 𝑙 tal que 𝑑𝑙 = |𝑎𝑏 |. Per tant 𝑑𝑙 = 𝑑𝑎′𝑏 i 𝑑𝑙 = 𝑎𝑑𝑏′, i pel corol·lari
4.2.17 tenim que 𝑙 = 𝑎′𝑏 i 𝑙 = 𝑎𝑏′, i per la definició de Divisibilitat dels nombres enters
(4.2.18) tenim que 𝑎 | 𝑙 i 𝑏 | 𝑙.

Sigui 𝑚 un enter tal que 𝑎 | 𝑚 i 𝑏 | 𝑚. Per la definició de Divisibilitat dels nombres
enters (4.2.18) tenim que existeixen dos enters 𝑘1 i 𝑘2 tals que 𝑚 = 𝑎𝑘1 i 𝑚 = 𝑏𝑘2. Ara
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bé, per La divisió euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.30) tenim que existeixen dos
enters 𝛼 i 𝛽 tals que 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 = 𝑑. Per tant

𝑚𝑑 = 𝑚𝛼𝑎 + 𝑚𝑎𝛽 (4.2.15)
= 𝑏𝑘2𝛼𝑎 + 𝑎𝑘1𝛽𝑏

= 𝑎𝑏(𝑏𝑘2 + 𝑎𝑘1) (4.2.15)
= 𝑑𝑙 (𝑏𝑘2 + 𝑎𝑘1)

i de nou pel corol·lari 4.2.17 trobem que 𝑚 = 𝑙 (𝑏𝑘2 + 𝑎𝑘1), i per tant 𝑙 ≤ 𝑚. Per tant,
per la definició de Mínim comú múltiple (4.2.34) tenim que 𝑙 = mcm(𝑎, 𝑏), i per tant

|𝑎𝑏 | = mcd(𝑎, 𝑏)mcm(𝑎, 𝑏). □

4.2.7 Teorema Fonamental de l’Aritmètica
Definició 4.2.36 (Enter primer). Siguin 𝑝 > 1 un enter amb i 𝑑 un enter tal que si 𝑑 | 𝑝
aleshores 𝑑 és igual a 1 ó 𝑝. Aleshores direm que 𝑝 és primer.

Proposició 4.2.37. Siguin 𝑎 i 𝑏 dos enters i 𝑝 un primer tals que 𝑝 | 𝑎𝑏. Aleshores 𝑝 | 𝑎
ó 𝑝 | 𝑏.

Demostració. Suposem que 𝑝 ∤ 𝑎. Aleshores per la definició de La divisió euclidiana i
la identitat de Bézout (4.2.31) tenim que 𝑝 i 𝑎 són coprimers. Per tant per la proposició
4.2.33 tenim que 𝑝 | 𝑏. El cas 𝑝 ∤ 𝑏 és anàleg. □

Lema 4.2.38. Sigui 𝑎 un enter amb 𝑎 > 1. Aleshores existeixen 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 primers
i 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛 enters positius tals que

𝑎 = 𝑝
𝑟𝑛
1 · · · 𝑝

𝑟𝑛
𝑛 .

Demostració. Observem primer que si 𝑎 és primer tenim 𝑎 = 𝑎 i aquest cas particular
de l’enunciat és cert.

Ho farem per inducció. Si 𝑎 = 2 tenim que 𝑎 és primer i hem acabat.
Suposem ara que 𝑎 > 2 i que l’enunciat és cert per a 𝑎 fix. Volem veure que també és

cert per a 𝑎+1. Si 𝑎+1 és primer, per la definició d’Teorema Fonamental de l’Aritmètica
(4.2.36) hem acabat. Suposem doncs que 𝑎 + 1 no és primer. Aleshores existeixen
enters 𝛼 i 𝛽 tals que 𝑎 + 1 = 𝛼𝛽. Bé, tenim que es compleix 2 ≤ 𝛼 ≤ 𝑎 i 2 ≤ 𝛽 ≤ 𝑎.
Ara bé, per l’hipòtesi d’inducció tenim que existeixen 𝑝1, . . . , 𝑝𝑟 , 𝑞1, . . . , 𝑞𝑠 primers
tals que

𝛼 = 𝑝1 · · · 𝑝𝑟 i 𝛽 = 𝑞1 · · · 𝑞𝑠 ,

i per tant
𝑎 + 1 = 𝑝1 · · · 𝑝𝑟𝑞1 · · · 𝑞𝑠 ,

i pel Axiomes de Peano (4.1.7) tenim que l’enunciat és cert. □

Lema 4.2.39. Siguin 𝑎 > 1 un enter i 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 i 𝑞1, . . . , 𝑞𝑟 primers satisfent 𝑝1 ≤
· · · ≤ 𝑝𝑛, 𝑞1 ≤ · · · ≤ 𝑞𝑟 tals que

𝑎 = 𝑝1 · · · 𝑝𝑛 i 𝑎 = 𝑞1 · · · 𝑞𝑟 .

Aleshores 𝑛 = 𝑟 i 𝑝𝑖 = 𝑞𝑖 per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.
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Demostració. Tenim que
𝑝1 · · · 𝑝𝑛 = 𝑞1 · · · 𝑞𝑟 ,

i per la definició de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) trobem que 𝑝1 | 𝑞1 · · · 𝑞𝑟 ,
i per la proposició 4.2.37 trobem que 𝑝1 | 𝑞 𝑗1 per a cert 𝑗1 ∈ {1, . . . , 𝑟} i per la definició
d’Teorema Fonamental de l’Aritmètica (4.2.36) trobem que existeix un { 𝑗1 ∈ {1, . . . , 𝑟}
tal que 𝑝1 = 𝑞 𝑗1 . Aleshores pel corol·lari 4.2.17 trobem que

𝑝2 · · · 𝑝𝑛 = 𝑞1 · · · 𝑞 𝑗1−1𝑞 𝑗1+1 · · · 𝑞𝑟 .

Podem iterar aquest procés 𝑘 = min(𝑛, 𝑟) vegades. Ara bé, si 𝑛 > 𝑟 tenim

𝑝𝑘+1 · · · 𝑝𝑛 = 1,

que, per la definició d’Teorema Fonamental de l’Aritmètica (4.2.36), no és possible, i
si 𝑛 < 𝑟 trobem

1 = 𝑞 𝑗𝑘+1 · · · 𝑞 𝑗𝑟
on 𝑗𝑘+1, . . . , 𝑗𝑟 ∈ {1, . . . , 𝑟} \ { 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘}, i de nou per la definició d’Teorema
Fonamental de l’Aritmètica (4.2.36), no és possible. Per tant ha de ser 𝑛 = 𝑟 i hem
acabat. □

Teorema 4.2.40 (Teorema Fonamental de l’Aritmètica). Sigui 𝑎 > 1 un enter. Aleshores
existeixen 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 primers amb 𝑝1 ≥ 𝑝2 ≥ · · · ≥ 𝑝𝑛 únics tals que 𝑎 = 𝑝1 · · · 𝑝𝑛.

Demostració. És conseqüència del lema 4.2.38 i el lema 4.2.39. □

Teorema 4.2.41 (Teorema d’Euclides). Sigui 𝑚 un natural. Aleshores existeix un
nombre natural 𝑛 > 𝑚 tal que 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 siguin nombres primers diferents dos a dos.

Demostració. Siguin 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚 primers diferents. Definim

𝑝 =

(
𝑚∏
𝑖=1

𝑝𝑖

)
+ 1.

Per la definició de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) tenim que 𝑝 𝑗 |
∏𝑚
𝑖=0 𝑝𝑖

per a tot 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑚}. Fixem aquest 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑚}, i de nou per la definició de
Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) tenim que existeix un enter 𝑞 tal que

𝑞𝑝 𝑗 =

𝑚∏
𝑖=0

𝑝𝑖

i tenim que
𝑝 = 𝑞𝑝 𝑗 + 1,

o equivalentment,
𝑝 − 𝑞𝑝 𝑗 = 1.

Per tant pel Teorema 4.2.32 i la definició de La divisió euclidiana i la identitat de
Bézout (4.2.31) trobem que 𝑝 i 𝑝 𝑗 són coprimers per a tot 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑚}.

Si 𝑝 és primer hem acabat, ja que 𝑝 és més gran que 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, i per tant diferent.
Ara bé, si 𝑝 no és primer pel lema 4.2.38 tenim que existeix un primer 𝑝′ tal que 𝑝′ | 𝑝,
però hem vist que 𝑝1 𝑑𝑜𝑡𝑠, 𝑝𝑚 ∤ 𝑝, per tant 𝑝′ és diferent de 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚 i hem
acabat. □
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4.3 Els nombres modulars

4.3.1 Construcció dels nombres modulars
Proposició 4.3.1. Siguin 𝑚 un nombre enter. Aleshores la relació

𝑥 ∼ 𝑦 ⇐⇒ 𝑥 − 𝑦 = 𝑚𝑘 per a cert 𝑘 ∈ Z per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ Z

és una relació d’equivalència.

Demostració. Comprovem les propietats de la definició de relació d’equivalència:

1. Reflexiva: Sigui 𝑥 un nombre enter. Aleshores per l’observació 4.2.9 tenim
que 𝑥 − 𝑥 = 0 i per la definició de Construcció dels nombres enters (4.2.2) trobem
que 0 = 𝑚 · 0, i per tant 𝑥 ∼ 𝑥.

2. Simètrica: Siguin 𝑥 i 𝑦 dos enters tals que 𝑥 ∼ 𝑦. Per hipòtesi tenim que 𝑥−𝑦 = 𝑘𝑚
per a cert 𝑘 enter, i per tant 𝑦 − 𝑥 = −𝑘𝑚 i tenim 𝑦 ∼ 𝑥.

3. Transitiva: Siguin 𝑥, 𝑦 i 𝑧 nombres enters tals que 𝑥 ∼ 𝑦 i 𝑦 ∼ 𝑧. Per hipòtesi
això és que 𝑥 − 𝑦 = 𝑚𝑘 i 𝑦 − 𝑧 = 𝑚𝑘 ′ per a cert 𝑘, 𝑘 ′ enters. Per tant trobem

𝑥 − 𝑧 = 𝑥 − 𝑦 + 𝑦 − 𝑧
= 𝑚𝑘 + 𝑚𝑘 ′

= 𝑚(𝑘 + 𝑘 ′)

i per tant 𝑥 ∼ 𝑧.

I per la definició de Relacions d’equivalència (3.3.2) hem acabat. □

Definició 4.3.2 (Nombres modulars). Siguin 𝑚 un enter i

𝑥 ∼ 𝑦 ⇐⇒ 𝑥 − 𝑦 = 𝑚𝑘 per a cert 𝑘 ∈ Z per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ Z

una relació d’equivalència. Aleshores denotem el conjunt quocient Z/∼ com Z/(𝑚), i
si 𝑥 ∼ 𝑦 escriurem 𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝑚). Direm que Z/(𝑚) són nombres modulars i si 𝑥 ∼ 𝑦
direm que 𝑥 i 𝑦 són congruents mòdul 𝑚.

Aquesta definició té sentit per la proposició 4.3.1

4.3.2 Operacions sobre nombres modulars
Definició 4.3.3 (Suma de nombres modulars). Siguin 𝑥 i 𝑦 dos elements de Z/(𝑚).
Aleshores definim la seva suma com l’operació

𝑥 + 𝑦 = 𝑥 + 𝑦.

Definició 4.3.4 (Producte de nombres modulars). Siguin 𝑥 i 𝑦 dos elements de Z/(𝑚).
Aleshores definim el seu producte com l’operació

𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · 𝑦.

Proposició 4.3.5. Siguin 𝑎, 𝑏 i 𝑐 elements de Z/(𝑚). Aleshores

1. 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎.
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2. 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐.

3. 𝑎 + 0 = 𝑎.

4. 𝑎 + −𝑎 = 0.

Demostració. Per veure el punt (1) fem

𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑏 (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))

= 𝑏 + 𝑎 (4.2.11)

= 𝑏 + 𝑎. (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))

Per veure el punt (2) fem

𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))

= 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))

= (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 (4.2.13)

= 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))

= (𝑎 + 𝑏) + 𝑐. (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))

Per veure el punt (3) fem

𝑎 + 0 = 𝑎 + 0 (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))
= 𝑎. (4.2.6)

Per veure el punt (4) fem

𝑎 + −𝑎 = 𝑎 − 𝑎 (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))

= 0. (4.2.9)

I hem acabat. □

Proposició 4.3.6. Siguin 𝑎, 𝑏 i 𝑐 elements de Z/(𝑚). Aleshores

1. 𝑎 · 𝑏 = 𝑏 · 𝑎.

2. 𝑎 · 1 = 𝑎.

3. 𝑎 · (𝑏 · 𝑐) = (𝑎 · 𝑏) · 𝑐.

4. 𝑎 · (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 · 𝑏 + 𝑎 · 𝑐.

Demostració. Per veure el punt (1) fem

𝑎 · 𝑏 = 𝑎 · 𝑏 (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))

= 𝑏 · 𝑎 (4.2.12)

= 𝑏 · 𝑎. (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))
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Per veure el punt (2) fem, per la definició de Operacions sobre nombres modulars
(4.3.4)

𝑎 · 1 = 𝑎 · 1,

i per la proposició 4.2.6 trobem
𝑎 · 1 = 𝑎.

Per veure el punt (3) fem

𝑎 · (𝑏 · 𝑐) = 𝑎 · 𝑏 · 𝑐 (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))

= 𝑎 · (𝑏 · 𝑐) (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))

= (𝑎 · 𝑏) · 𝑐 (4.2.14)

= 𝑎 · 𝑏 · 𝑐 (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))

= (𝑎 · 𝑏) · 𝑐. (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))

Per veure el punt (4) fem

𝑎 · (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 · 𝑏 + 𝑐 (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))

= 𝑎 · (𝑏 + 𝑐) (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))

= 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 (4.2.15)

= 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))

= 𝑎 · 𝑏 + 𝑎 · 𝑐. (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))

I hem acabat. □

4.3.3 Congruències i aritmètica modular
Proposició 4.3.7. Siguin 𝑎, 𝑎′, 𝑏, 𝑏′ i 𝑚 > 1 enters tals que

𝑎 ≡ 𝑎′ (mod 𝑚) i 𝑏 ≡ 𝑏′ (mod 𝑚).

Aleshores
𝑎 + 𝑏 ≡ 𝑎′ + 𝑏′ (mod 𝑚) i 𝑎𝑏 ≡ 𝑎′𝑏′ (mod 𝑚).

Demostració. Per la definició de Construcció dels nombres modulars (4.3.2) tenim que
existeixen enters 𝜆 i 𝜇 tals que 𝑎 − 𝑎′ = 𝜆𝑚 i 𝑏 − 𝑏′ = 𝜇𝑚. Per tant

(𝑎 + 𝑏) − (𝑎′ − 𝑏′) = (𝑎 − 𝑎′) + (𝑏 − 𝑏′)
= 𝜆𝑚 + 𝜇𝑚
= (𝜆 + 𝜇)𝑚, (4.3.6)

i per la definició de Construcció dels nombres modulars (4.3.2) trobem que 𝑎+𝑏 ≡ 𝑎′+𝑏′
(mod 𝑚). També veiem que

𝑎𝑏 − 𝑎′𝑏′ = (𝑎′ + 𝜆𝑚) (𝑏′ − 𝜇𝑚) − 𝑎′𝑏′

= 𝑎′𝑏′ + (𝑎′𝜇 + 𝑏′𝜆 + 𝜆𝜇𝑚)𝑚 − 𝑎′𝑏′

= (𝑎′𝜇 + 𝑏′𝜆 + 𝜆𝜇𝑚)𝑚,

i per tant 𝑎𝑏 ≡ 𝑎′𝑏′ (mod 𝑚). □
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Definició 4.3.8 (Nombre modular invertible). Sigui 𝑎 un element de Z/(𝑚) tal que
existeix un element 𝑎′ de Z/(𝑚) satisfent 𝑎𝑎′ = 1. Aleshores direm que 𝑎 és invertible
pel producte i que 𝑎′ és la inversa de 𝑎.

Denotarem 𝑎−1 com la inversa de 𝑎

Proposició 4.3.9. Sigui 𝑎 un element de Z/(𝑚) Aleshores 𝑎 és invertible si i només
si 𝑎 i 𝑚 són coprimers.

Demostració. Per la definició de Congruències i aritmètica modular (4.3.8) tenim
que 𝑎 és invertible si existeix un element 𝑎′ tal que 𝑎𝑎′ ≡ 1 (mod 𝑚), i per la definició
de Construcció dels nombres modulars (4.3.2) tenim que això és si existeix un enter 𝜆
tal que 𝑎𝑎′ − 1 = 𝜆𝑚.

Això és equivalent a que 𝑎𝑎′ − 𝜆𝑚 = 1, i per La divisió euclidiana i la identitat de
Bézout (4.2.30) tenim que això és si i només si mcd(𝑎, 𝑚) = 1, i per la definició de La
divisió euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.31) tenim que 𝑎 i 𝑚 són coprimers. □

Corol.lari 4.3.10. Sigui 𝑝 > 1 un enter. Aleshores 𝑝 és primer si i només si 𝑎 és
invertible per a tot 𝑎 ∈ Z/(𝑝) \ {0}.

Teorema 4.3.11 (El Petit Teorema de Fermat). Siguin 𝑝 un primer i 𝑎 un enter tal
que 𝑝 ∤ 𝑎. Aleshores

𝑎𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝).

Demostració. Observem que per la definició de Divisibilitat dels nombres enters
(4.2.18) i la definició de La divisió euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.31) tenim
que 𝑎 i 𝑝 són coprimers. Per tant per la proposició 4.3.9 tenim que 𝑎 és invertible.

Considerem el conjunt

𝑋 = {𝑎, 2𝑎, 3𝑎, . . . , (𝑝 − 1)𝑎}.

Veiem que tots els elements de 𝑋 són diferents. Efectivament, si 𝑛𝑎 ≡ 𝑚𝑎 (mod 𝑝)
per a certs enters 𝑛 i 𝑚 per la definició de Congruències i aritmètica modular (4.3.8)
trobem que 𝑛 ≡ 𝑚 (mod 𝑝).

També tenim que

𝑎 · 2𝑎 · 3𝑎 · · · (𝑝 − 1)𝑎 ≡ 1 · 2 · 3 · · · (𝑝 − 1) (mod 𝑝),

i per tant
𝑎𝑛−1 (𝑝 − 1)! ≡ (𝑝 − 1)! (mod 𝑝),

i de nou per la definició de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) i la definició de La
divisió euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.31) tenim que (𝑝 − 1)! i 𝑝 són coprimers,
per tant per la proposició 4.3.9 tenim que (𝑝 − 1)! és invertible i trobem

𝑎𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝). □

4.3.4 El Teorema xinès de les restes
Lema 4.3.12. Siguin 𝑚1, . . . , 𝑚𝑛 naturals més grans que 1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 enters i 𝑥0 un
enter tal que 

𝑥0 ≡ 𝑎1 (mod 𝑚1)
...

𝑥0 ≡ 𝑎𝑛 (mod 𝑚𝑛)
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Aleshores, si 𝑥 = 𝑥0 + 𝜆𝑀 amb 𝑀 = mcm(𝑚1, . . . , 𝑚𝑛) i per a tot 𝜆 enter es satisfà
𝑥 ≡ 𝑎1 (mod 𝑚1)
...

𝑥 ≡ 𝑎𝑛 (mod 𝑚𝑛)

Demostració. Tenim que, per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, és satisfà 𝑥 ≡ 𝑎𝑖 (mod 𝑚𝑖) si i
només si es satisfà 𝑥 ≡ 𝑥0 (mod 𝑚𝑖). Per tant hem de veure que es satisfà

𝑥 ≡ 𝑥0 (mod 𝑚1)
...

𝑥 ≡ 𝑥0 (mod 𝑚𝑛)

Ara bé, per la definició de Construcció dels nombres modulars (4.3.2) i la definició
de Màxim comú divisor (4.2.25) tenim que ha de ser

𝑥 − 𝑥0 = 𝜆𝑀

per a cert 𝜆 enter. □

Teorema 4.3.13 (Teorema xinès de les restes). Siguin 𝑚1, . . . , 𝑚𝑛 enters més grans
que 1 coprimers dos a dos i 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 enters. Aleshores el sistema

𝑥 ≡ 𝑎1 (mod 𝑚1)
...

𝑥 ≡ 𝑎𝑛 (mod 𝑚𝑛)

té una única solució, que és |𝑚1 · · ·𝑚𝑛 |.

Demostració. Prenem 𝑀 = mcm(𝑚1, . . . , 𝑚𝑛). Per la definició de Mínim comú
múltiple (4.2.34) i la definició de La divisió euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.31)
tenim que

𝑀 = mcm(𝑚1, . . . , 𝑚𝑛) =
����� 𝑛∏
𝑖=1

𝑚𝑖

�����.
Per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} definim

𝑀𝑖 = 𝑚1 · · ·𝑚𝑖−1𝑚𝑖+1 · · ·𝑚𝑛

i tenim, per la definició de La divisió euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.31), que 𝑀𝑖
i 𝑚𝑖 són coprimers.

Per tant la congruència

𝑀𝑖𝑥 ≡ 𝑎𝑖 (mod 𝑚𝑖)

té solució, ja que per la proposició 4.3.9 tenim que 𝑀𝑖 és invertible i per tant 𝑥 ≡ 𝑎𝑖𝑀−1
𝑖

(mod 𝑚𝑖). Denotem 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖𝑀
−1
𝑖

i considerem

𝑥0 = 𝑀1𝑏1 + · · · + 𝑀𝑛𝑏𝑛.
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Aleshores tenim per la definició de Construcció dels nombres modulars (4.3.2)
tenim que

𝑥0 ≡ 𝑀𝑖𝑏𝑖 (mod 𝑚𝑖).
Per tant, pel lema 4.3.12 tenim que

𝑥 = 𝑥0 + 𝜆𝑀

amb 𝑀 = mcm(𝑚1, . . . , 𝑚𝑛) són les solucions del sistema, i per la definició de
Construcció dels nombres modulars (4.3.2) trobem que 𝑥 = 𝑥0 i per tant és única. □

4.4 Les permutacions

4.4.1 El grup simètric
Definició 4.4.1 (Permutació). Sigui 𝑋 un conjunt i 𝜎 : 𝑋 → 𝑋 una aplicació bĳectiva.
Aleshores direm que 𝜎 és una permutació.

Definició 4.4.2 (Grup simètric). Siguin 𝑋 un conjunt no buit i

S𝑋 = {𝜎 : 𝑋 → 𝑋 | 𝜎 és una permutació}

un conjunt. Aleshores direm que S𝑋 és el grup simètric de 𝑋 .
Si 𝑋 = {1, . . . , 𝑛} aleshores denotarem el grup simètric de 𝑋 com S𝑛.

Definició 4.4.3 (Elements moguts per una permutació). Siguin 𝑋 un conjunt no
buit, 𝜎 ∈ S𝑋 una permutació i

M(𝜎) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝜎(𝑥) ≠ 𝑥}

un conjunt. Aleshores direm que M(𝜎) és el conjunt d’elements de 𝑋 moguts per 𝜎.

Proposició 4.4.4. Siguin 𝑋 un conjunt no buit i 𝜎 una permutació de S𝑋. Aleshores

M(𝜎) = ∅ ⇐⇒ 𝜎 = Id𝑋 .

Demostració. Comencem veient l’implicació cap a la dreta ( =⇒ ). Suposem doncs
que M(𝜎) = ∅. Aleshores per la definició de El grup simètric (4.4.3) trobem
que {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝜎(𝑥) ≠ 𝑥} = ∅, i per tant ha de ser 𝜎(𝑥) = 𝑥 per a tot 𝑥 ∈ 𝑋 , i per
tant 𝜎 = Id𝑋.

Veiem ara l’implicació cap a l’esquerra ( ⇐= ). Prenem Id𝑋. Aleshores ha de
ser M(Id𝑋) = ∅, ja que per la definició de El grup simètric (4.4.3) tenim que M(Id𝑋) =
{𝑥 ∈ 𝑋 | Id𝑋 (𝑥) ≠ 𝑥}. □

Proposició 4.4.5. Siguin 𝑋 un conjunt no buit i 𝜎 i 𝜏 dues permutacions de S𝑋.
Aleshores

M(𝜎 ◦ 𝜏) ⊆ M(𝜎) ∪M(𝜏).

Demostració. Prenem 𝑎 ∈ 𝑋 tal que 𝑎 ∈ M(𝜎 ◦ 𝜏). Això és, per la definició de El grup
simètric (4.4.3), que 𝑎 ∈ {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝜎 ◦ 𝜏(𝑥) ≠ 𝑥}. Volem veure que 𝑎 ∈ M(𝜎) ∪M(𝜏),
i per la definició d’Unió i intersecció de conjunts (3.1.12) hem de veure que 𝑎 ∈ M(𝜎)
ó 𝑎 ∈ M(𝜏).

Si 𝑎 ∉ M(𝜏) tenim que 𝜏(𝑎) = 𝑎, i tenim 𝜎 ◦ 𝜏(𝑎) = 𝜎(𝑎). Ara bé, ha de
ser 𝜎(𝑎) ≠ 𝑎, ja que si no tindríem 𝑎 ∉ M(𝜎 ◦ 𝜏). Per tant ha de ser 𝑎 ∈ M(𝜎).
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Si 𝑎 ∉ M(𝜎) tenim que 𝜎(𝑎) = 𝑎, i per tant tenim que 𝜏(𝑎) ≠ 𝑎, ja que si 𝜏(𝑎) = 𝑎
tindríem 𝜎 ◦ 𝜏(𝑎) = 𝜎(𝑎) = 𝑎, i seria 𝑎 ∉ M(𝜎 ◦ 𝜏). Per tant ha de ser 𝑎 ∈ M(𝜏).

Per tant tenim que si 𝑎 ∈ M(𝜎 ◦ 𝜏) aleshores 𝑎 ∈ M(𝜎) ∪M(𝜏), i per la definició
de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que M(𝜎 ◦ 𝜏) ⊆ M(𝜎) ∪M(𝜏), com volíem
veure. □

4.4.2 Permutacions disjuntes
Definició 4.4.6 (Permutacions disjuntes). Siguin 𝑋 un conjunt no buit i 𝜎 i 𝜏 dues
permutacions de S𝑋 tals que M(𝜎) ∩ M(𝜏) = ∅. Aleshores direm que 𝜎 i 𝜏 són
disjuntes.

Proposició 4.4.7. Siguin 𝑋 un conjunt no buit i 𝜎 i 𝜏 dues permutacions disjuntes
de S𝑋. Aleshores

M(𝜎 ◦ 𝜏) = M(𝜎) ∪M(𝜏).

Demostració. Per la proposició 4.4.5 tenim que M(𝜎 ◦ 𝜏) ⊆ M(𝜎) ∪M(𝜏). Veiem
doncs que M(𝜎 ◦ 𝜏) ⊇ M(𝜎) ∪M(𝜏).

Prenem un element 𝑎 ∈ M(𝜎) ∪M(𝜏). Com que, per hipòtesi, 𝜎 i 𝜏 són dues
permutacions disjuntes, per la definició de Permutacions disjuntes (4.4.6) tenim
que M(𝜎) ∩M(𝜏) = ∅ i per la definició d’Unió i intersecció de conjunts (3.1.13) tenim
que o bé 𝑎 ∈ M(𝜎) o bé 𝑎 ∈ M(𝜏).

Suposem que 𝑎 ∈ M(𝜎). Per la definició de El grup simètric (4.4.3) tenim
que 𝜎(𝑎) ≠ 𝑎 i 𝜏(𝑎) = 𝑎, ja que 𝑎 ∉ M(𝜏). Per tant 𝜎 ◦ 𝜏(𝑎) = 𝜎(𝑎) ≠ 𝑎, i per
tant 𝑎 ∈ M(𝜎 ◦ 𝜏).

Suposem ara que 𝑎 ∈ M(𝜏). Per la definició de El grup simètric (4.4.3) tenim
que 𝜏(𝑎) ≠ 𝑎 i 𝜎(𝑎) = 𝑎, ja que 𝑎 ∉ M(𝜎). Per tant 𝜎 ◦ 𝜏(𝑎) = 𝜎(𝑏) per a
cert 𝑏 ≠ 𝑎, 𝑏 = 𝜏(𝑎). Ara bé, com que per la definició de El grup simètric (4.4.1) 𝜎
és una aplicació bĳectiva, i per la definició d’Tipus d’aplicacions (3.2.9) trobem
que 𝜎 és una aplicació injectiva, i per la definició d’Tipus d’aplicacions (3.2.7) tenim
que 𝜎(𝑏) ≠ 𝑎, ja que 𝜎(𝑎) = 𝑎 i 𝑏 ≠ 𝑎. Per hem vist que

M(𝜎 ◦ 𝜏) ⊆ M(𝜎) ∪M(𝜏) i M(𝜎 ◦ 𝜏) ⊇ M(𝜎) ∪M(𝜏),

i pel Elements i subconjunts (3.1.3) tenim que

M(𝜎 ◦ 𝜏) = M(𝜎) ∪M(𝜏). □

Lema 4.4.8. Siguin 𝑋 un conjunt no buit i 𝜏 una permutació de S𝑋. Aleshores

𝑥 ∈ M(𝜎) ⇐⇒ 𝜎(𝑥) ∈ M(𝜎).

Demostració. Per la definició de El grup simètric (4.4.1) tenim que 𝜎 és bĳectiva,
i per la definició de El grup simètric (4.4.3) trobem que 𝜎(𝑥) = 𝑥 si i només
si 𝜎(𝜎(𝑥)) = 𝜎(𝑥).

Prenent la negació d’això trobem que 𝜎(𝑥) ≠ 𝑥 si i només si 𝜎(𝜎(𝑥)) ≠ 𝜎(𝑥), que
per la definició de El grup simètric (4.4.3) és equivalent a 𝑥 ∈ M(𝜎) ⇐⇒ 𝜎(𝑥) ∈
M(𝜎). □

Teorema 4.4.9. Siguin 𝑋 un conjunt no buit i 𝜎 i 𝜏 dues permutacions disjuntes de S𝑋.
Aleshores

𝜎 ◦ 𝜏 = 𝜏 ◦ 𝜎.
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Demostració. Per la definició de Permutacions disjuntes (4.4.6) i la definició de El grup
simètric (4.4.3) tenim que, per hipòtesi, M(𝜎) ∩M(𝜏) = ∅. Per tant, per a tot 𝑥 ∈ 𝑋
tenim o bé 𝑥 ∈ M(𝜎), o bé 𝑥 ∈ M(𝜏) o bé 𝑥 ∉ M(𝜎) ∪M(𝜏). Estudiem els cassos.

Suposem que 𝑥 ∈ M(𝜎), i per tant 𝑥 ∉ M(𝜏). Per la definició de El grup simètric
(4.4.3) tenim que 𝜏(𝑥) = 𝑥 i per tant 𝜎(𝜏(𝑥)) = 𝜎(𝑥). Ara bé, pel lema 4.4.8 tenim
que 𝜎(𝑥) ∈ M(𝜎), d’on trobem que 𝜎(𝑥) ∉ M(𝜏), ja que, per hipòtesi, M(𝜎) ∩M(𝜏) =
∅, i per tant 𝜏(𝜎(𝑥)) = 𝜎(𝑥).

Suposem que 𝑥 ∈ M(𝜏), i per tant 𝑥 ∉ M(𝜎). Per la definició de El grup simètric
(4.4.3) tenim que 𝜎(𝑥) = 𝑥 i per tant 𝜏(𝜎(𝑥)) = 𝜏(𝑥). Ara bé, pel lema 4.4.8 tenim
que 𝜏(𝑥) ∈ M(𝜏), d’on trobem que 𝜏(𝑥) ∉ M(𝜎), ja que, per hipòtesi, M(𝜏)∩M(𝜎) = ∅,
i per tant 𝜎(𝜏(𝑥)) = 𝜏(𝑥).

Suposem per acabar que 𝑥 ∉ M(𝜎) ∪ M(𝜏). Aleshores tenim que 𝜎(𝑥) = 𝑥

i 𝜏(𝑥) = 𝑥, i per tant 𝜎 ◦ 𝜏 = 𝜏 ◦ 𝜎, com volíem veure. □

4.4.3 Cicles
Definició 4.4.10 (𝑟-cicle). Siguin 𝑋 un conjunt no buit i 𝜎 una permutació de S𝑋 tals
que M(𝜎) = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑟 } amb 𝜎(𝑎𝑖) = 𝑎𝑖+1 per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟 − 1} i 𝜎(𝑎𝑟 ) = 𝑎1.
Aleshores direm que 𝜎 és un 𝑟-cicle, o un cicle, i denotarem

𝜎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑟 ).

Proposició 4.4.11. Siguin 𝑋 un conjunt no buit, 𝑎 un element de M(𝜎) i 𝜎 un 𝑟-cicle
de S𝑋. Aleshores

𝜎 = (𝑎, 𝜎(𝑎), 𝜎2 (𝑎), . . . , 𝜎𝑟−1 (𝑎)).

Demostració. Per la definició d’Cicles (4.4.10) tenim que M(𝜎) = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑟 }, i com
que 𝑎 ∈ M(𝜎) tenim que 𝑎 = 𝑎𝑘 per a cert 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑟}. Tenim doncs que

𝜎 = (𝑎, 𝑎𝑘+1, . . . , 𝑎𝑟−𝑘).

Ara bé, per la definició d’Cicles (4.4.10) tenim que

𝑎𝑖+1 = 𝜎(𝑎𝑖) per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟 − 1}

i 𝑎1 = 𝜎(𝑎𝑟 ). Per tant trobem

𝜎𝑖 (𝑎) = 𝑎𝑘+𝑖 per a tot 𝑖 ∈ {−𝑘 + 1, . . . , 𝑟 − 𝑘 − 1},

i per tant trobem
𝜎 = (𝑎, 𝜎(𝑎), 𝜎2 (𝑎), . . . , 𝜎𝑟−1 (𝑎)). □

Lema 4.4.12. Siguin 𝑋 un conjunt no buit i 𝜎 un 𝑟-cicle de S𝑋. Aleshores 𝑟 = min{𝑘 ∈
N | 𝜎𝑘 = Id𝑋}.

Demostració. Per la definició d’Cicles (4.4.10) tenim que existeixen 𝑎1, . . . , 𝑎𝑟 tals
que M(𝜎) = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑟 } amb 𝜎(𝑎𝑖) = 𝑎𝑖+1 per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟 − 1} i 𝜎(𝑎𝑟 ) = 𝑎1,
i per tant 𝜎𝑟 = Id𝑋 ja que tenim 𝜎𝑟 (𝑥) = 𝑥 per a tot 𝑥 ∈ 𝑋 . Ara bé, per la proposició
4.4.11 tenim que, amb 𝑎 ∈ M(𝜎),

𝜎 = (𝑎, 𝜎(𝑎), 𝜎2 (𝑎), . . . , 𝜎𝑟−1 (𝑎))

i per la definició d’Cicles (4.4.10) tenim que 𝜎𝑖 (𝑎) ≠ 𝑎 per a tot 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑟 − 1}, i
per tant 𝑟 = min{𝑘 ∈ N | 𝜎𝑘 = Id𝑋}, com volíem veure. □
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Teorema 4.4.13. Siguin 𝑋 un conjunt no buit i 𝜎 un 𝑟-cicle de S𝑋. Aleshores

𝜎−1 = 𝜎𝑟−1.

Demostració. Pel lema 4.4.12 tenim que 𝜎𝑟 = Id𝑋. Aleshores tenim 𝜎 ◦ 𝜎𝑟−1 = Id𝑋
i 𝜎𝑟−1 ◦ 𝜎 = Id𝑋. Per tant per la definició d’Aplicacions invertibles (3.2.16) trobem
que 𝜎−1 = 𝜎𝑟−1. □

Teorema 4.4.14 (Descomposició de permutacions en cicles disjunts). Sigui 𝑋 un
conjunt finit no buit i 𝜎 una permutació de S𝑋. Aleshores existeixen 𝛼1, . . . , 𝛼𝑠 cicles
disjunts dos a dos de S𝑋 tals que

𝜎 = 𝛼1 ◦ · · · ◦ 𝛼𝑠 ,

i aquests 𝛼1, . . . , 𝛼𝑠 són únics llevat de l’ordre en que es conjuguen.

Demostració. Prenem 𝑎1 ∈ M(𝜎) i el conjunt {𝑎1, 𝜎(𝑎1), 𝜎2 (𝑎1), . . . }. Com que,
per hipòtesi, 𝑋 és finit tenim que existeixen 𝑖 i 𝑗 tals que 𝜎𝑖 (𝑎1) = 𝜎 𝑗 (𝑎1), i per
tant 𝜎𝑖− 𝑗 (𝑎1) = 𝑎1.

Sigui doncs 𝑘1 = min{𝑘 ∈ N | 𝜎𝑘 (𝑎) = 𝑎}. Per la definició d’Cicles (4.4.10) tenim
que

𝛼1 = (𝑎1, 𝜎(𝑎1), . . . , 𝜎𝑘1−1 (𝑎1)) (4.1)
és un 𝑘1-cicle.

Si existeix un 𝑎2 ∈ 𝑋 que no pertanyi a {𝑎1, 𝜎(𝑎1), . . . , 𝜎𝑘1−1 (𝑎1)}. Amb el mateix
procés podem generar un nou 𝑘2-cicle 𝛼2 disjunt amb 𝛼1, i així obtenim 𝛼1, . . . , 𝛼𝑠
cicles disjunts dos a dos. Aleshores trobem

𝜎 = 𝛼1 ◦ · · · ◦ 𝛼𝑠 ,

ja que 𝜎(𝑥) = 𝛼1 ◦ · · · ◦ 𝛼𝑠 (𝑥) per a tot 𝑥 ∈ 𝑋 .
Tenim doncs que

𝛼𝑖 =

(
𝑎𝑖 , 𝜎(𝛼𝑖), . . . , 𝜎𝑘𝑖−1 (𝛼𝑖)

)
. (4.2)

Suposem ara que existeixen 𝛽1, . . . , 𝛽𝑟 cicles disjunts dos a dos de S𝑋 tals que

𝜎 = 𝛼1 ◦ · · · ◦ 𝛼𝑠 = 𝛽1 ◦ · · · ◦ 𝛽𝑟 . (4.3)

Per la proposició 4.4.7 tenim que 𝑎𝑖 ∈ M(𝛽 𝑗𝑖 ) per a cert 𝑗𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟}, i per la
definició de Permutacions disjuntes (4.4.6) i la definició d’Unió i intersecció de conjunts
(3.1.13) tenim que aquest 𝑗𝑖 és únic.

Ara bé, com que per hipòtesi 𝛽 𝑗𝑖 és un cicle, per la proposició 4.4.11 tenim que

𝛽 𝑗𝑖 =

(
𝑎𝑖 , 𝛽 𝑗𝑖 (𝑎𝑖), . . . , 𝛽

𝑘′
𝑗𝑖
−1

𝑗𝑖
(𝑎𝑖)

)
per a cert 𝑘 ′

𝑗𝑖
. Ara bé, tenim per (4.3) que 𝛽𝑘

𝑗𝑖
(𝑎𝑖) = 𝜎𝑘 (𝑎𝑖) per a tot 𝑘 . Per tant

𝛽 𝑗𝑖 =

(
𝑎𝑖 , 𝜎(𝑎𝑖), . . . , 𝜎𝑘

′
𝑗𝑖
−1 (𝑎𝑖)

)
.

Ara bé, havíem definit 𝑘𝑖 = min{𝑘 ∈ N | 𝜎𝑘 (𝑎𝑖) = 𝑎𝑖}. Per tant 𝑘 ′
𝑗𝑖
= 𝑘𝑖 i, com que

per hipòtesi 𝑎𝑖 ∈ M(𝛼 𝑗𝑖 ) és un cicle, per la proposició 4.4.11, per (4.1) i per (4.2) tenim
que 𝛼𝑖 = 𝛽 𝑗𝑖 . Per tant podem reescriure (4.1) com

𝜎 = 𝛼1 ◦ · · · ◦ 𝛼𝑠 = 𝛼1 ◦ · · · ◦ 𝛼𝑠 ◦ 𝛽 𝑗𝑠+1 ◦ · · · ◦ 𝛽 𝑗𝑟 ,

i per tant ha de ser 𝛽 𝑗𝑠+1 ◦ · · · ◦ 𝛽 𝑗𝑟 = Id𝑋. □
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4.4.4 Descomposició en transposicions i signe
Definició 4.4.15 (Transposició). Siguin 𝑋 un conjunt no buit i 𝜏 un 2-cicle de S𝑋.
Aleshores direm que 𝜏 és una transposició.

Observació 4.4.16. 𝜏 = 𝜏−1.

Proposició 4.4.17. Siguin 𝑋 un conjunt finit no buit i 𝜎 una permutació de S𝑋.
Aleshores existeixen transposicions 𝜏1, . . . , 𝜏𝑠 de S𝑋 tals que

𝜎 = 𝜏1 ◦ · · · ◦ 𝜏𝑠 .

Demostració. Observem que per a tot 𝑟-cicle𝛼 de S𝑋 existeixen transposicions 𝜏1, . . . , 𝜏𝑟
de S𝑋 tals que 𝛼 = 𝜏1 ◦ · · · ◦ 𝜏𝑟 . Efectivament, per la definició d’Cicles (4.4.10) tenim
que si 𝛼 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑟 ) aleshores

𝛼 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑟 ) = (𝑎1, 𝑎2) ◦ (𝑎2, 𝑎3) ◦ · · · ◦ (𝑎𝑛−1, 𝑎𝑟 ),

i per la definició de Descomposició en transposicions i signe (4.4.15) tenim que (𝑎𝑖 , 𝑎𝑖+1)
és una transposició de S𝑋 per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟 − 1}.

Per tant, pel Cicles (4.4.14) hem acabat. □

Teorema 4.4.18. Siguin 𝑋 un conjunt finit no buit, 𝜎 una permutació de S𝑋
i 𝜏1, . . . , 𝜏𝑟 , 𝜏′1, . . . , 𝜏

′
𝑟 ′ transposicions de S𝑋 tals que

𝜎 = 𝜏1 ◦ · · · ◦ 𝜏𝑟 = 𝜏′1 ◦ · · · ◦ 𝜏
′
𝑟 ′ .

Aleshores 𝑟 − 𝑟 ′ és parell.

Demostració. :( □

Definició 4.4.19 (Signe d’una permutació). Siguin 𝑋 un conjunt finit no buit, 𝜎 una
permutació de S𝑋 i 𝜏1, . . . , 𝜏𝑟 transposicions de S𝑋 tals que

𝜎 = 𝜏1 ◦ · · · ◦ 𝜏𝑟 .

Aleshores definim
sig(𝜎) = (−1)𝑟

com el signe de 𝜎.
Aquesta definició té sentit pel Teorema 4.4.18.

4.5 Els nombres racionals

4.5.1 Construcció dels nombres racionals
Proposició 4.5.1. Sigui ∼ una relació tal que per a tot (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) elements de Z ×
Z \ {0} tenim

(𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐, 𝑑) ⇐⇒ 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐.

Aleshores ∼ és una relació d’equivalència.

Demostració. Comprovem les propietats de la definició de relació d’equivalència:

1. Reflexiva: Per la proposició 4.2.12 tenim 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎, i per tant (𝑎, 𝑏) ∼ (𝑎, 𝑏).
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2. Simètrica: Siguin (𝑎, 𝑏) i (𝑐, 𝑑) dos elements deZ×Z\{0} tals que (𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐, 𝑑).
Per hipòtesi tenim que 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐, i per la proposició 4.2.12 tenim que 𝑐𝑏 = 𝑑𝑎 i
trobem (𝑐, 𝑑) ∼ (𝑎, 𝑏).

3. Transitiva: Siguin (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) i (𝑒, 𝑓 ) elements de Z×Z \ {0} tals que (𝑎, 𝑏) ∼
(𝑐, 𝑑) i (𝑐, 𝑑) ∼ (𝑒, 𝑓 ). Per hipòtesi això és 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐 i 𝑐 𝑓 = 𝑑𝑒. Ara bé, tenim

𝑏𝑐 𝑓 = 𝑏𝑑𝑒

i per tant
𝑎𝑑𝑓 = 𝑏𝑑𝑒

i pel corol·lari 4.2.17 trobem que 𝑎 𝑓 = 𝑏𝑒 i tenim que (𝑎, 𝑏) ∼ (𝑒, 𝑓 ).

I per la definició de Relacions d’equivalència (3.3.2) hem acabat. □

Definició 4.5.2 (Conjunt dels nombres racionals). Sigui ∼ una relació d’equivalència
tal que

(𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐, 𝑑) ⇐⇒ 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐

per a tot (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) elements de Z × Z \ {0}. Aleshores direm que el conjunt
quocient Q = Z × Z \ {0}/∼ és el conjunt dels nombres racionals. Direm que els
elements de Q són nombres racionals.

Aquesta definició té sentit per la proposició 4.5.1.

Notació 4.5.3. Sigui (𝑎, 𝑏) un element de Q. Aleshores denotarem

(𝑎, 𝑏) = 𝑎

𝑏
.

Proposició 4.5.4. Sigui 𝑎
𝑏

un nombre racional. Aleshores

𝑎

𝑏
=

1
1
⇐⇒ 𝑎 = 𝑏.

Demostració. Per la definició de Classes d’equivalència i conjunt quocient (3.3.3)
tenim que

(𝑎, 𝑏) ∼ (1, 1),

si i només si, per la definició de Construcció dels nombres enters (4.2.2), tenim

𝑎 · 1 = 𝑏 · 1.

I per tant, per la proposició 4.2.6 trobem que ha de ser 𝑎 = 𝑏. □

Proposició 4.5.5. Siguin 0
𝑎

i 0
𝑏

racionals. Aleshores

0
𝑎
=

0
𝑏
.

Demostració. Tenim que 0 · 𝑏 = 0 · 𝑎, i per tant per la definició de Construcció
dels nombres racionals (4.5.2) trobem (0, 𝑎) ∼ (0, 𝑏) i per la definició de Classes
d’equivalència i conjunt quocient (3.3.3) trobem

0
𝑎
=

0
𝑏
. □
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4.5.2 Operacions entre nombres racionals
Definició 4.5.6 (Suma de nombres racionals). Siguin 𝑎

𝑏
i 𝑐
𝑑

nombres racionals. Ales-
hores definim la suma de 𝑎

𝑏
i 𝑐
𝑑

com una operació + que satisfà

𝑎

𝑏
+ 𝑐
𝑑
=
𝑎𝑑 + 𝑐𝑏
𝑏𝑑

.

Definició 4.5.7 (Producte de nombres racionals). Siguin 𝑎
𝑏

i 𝑐
𝑑

nombres racionals.
Aleshores definim el producte de 𝑎

𝑏
i 𝑐
𝑑

com una operació · que satisfà
𝑎

𝑏
· 𝑐
𝑑
=
𝑎𝑐

𝑏𝑑
.

Escriurem
𝑎

𝑏
· 𝑐
𝑑
=
𝑎

𝑏

𝑐

𝑑
.

Proposició 4.5.8. Siguin 𝑎
𝑏

, 𝑐
𝑑

i 𝑒
𝑓

nombres racionals. Aleshores es satisfà

1. 𝑎
𝑏
+ 𝑐
𝑑
= 𝑐
𝑑
+ 𝑎
𝑏

.

2. 𝑎
𝑏
+

(
𝑐
𝑑
+ 𝑒
𝑓

)
=

(
𝑎
𝑏
+ 𝑐
𝑑

)
+ 𝑒
𝑓
.

3. 𝑎
𝑏
+ 0

1 = 𝑎
𝑏

.

4. 𝑎
𝑏
+ −𝑎

𝑏
= 0

1 .

Demostració. Per veure el punt (1) fem

𝑎

𝑏
+ 𝑐
𝑑
=
𝑎𝑑 + 𝑐𝑏
𝑏𝑑

(Operacions entre nombres racionals (4.5.6))

=
𝑐𝑏 + 𝑎𝑑
𝑏𝑑

(4.2.11)

=
𝑐𝑏 + 𝑎𝑑
𝑑𝑏

(4.2.12)

=
𝑐

𝑑
+ 𝑎
𝑏
. (Operacions entre nombres racionals (4.5.6))

Per veure el punt (2) fem

𝑎

𝑏
+

(
𝑐

𝑑
+ 𝑒
𝑓

)
=
𝑎

𝑏
+ 𝑐 𝑓 + 𝑒𝑑

𝑑𝑓
(Operacions entre nombres racionals (4.5.6))

=
𝑎𝑑𝑓 + (𝑐 𝑓 + 𝑒𝑑)𝑏

𝑏𝑑𝑓
(Operacions entre nombres racionals (4.5.6))

=
𝑎𝑑𝑓 + 𝑐 𝑓 𝑏 + 𝑒𝑑𝑏

𝑏𝑑𝑓
(4.2.15)

=
𝑎𝑑𝑓 + 𝑐𝑏 𝑓 + 𝑒𝑏𝑑

𝑏𝑑𝑓
(4.2.12)

=
(𝑎𝑑 + 𝑐𝑏) 𝑓 + 𝑒𝑏𝑑

𝑏𝑑𝑓
(4.2.15)

=
𝑎𝑑 + 𝑐𝑏
𝑏𝑑

+ 𝑒
𝑓

(Operacions entre nombres racionals (4.5.6))

=

( 𝑎
𝑏
+ 𝑐
𝑑

)
+ 𝑒
𝑓
. (Operacions entre nombres racionals (4.5.6))
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Per veure el punt (3) fem

𝑎

𝑏
+ 0

1
=
𝑎 · 1
𝑏 · 1 (Operacions entre nombres racionals (4.5.6))

=
𝑎

𝑏
. (4.2.6)

Per veure el punt (4) fem

𝑎

𝑏
+ −𝑎
𝑏

=
𝑎𝑏 − 𝑎𝑏
𝑏𝑏

(Operacions entre nombres racionals (4.5.6))

=
0
𝑏𝑏

(4.2.6)

=
0
1
. (4.5.5)

i hem acabat. □

Proposició 4.5.9. Siguin 𝑎
𝑏

, 𝑐
𝑑

i 𝑒
𝑓

nombres racionals. Aleshores es satisfà

1. 𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
= 𝑐
𝑑
𝑎
𝑏

.

2. 𝑎
𝑏

1
1 = 𝑎

𝑏
.

3. 𝑎
𝑏

(
𝑐
𝑑
𝑒
𝑓

)
=

(
𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

)
𝑒
𝑓
.

4. 𝑎
𝑏

(
𝑐
𝑑
+ 𝑒
𝑓

)
= 𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
+ 𝑎
𝑏
𝑒
𝑓
.

Demostració. Per veure el punt (1) fem
𝑎

𝑏

𝑐

𝑑
=
𝑎𝑐

𝑏𝑑
(Operacions entre nombres racionals (4.5.7))

=
𝑐𝑎

𝑑𝑏
(4.2.12)

=
𝑐

𝑑

𝑎

𝑏
. (Operacions entre nombres racionals (4.5.7))

Per veure el punt (2) fem

𝑎

𝑏

1
1
=
𝑎 · 1
𝑏 · 1 (Operacions entre nombres racionals (4.5.7))

=
𝑎

𝑏
. (4.2.6)

Per veure el punt (3) fem

𝑎

𝑏

(
𝑐

𝑑

𝑒

𝑓

)
=
𝑎

𝑏

𝑐𝑒

𝑑𝑓
(Operacions entre nombres racionals (4.5.7))

=
𝑎(𝑐𝑒)
𝑏(𝑑𝑓 ) (Operacions entre nombres racionals (4.5.7))

=
(𝑎𝑐)𝑒
(𝑏𝑑) 𝑓 (4.2.14)

=
𝑎𝑐

𝑏𝑑

𝑒

𝑓
(Operacions entre nombres racionals (4.5.7))

=

( 𝑎
𝑏

𝑐

𝑑

) 𝑒
𝑓
. (Operacions entre nombres racionals (4.5.7))
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4. Conjunts amb operacions i els nombres

Per veure el punt (4) fem

𝑎

𝑏

(
𝑐

𝑑
+ 𝑒
𝑓

)
=
𝑎

𝑏

𝑐 𝑓 + 𝑑𝑒
𝑑𝑓

(Operacions entre nombres racionals (4.5.6))

=
𝑎(𝑐 𝑓 + 𝑑𝑒)

𝑏𝑑𝑓
(Operacions entre nombres racionals (4.5.7))

=
𝑎𝑐 𝑓 + 𝑎𝑑𝑒
𝑏𝑑𝑓

(4.2.15)

=
𝑎𝑐 𝑓 + 𝑎𝑑𝑒
𝑏𝑑𝑓

1
1

(Operacions entre nombres racionals (4.5.7))

=
𝑎𝑐 𝑓 + 𝑎𝑑𝑒
𝑏𝑑𝑓

𝑏

𝑏
(4.5.4)

=
(𝑎𝑐 𝑓 + 𝑎𝑒𝑑)𝑏

𝑏𝑑𝑓 𝑏
(Operacions entre nombres racionals (4.5.7))

=
𝑎𝑐 𝑓 𝑏 + 𝑎𝑒𝑑𝑏

𝑏𝑑𝑓 𝑏
(Operacions sobre els nombres enters (4.2.5))

=
𝑎𝑐𝑏 𝑓 + 𝑎𝑒𝑏𝑑

𝑏𝑑𝑏 𝑓
(4.2.12)

=
𝑎𝑐

𝑏𝑑
+ 𝑎𝑒
𝑏 𝑓

(Operacions entre nombres racionals (4.5.6))

=
𝑎

𝑏

𝑐

𝑑
+ 𝑎
𝑏

𝑒

𝑓
. (Operacions entre nombres racionals (4.5.7))

I hem acabat. □

Teorema 4.5.10. Siguin 𝑎
𝑏

i 𝑐
𝑑

dos racionals tals que

𝑎

𝑏

𝑐

𝑑
=

0
1
.

Aleshores 𝑎 = 0 ó 𝑐 = 0.

Demostració. Per la definició de Operacions entre nombres racionals (4.5.7) trobem
que

𝑎𝑐

𝑏𝑑
=

0
1
,

i per la definició de Construcció dels nombres racionals (4.5.2) tenim que es satisfà

𝑎𝑐 · 1 = 𝑏𝑑 · 0.

Per tant
𝑎𝑐 = 0,

i pel Teorema 4.2.16 tenim que ha de ser 𝑎 = 0 ó 𝑐 = 0. □

Teorema 4.5.11. Sigui 𝑎
𝑏

un racional amb 𝑎 ≠ 0. Aleshores

𝑎

𝑏

𝑏

𝑎
=

1
1
.
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4.5. Els nombres racionals

Demostració. Per la definició de Operacions entre nombres racionals (4.5.7) i la
proposició 4.2.12 tenim que

𝑎

𝑏

𝑏

𝑎
=
𝑎𝑏

𝑎𝑏

i per la proposició 4.5.4 tenim que

𝑎

𝑏

𝑏

𝑎
=

1
1
. □
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Capítol 5
Matrius

5.1 Matrius i operacions

5.1.1 Cossos

Definició 5.1.1 (Cos). Aclarir on va aquest apartat.

5.1.2 Les matrius

Definició 5.1.2 (Matriu). Siguin 𝑚 i 𝑛 dos enters i {𝑎𝑖, 𝑗 }1≤𝑖≤𝑚1≤ 𝑗≤𝑛 elements d’un cos K.
Aleshores direm que

[𝑎𝑖, 𝑗 ] =


𝑎1,1 𝑎1,2 · · · 𝑎1,𝑛
𝑎2,1 𝑎2,2 · · · 𝑎2,𝑛
...

...
...

𝑎𝑚,1 𝑎𝑚,2 · · · 𝑎𝑚,𝑛


és una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre K.

Direm que 𝑎𝑖, 𝑗 és el component (𝑖, 𝑗) de la matriu [𝑎𝑖, 𝑗 ]. Si 𝐴 = [𝑎𝑖, 𝑗 ] també
denotarem [𝐴]𝑖, 𝑗 = 𝑎𝑖, 𝑗 .

Si 𝑛 = 𝑚 direm que (𝑎𝑖, 𝑗 ) és una matriu quadrada d’ordre 𝑛.

Notació 5.1.3 (Conjunt de matrius). Siguin 𝑚 i 𝑛 dos enters, K un cos i

𝑋 = {𝐴 | 𝐴 és una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre K}

un conjunt. Aleshores denotarem 𝑋 = 𝑀𝑚×𝑛 (K).
Si 𝑛 = 𝑚 denotarem 𝑋 = 𝑀𝑛 (K).

Definició 5.1.4 (Suma de matrius). Siguin 𝐴 i 𝐵 dues matrius de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un
cos K. Aleshores definim la seva suma com una operació + que satisfà

[𝐴 + 𝐵]𝑖, 𝑗 = [𝐴]𝑖, 𝑗 + [𝐵]𝑖, 𝑗 .

85



5. Matrius

Definició 5.1.5 (Producte de matrius). Siguin 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑙 sobre un
cos K i 𝐵 una matriu de mida 𝑙 × 𝑛 sobre un cos K. Aleshores definim el seu producte
com una operació · que satisfà

[𝐴 · 𝐵]𝑖, 𝑗 =
𝑙∑︁
𝑘=1
[𝐴]𝑖,𝑘 [𝐵]𝑘, 𝑗 .

Escriurem 𝐴 · 𝐵 = 𝐴𝐵.

5.1.3 Propietats de les operacions amb matrius
Proposició 5.1.6. Siguin 𝐴, 𝐵 i𝐶 tres matrius de mida𝑚×𝑛 sobre un cosK. Aleshores

(𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶).

Demostració. Per la definició de Les matrius (5.1.4) tenim que

[(𝐴 + 𝐵) + 𝐶]𝑖, 𝑗 = [𝐴 + 𝐵]𝑖, 𝑗 + [𝐶]𝑖, 𝑗
= [𝐴]𝑖, 𝑗 + [𝐵]𝑖, 𝑗 + [𝐶]𝑖, 𝑗
= [𝐴]𝑖, 𝑗 + ([𝐵]𝑖, 𝑗 + [𝐶]𝑖, 𝑗 ) (Cossos (5.1.1))
= [𝐴]𝑖, 𝑗 + [𝐵 + 𝐶]𝑖, 𝑗
= [𝐴 + (𝐵 + 𝐶)]𝑖, 𝑗 . □

Proposició 5.1.7. Siguin 𝐴 i 𝐵 dues matrius de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K. Aleshores

𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴.

Demostració. Per la definició de Les matrius (5.1.4) tenim que

[𝐴 + 𝐵]𝑖, 𝑗 = [𝐴]𝑖, 𝑗 + [𝐵]𝑖, 𝑗
= [𝐵]𝑖, 𝑗 + [𝐴]𝑖, 𝑗 (Cossos (5.1.1))
= [𝐵 + 𝐴]𝑖, 𝑗 . □

Notació 5.1.8 (Matriu nul·la). Denotarem la matriu de mida 𝑚 × 𝑛
0 · · · 0
...

...

0 · · · 0

 ∈ 𝑀𝑚×𝑛 (K)
com 0𝑚×𝑛, ó 0 si és clar pel context. També escriurem 0𝑛×𝑛 = 0𝑛.

Proposició 5.1.9. Sigui 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K. Aleshores

𝐴 + 0 = 𝐴.

Demostració. Per la definició de Les matrius (5.1.4) tenim que

[𝐴 + 0]𝑖, 𝑗 = [𝐴]𝑖, 𝑗 + [0]𝑖, 𝑗
= [𝐴]𝑖, 𝑗 + 0
= [𝐴]𝑖, 𝑗 , (Cossos (5.1.1))

com volíem veure. □
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5.1. Matrius i operacions

Definició 5.1.10 (Producte d’una matriu per escalars). Sigui 𝐴 una matriu de mida𝑚×𝑛
sobre un cos K i 𝛼 un escalar de K. Aleshores definim

[𝛼𝐴]𝑖, 𝑗 = 𝛼[𝐴]𝑖, 𝑗 .

Denotarem (−1)𝐴 com −𝐴.

Proposició 5.1.11. Sigui 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K. Aleshores

𝐴 − 𝐴 = 0.

Demostració. Per la definició de Les matrius (5.1.4) tenim que

[𝐴 − 𝐴]𝑖, 𝑗 = [𝐴]𝑖, 𝑗 + [−𝐴]𝑖, 𝑗
= [𝐴]𝑖, 𝑗 − [𝐴]𝑖, 𝑗 (Propietats de les operacions amb matrius (5.1.10))
= 0 (Cossos (5.1.1))

i trobem 𝐴 − 𝐴 = 0. □

Proposició 5.1.12. Siguin 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 i 𝛼 i 𝛽 dos escalars de K.
Aleshores

(𝛼𝛽)𝐴 = 𝛼(𝛽𝐴).

Demostració. Per la definició de Propietats de les operacions amb matrius (5.1.10)
tenim que

[(𝛼𝛽)𝐴]𝑖, 𝑗 = 𝛼𝛽[𝐴]𝑖, 𝑗
= 𝛼(𝛽[𝐴𝑖, 𝑗 ]) (Cossos (5.1.1))
= 𝛼[𝛽𝐴]𝑖, 𝑗 . □

Proposició 5.1.13. Siguin 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K i 𝛼 i 𝛽 dos
escalars de K. Aleshores

(𝛼 + 𝛽)𝐴 = 𝛼𝐴 + 𝛽𝐴.

Demostració. Per la definició de Propietats de les operacions amb matrius (5.1.10)
tenim que

[(𝛼 + 𝛽)𝐴]𝑖, 𝑗 = (𝛼 + 𝛽) [𝐴]𝑖, 𝑗
= 𝛼[𝐴]𝑖, 𝑗 + 𝛽[𝐴]𝑖, 𝑗 , (Cossos (5.1.1))
= [𝛼𝐴]𝑖, 𝑗 + [𝛽𝐴]𝑖, 𝑗

i hem acabat. □

Proposició 5.1.14. Sigui 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K. Aleshores

1𝐴 = 𝐴.

Demostració. Per la definició de Propietats de les operacions amb matrius (5.1.10)
tenim que

[1𝐴]𝑖, 𝑗 = 1[𝐴]𝑖, 𝑗
i per la definició de Cossos (5.1.1) trobem que

1[𝐴]𝑖, 𝑗 = [𝐴]𝑖, 𝑗 ,

com volíem veure. □
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5. Matrius

Proposició 5.1.15. Siguin K un cos i 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑙 sobre K, 𝐵 una
matriu de mida 𝑙 × 𝑠 sobre K i 𝐶 una matriu de mida 𝑠 × 𝑚 sobre K. Aleshores

(𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶).

Demostració. Per la definició de Les matrius (5.1.5) tenim que

[(𝐴𝐵)𝐶]𝑖, 𝑗 =
𝑠∑︁
𝑟=1
[𝐴𝐵]𝑖,𝑟 [𝐶]𝑟 , 𝑗

=

𝑠∑︁
𝑟=1

(
𝑙∑︁
𝑘=1
[𝐴]𝑖,𝑘 [𝐵]𝑘,𝑟

)
[𝐶]𝑟 , 𝑗

=

𝑠∑︁
𝑟=1

𝑙∑︁
𝑘=1
[𝐴]𝑖,𝑘 [𝐵]𝑘,𝑟 [𝐶]𝑟 , 𝑗 (Cossos (5.1.1))

=

𝑙∑︁
𝑘=1

𝑠∑︁
𝑟=1
[𝐴]𝑖,𝑘 [𝐵]𝑘,𝑟 [𝐶]𝑟 , 𝑗 (Cossos (5.1.1))

=

𝑙∑︁
𝑘=1
[𝐴]𝑖,𝑘

𝑠∑︁
𝑟=1

(
[𝐵]𝑘,𝑟 [𝐶]𝑟 , 𝑗

)
(Cossos (5.1.1))

=

𝑙∑︁
𝑘=1
[𝐴]𝑖,𝑘 [𝐵𝐶]𝑘, 𝑗

= [𝐴(𝐵𝐶)]𝑖, 𝑗 ,

com volíem veure. □

Proposició 5.1.16. Siguin 𝐴 i 𝐴′ dues matrius de mida 𝑚 × 𝑙 sobre un cos K i 𝐵, 𝐵′
dues matrius de mida 𝑙 × 𝑛 sobre un cos K. Aleshores

(𝐴 + 𝐴′)𝐵 = 𝐴𝐵 + 𝐴′𝐵

i
𝐴(𝐵 + 𝐵′) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐵′.

Demostració. Per la definició de Les matrius (5.1.5) tenim que

[(𝐴 + 𝐴′)𝐵]𝑖, 𝑗 =
𝑙∑︁
𝑘=1
[𝐴 + 𝐴′]𝑖,𝑘 [𝐵]𝑘, 𝑗

=

𝑙∑︁
𝑘=1

(
[𝐴]𝑖,𝑘 + [𝐴′]𝑖,𝑘

)
[𝐵]𝑘, 𝑗 (Les matrius (5.1.4))

=

𝑙∑︁
𝑘=1

(
[𝐴]𝑖,𝑘 [𝐵]𝑘, 𝑗 + [𝐴′]𝑖,𝑘 [𝐵]𝑘, 𝑗

)
(Cossos (5.1.1))

=

𝑙∑︁
𝑘=1
[𝐴]𝑖,𝑘 [𝐵]𝑘, 𝑗 +

𝑙∑︁
𝑘=1
[𝐴′]𝑖,𝑘 [𝐵]𝑘, 𝑗 (Cossos (5.1.1))

= [𝐴𝐵]𝑖, 𝑗 + [𝐴′𝐵]𝑖, 𝑗
= [𝐴𝐵 + 𝐴𝐵′]𝑖, 𝑗 . (Les matrius (5.1.4))

L’altre demostració és anàloga. □
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5.1. Matrius i operacions

5.1.4 Matrius inverses i matrius transposades
Notació 5.1.17 (Matriu identitat). Denotarem la matriu d’ordre 𝑛

1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 1


∈ 𝑀𝑛 (K)

com 𝐼𝑛 i direm que 𝐼𝑛 és la matriu identitat d’ordre 𝑛.

Proposició 5.1.18. Sigui 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K. Aleshores

𝐼𝑚𝐴 = 𝐴 = 𝐴𝐼𝑛.

Demostració. Per la definició de Les matrius (5.1.5) tenim que

[𝐼𝑚𝐴]𝑖, 𝑗 =
𝑚∑︁
𝑘=1
[𝐼𝑚]𝑖,𝑘 [𝐴]𝑘, 𝑗 .

Ara bé, tenim que

[𝐼𝑚]𝑖, 𝑗 =
{

1 𝑖 = 𝑗

0 𝑖 ≠ 𝑗

i per la definició de Cossos (5.1.1) tenim que
𝑚∑︁
𝑘=1
[𝐼𝑚]𝑖,𝑘 [𝐴]𝑘, 𝑗 = [𝐴]𝑖, 𝑗

i per tant 𝐼𝑚𝐴 = 𝐴.
La demostració de l’altre igualtat és anàloga. □

Proposició 5.1.19. Sigui 𝐴 una matriu d’ordre 𝑛 sobre un cos K tal que existeixin dues
matrius 𝐴1 i 𝐴2 d’ordre 𝑛 sobre K tal que

𝐴𝐴1 = 𝐴1𝐴 = 𝐼𝑛 i 𝐴𝐴2 = 𝐴2𝐴 = 𝐼𝑛.

Aleshores 𝐴1 = 𝐴2.

Demostració. Per la proposició 5.1.15 tenim que

𝐴1 (𝐴𝐴2) = (𝐴1𝐴)𝐴2

i per hipòtesi trobem que 𝐴1𝐼𝑛 = 𝐼𝑛𝐴2, i per la proposició 5.1.18 trobem que 𝐴1 = 𝐴2,
com volíem veure. □

Definició 5.1.20 (Matriu invertible). Sigui 𝐴 una matriu d’ordre 𝑛 sobre un cos K tal
que existeixi una matriu 𝐴′ d’ordre 𝑛 sobre K tal que

𝐴𝐴′ = 𝐴′𝐴 = 𝐼𝑛.

Aleshores direm que 𝐴 és una matriu invertible i que 𝐴′ és la inversa de 𝐴. També
denotarem 𝐴′ = 𝐴−1.

Observem que aquesta definició té sentit per la proposició 5.1.19.
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Observació 5.1.21. Sigui 𝐴 = (𝑎𝑖, 𝑗 ) una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K tal que
existeix un 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} satisfent

𝑎𝑖, 𝑗 = 0 ó 𝑎 𝑗 ,𝑖 = 0 per a tot 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

Aleshores 𝐴 no és invertible.

Proposició 5.1.22. Siguin 𝐴 i 𝐵 dues matrius invertibles d’ordre 𝑛 sobre un cos K.
Aleshores la matriu 𝐴𝐵 és invertible.

Demostració. Per la proposició 5.1.15 i la definició de Matrius inverses i matrius
transposades (5.1.20) tenim que

(𝐴𝐵) (𝐵−1𝐴−1) = Id i (𝐵−1𝐴−1) (𝐴𝐵) = Id,

i de nou per la definició tenim que 𝐴𝐵 és invertible. □

Proposició 5.1.23. Siguin 𝐴 i 𝐵 dues matrius invertibles d’ordre 𝑛 sobre un cos K.
Aleshores

(𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1.

Aquest enunciat té sentit per la proposició 5.1.22.

Demostració. Per la definició de Matrius inverses i matrius transposades (5.1.20) tenim
que

(𝐴𝐵)−1𝐴𝐵 = 𝐼𝑛,

i com que, per hipòtesi, les matrius 𝐴 i 𝐵 són invertibles trobem

𝐵−1𝐴−1 = (𝐴𝐵)−1𝐴𝐵𝐵−1𝐴−1

= (𝐴𝐵)−1𝐴𝐴−1 = (𝐴𝐵)−1. □

Proposició 5.1.24. Sigui 𝐴 una matriu invertible d’ordre 𝑛 sobre un cos K. Aleshores

(𝐴−1)−1 = 𝐴.

Demostració. Per la proposició 5.1.23 tenim que

𝐴−1 (𝐴−1)−1 = 𝐴−1𝐴

i com que, per hipòtesi, la matriu 𝐴 és invertible trobem

𝐴𝐴−1 (𝐴−1)−1 = 𝐴𝐴−1𝐴

i tenim
(𝐴−1)−1 = 𝐴. □

Definició 5.1.25 (Matriu transposada). Sigui 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un
cos K. Definim la transposada de 𝐴 com una matriu 𝐴𝑡 de mida 𝑛 × 𝑚 sobre K que
satisfà

[𝐴𝑡 ]𝑖, 𝑗 = [𝐴] 𝑗 ,𝑖 .

Proposició 5.1.26. Siguin 𝐴 i 𝐵 dues matrius de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K. Aleshores

(𝐴 + 𝐵)𝑡 = 𝐴𝑡 + 𝐵𝑡 .
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Demostració. Per la definició de Matrius inverses i matrius transposades (5.1.25) tenim
que

[(𝐴 + 𝐵)𝑡 ]𝑖, 𝑗 = [𝐴 + 𝐵] 𝑗 ,𝑖
= [𝐴] 𝑗 ,𝑖 + [𝐵] 𝑗 ,𝑖 (Les matrius (5.1.4))
= [𝐴𝑡 ]𝑖, 𝑗 + [𝐵𝑡 ]𝑖, 𝑗
= [𝐴𝑡 + 𝐵𝑡 ]𝑖, 𝑗 , (Les matrius (5.1.4))

com volíem veure. □

Proposició 5.1.27. Siguin 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑙 sobre un cos K i 𝐵 una matriu
de mida 𝑙 × 𝑛 sobre K. Aleshores

(𝐴𝐵)𝑡 = 𝐵𝑡 𝐴𝑡 .

Demostració. Per la definició de Matrius inverses i matrius transposades (5.1.25) tenim
que

[(𝐴𝐵)𝑡 ]𝑖, 𝑗 = [𝐴𝐵] 𝑗 ,𝑖

=

𝑙∑︁
𝑘=1
[𝐴] 𝑗 ,𝑘 [𝐵]𝑘,𝑖 (Les matrius (5.1.5))

=

𝑙∑︁
𝑘=1
[𝐴𝑡 ]𝑘, 𝑗 [𝐵]𝑖,𝑘

=

𝑙∑︁
𝑘=1
[𝐵𝑡 ]𝑖,𝑘 [𝐴𝑡 ]𝑘, 𝑗 (Cossos (5.1.1))

= [𝐵𝑡 𝐴𝑡 ]𝑖, 𝑗 , (Cossos (5.1.1))

com volíem veure. □

Proposició 5.1.28. Sigui 𝐴 una matriu invertible d’ordre 𝑛 sobre un cos K. Aleshores
la matriu 𝐴𝑡 és invertible i (𝐴𝑡 )−1

=
(
𝐴−1) 𝑡 .

Demostració. Per la proposició 5.1.27 tenim que

𝐴𝑡
(
𝐴−1

) 𝑡
=

(
𝐴−1𝐴

) 𝑡
i

(
𝐴−1

) 𝑡
𝐴𝑡 =

(
𝐴𝐴−1

) 𝑡
,

i per la definició de Matrius inverses i matrius transposades (5.1.20) tenim que 𝐴𝑡 és
invertible i que (𝐴𝑡 )−1

=
(
𝐴−1) 𝑡 , com volíem veure. □

Definició 5.1.29 (Matriu simètrica). Sigui 𝐴 una matriu d’ordre 𝑛 sobre un cos K tal
que 𝐴𝑡 = 𝐴. Aleshores direm que 𝐴 és una matriu simètrica.

5.1.5 Producte de matrius en blocs
Definició 5.1.30 (Files i columnes). Sigui 𝐴 = (𝑎𝑖, 𝑗 ) una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre
un cos K. Aleshores definim

𝐹𝑖 =
[
𝑎𝑖,1 · · · 𝑎𝑖,𝑛

]
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com la 𝑖-èsima fila de 𝐴 i

𝐶𝑖 =


𝑎1,𝑖
...

𝑎𝑚,𝑖


com la 𝑖-èsima columna de 𝐴.

Observació 5.1.31. Si 𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑛 (K) tenim 𝐹𝑖 ∈ 𝑀1×𝑛 (K) i 𝐶𝑖 ∈ 𝑀𝑚×1 (K).

Notació 5.1.32. Si 𝐴 és una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K, 𝐹1, . . . , 𝐹𝑚 les files
de 𝐴 i 𝐶1, . . . , 𝐶𝑛 les columnes de 𝐴. Aleshores denotem

𝐴 =


𝐹1
...

𝐹𝑚

 =
[
𝐶1 · · · 𝐶𝑛

]
.

Notació 5.1.33. Siguin 𝐴 = (𝑎𝑖, 𝑗 ) una matriu de mida𝑚×𝑛 sobre un cosK,𝑚1, . . . , 𝑚𝑝
i 𝑛1, . . . , 𝑛𝑞 nombres naturals tals que𝑚1+· · ·+𝑚𝑝 = 𝑚 i 𝑛1+· · ·+𝑛𝑞 = 𝑛,𝑚0 = 𝑛0 = 1
i

𝐴𝑖, 𝑗 =


𝑎𝑚𝑖−1 ,𝑛𝑖−1 · · · 𝑎𝑚𝑖−1 ,𝑛𝑖

...
...

𝑎𝑚𝑖 ,𝑛𝑖−1 · · · 𝑎𝑚𝑖 ,𝑛𝑖


matrius sobre un cos K. Aleshores denotem

𝐴 =


𝐴1,1 · · · 𝐴1,𝑞
...

...

𝐴𝑝,1 · · · 𝐴𝑝,𝑞

 .
Proposició 5.1.34. Siguin 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑙 sobre un cos K, 𝐵 una
matriu de mida 𝑙 × 𝑛 sobre K, 𝑚1, . . . , 𝑚𝑝, 𝑙1, . . . , 𝑙𝑞 i 𝑛1, . . . , 𝑛𝑟 nombres naturals
satisfent 𝑚1 + · · · + 𝑚𝑝 = 𝑚, 𝑙1 + · · · + 𝑙𝑞 = 𝑙 i 𝑛1 + · · · + 𝑛𝑟 = 𝑛, i per a tot 𝑖 ∈
{1, . . . , 𝑝}, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑞} i 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟} tals que 𝐴𝑖,𝑘 és una matriu de mida 𝑚𝑖 × 𝑙𝑘
sobre K i 𝐵𝑘, 𝑗 és una matriu de mida 𝑙𝑘 × 𝑛 𝑗 sobre K tals que

𝐴 =


𝐴1,1 · · · 𝐴1,𝑞
...

...

𝐴𝑝,1 · · · 𝐴𝑝,𝑞

 i 𝐵 =


𝐵1,1 · · · 𝐵1,𝑟
...

...

𝐵𝑞,1 · · · 𝐵𝑞,𝑟

 .
Aleshores

𝐴𝐵 =


∑𝑞

𝑘=1 𝐴1,𝑘𝐵𝑘,1
∑𝑞

𝑘=1 𝐴1,𝑘𝐵𝑘,2 · · · ∑𝑞

𝑘=1 𝐴1,𝑘𝐵𝑘,𝑟∑𝑞

𝑘=1 𝐴2,𝑘𝐵𝑘,1
∑𝑞

𝑘=1 𝐴2,𝑘𝐵𝑘,2 · · · ∑𝑞

𝑘=1 𝐴2,𝑘𝐵𝑘,𝑟
...

...
...∑𝑞

𝑘=1 𝐴𝑝,𝑘𝐵𝑘,2
∑𝑞

𝑘=1 𝐴𝑝,𝑘𝐵𝑘,2 · · · ∑𝑞

𝑘=1 𝐴𝑝,𝑘𝐵𝑘,𝑟


.

Demostració. Per la definició de Les matrius (5.1.5) tenim que

[𝐴𝐵]𝑖, 𝑗 =
𝑙∑︁
𝑘=1
[𝐴]𝑖,𝑘 [𝐵]𝑘, 𝑗 .
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També tenim que 𝑖 = 𝑚1 + · · · + 𝑚𝑘𝑖 + 𝑖′ i 𝑗 = 𝑛1 + · · · + 𝑛𝑘 𝑗 + 𝑗 ′ per a certs 𝑘𝑖 ∈
{1, . . . , 𝑝 − 1}, 𝑘 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟 − 1}, 𝑖′ ≤ 𝑚𝑘𝑖+1 − 𝑚𝑘𝑖 i 𝑗 ′ ≤ 𝑛𝑘 𝑗+1 − 𝑛𝑘 𝑗 . Per tant hem
de veure que

𝑙∑︁
𝑘=1
[𝐴]𝑖,𝑘 [𝐵]𝑘, 𝑗 =

[
𝑞∑︁
𝑘=1

𝐴𝑚𝑘𝑖
,𝑘𝐵𝑘,𝑛𝑘 𝑗

]
𝑖′ , 𝑗′

.

Per la definició de Les matrius (5.1.4) tenim que[
𝑞∑︁
𝑘=1

𝐴𝑚𝑘𝑖
,𝑘𝐵𝑘,𝑛𝑘 𝑗

]
𝑖′ , 𝑗′

=

𝑞∑︁
𝑘=1
[𝐴𝑚𝑘𝑖

,𝑘𝐵𝑘,𝑛𝑘 𝑗 ]𝑖′ , 𝑗′ ,

i per la definició de Les matrius (5.1.5) trobem

𝑞∑︁
𝑘=1
[𝐴𝑚𝑘𝑖

,𝑘𝐵𝑘,𝑛𝑘 𝑗 ]𝑖′ , 𝑗′ =
𝑞∑︁
𝑘=1

(
𝑙𝑘∑︁
ℎ=1
[𝐴𝑚𝑘𝑖

,𝑘]𝑖′ ,ℎ [𝐵𝑘,𝑛𝑘 𝑗 ]ℎ, 𝑗′
)
.

Ara bé, com que per hipòtesi tenim que

𝐴 =


𝐴1,1 · · · 𝐴1,𝑞
...

...

𝐴𝑝,1 · · · 𝐴𝑝,𝑞

 i 𝐵 =


𝐵1,1 · · · 𝐵1,𝑟
...

...

𝐵𝑞,1 · · · 𝐵𝑞,𝑟

 .
i que 𝑖 = 𝑚1 + · · · + 𝑚𝑘𝑖 + 𝑖′ i 𝑗 = 𝑛1 + · · · + 𝑛𝑘 𝑗 + 𝑗 ′, trobem

𝑞∑︁
𝑘=1

(
𝑙𝑘∑︁
ℎ=1
[𝐴𝑚𝑘𝑖

,𝑘]𝑖′ ,ℎ [𝐵𝑘,𝑛𝑘 𝑗 ]ℎ, 𝑗′
)
=

𝑙∑︁
𝑘=1
[𝐴]𝑖,𝑘 [𝐵]𝑘, 𝑗 . □

5.2 Rang d’una matriu

5.2.1 Transformacions elementals

Definició 5.2.1 (Transformacions elementals). Siguin 𝐴 = (𝑎𝑖, 𝑗 ) una matriu de
mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K i 𝑖 i 𝑗 dos naturals diferents amb 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑚 i 𝜆 un element no
nul de K. Aleshores definim les funcions

𝑃𝑖, 𝑗 (𝐴) =



𝑎1,1 · · · 𝑎1,𝑛
...

...

𝑎𝑖−1,1 · · · 𝑎𝑖−1,𝑛
𝑎 𝑗 ,1 · · · 𝑎 𝑗 ,𝑛
𝑎𝑖+1,1 · · · 𝑎𝑖+1,𝑛
...

...

𝑎 𝑗−1,1 · · · 𝑎 𝑗−1,𝑛
𝑎𝑖,1 · · · 𝑎𝑖,𝑛
𝑎 𝑗+1,1 · · · 𝑎 𝑗+1,𝑛
...

...

𝑎𝑚,1 · · · 𝑎𝑚,𝑛



, 𝐷𝑖,𝜆 (𝐴) =



𝑎1,1 · · · 𝑎1,𝑛
...

...

𝑎𝑖−1,1 · · · 𝑎𝑖−1,𝑛
𝜆𝑎𝑖,1 · · · 𝜆𝑎𝑖,𝑛
𝑎𝑖+1,1 · · · 𝑎𝑖+1,𝑛
...

...

𝑎𝑚,1 · · · 𝑎𝑚,𝑛
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i 𝐸𝑖, 𝑗 ,𝜆 (𝐴) =



𝑎1,1 · · · 𝑎1,𝑛
...

...

𝑎𝑖−1,1 · · · 𝑎𝑖−1,𝑛
𝑎𝑖,1 − 𝜆𝑎 𝑗 ,1 · · · 𝑎𝑖,𝑛 − 𝜆𝑎 𝑗 ,𝑛
𝑎𝑖+1,1 · · · 𝑎𝑖+1,𝑛
...

...

𝑎𝑚,1 𝑎𝑚,𝑛


com les transformacions elementals per files de 𝑀𝑛 (K).

Proposició 5.2.2. Sigui 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K. Aleshores per a
tota successió de transformacions elementals per files 𝑓 existeix una matriu 𝑃 d’ordre𝑚
sobre K tal que 𝑓 (𝐴) = 𝑃𝐴 i per a tota successió de transformacions elementals per
columnes 𝑔 existeix una matriu 𝑄 d’ordre 𝑛 sobre K tal que 𝑔(𝐴) = 𝐴𝑄.

Demostració. En tenim prou amb veure que𝑃𝑖, 𝑗 (𝐴) = 𝑃𝑖, 𝑗 (𝐼𝑚)𝐴,𝐷𝑖,𝜆(𝐴) = 𝐷𝑖,𝜆(𝐼𝑚)𝐴
i 𝐸𝑖, 𝑗 ,𝜆(𝐴) = 𝐸𝑖, 𝑗 ,𝜆(𝐼𝑚)𝐴 i que 𝑃𝑖, 𝑗 (𝐴𝑡 )𝑡 = 𝐴𝑃𝑖, 𝑗 (𝐼𝑛), 𝐷𝑖,𝜆 (𝐴𝑡 )𝑡 = 𝐴𝐷𝑖,𝜆 (𝐼𝑛)
i 𝐸𝑖, 𝑗 ,𝜆 (𝐴𝑡 )𝑡 = 𝐴𝐸𝑖, 𝑗 ,𝜆(𝐼𝑛), i això és conseqüència de la definició de Les matrius
(5.1.5). □

Definició 5.2.3 (Matriu elemental). Sigui 𝑃 una matriu d’ordre 𝑛 sobre un cos K tal
que existeixi una sèrie de transformacions elementals tals que per a tota matriu 𝐴 de
mida 𝑚 × 𝑛 sobre K tenim 𝑓 (𝐴) = 𝑃𝐴. Aleshores direm que 𝑃 és una matriu elemental.

Aquesta definició té sentit per la proposició 5.2.2.

Observació 5.2.4. Siguin 𝑃 i 𝑄 dues matrius elementals d’ordre 𝑛 sobre un cos K.
Aleshores 𝑃𝑄 és una matriu elemental.

Notació 5.2.5. Denotarem les transformacions elementals per files 𝑃𝑖, 𝑗 com 𝐹𝑖 ↔
𝐹𝑗 , 𝐷𝑖,𝜆 com 𝐹𝑖 → 𝜆𝐹𝑖 i 𝐸𝑖, 𝑗 ,𝜆 com 𝐹𝑖 → 𝐹𝑖 + 𝜆𝐹𝑗 .

Aprofitant la proposició 5.2.2 també denotarem una successió de transformacions
elementals com una matriu quadrada.

Si apliquem una transformació elemental per files a una matriu transposada i
transposem el resultat denotarem 𝑃𝑖, 𝑗 com 𝐶𝑖 ↔ 𝐶 𝑗 , 𝐷𝑖,𝜆 com 𝐶𝑖 → 𝜆𝐶𝑖 i 𝐸𝑖, 𝑗 ,𝜆
com 𝐶𝑖 → 𝐶𝑖 + 𝜆𝐶 𝑗 i direm que són transformacions elementals per columnes.

Proposició 5.2.6. Sigui 𝑃 una matriu elemental d’ordre 𝑛 sobre un cos K. Aleshores 𝑃
és una matriu invertible.

Demostració. En tenim prou amb veure que 𝑃−1
𝑖, 𝑗

= 𝑃𝑖, 𝑗 , 𝐷−1
𝑖,𝜆

= 𝐷𝑖,𝜆−1 i 𝐸−1
𝑖, 𝑗 ,𝜆

=

𝐸𝑖, 𝑗 ,−𝜆. Per tant, per la definició de Transformacions elementals (5.2.3) i la definició de
Matrius inverses i matrius transposades (5.1.20) tenim que 𝑃 és una matriu invertible.

□

5.2.2 Matrius esglaonades i mètode de Gauss
Definició 5.2.7 (Matriu esglaonada). Sigui 𝐴 = (𝑎𝑖, 𝑗 ) una matriu de mida 𝑚 × 𝑛
sobre un cos K tal que existeixen 𝑗1 < · · · < 𝑗𝑟 nombres naturals tals que per a
tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟} i per a tot 𝑗 < 𝑗𝑖 tenim 𝑎𝑖, 𝑗 = 0 i 𝑎𝑖, 𝑗𝑖 = 1; i per a tot 𝑖 > 𝑗𝑟
i 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} tenim 𝑎𝑖, 𝑗 = 0.

Aleshores direm que 𝐴 està esglaonada per files i que 𝐴𝑡 està esglaonada per
columnes.
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5.2. Rang d’una matriu

Direm que una matriu 𝐴 es pot esglaonar per files si existeix una successió 𝑃 de
transformacions elementals per files tals que 𝑃𝐴 està esglaonada per files.

Proposició 5.2.8. Sigui 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K. Aleshores 𝐴 es
pot esglaonar per files.

Demostració. Denotem 𝐴 = (𝑎𝑖, 𝑗 ). Ho farem per inducció sobre 𝑛.
Suposem que 𝑛 = 1. Si 𝑎𝑖,1 = 0 per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑚} per la definició de Matrius

esglaonades i mètode de Gauss (5.2.7) hem acabat. Suposem doncs que existeix
un 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑚} tal que 𝑎𝑖,1 ≠ 0. Aleshores podem fer les transformacions elementals

𝐴 =


𝑎𝑖,1
...

𝑎𝑚,1


𝐹𝑖↔𝐹1−→



𝑎𝑖,1
...

𝑎𝑖−1,1
𝑎1,1
𝑎𝑖+1,1
...

𝑎𝑚,1


𝐹1→𝑎−1

1,1𝐹1
−→


1
𝑎2,1
...

𝑎𝑚,1


𝐹𝑖→𝐹𝑖−𝑎𝑖,1𝐹1

per a tot 𝑖∈{2,...,𝑚}
−→


1
0
...

0


i per la definició de Matrius esglaonades i mètode de Gauss (5.2.7) hem acabat.

Suposem doncs que la hipòtesi és certa per a 𝑛. Veiem que també ho és per 𝑛 + 1.
Sigui 𝐴 = (𝑎𝑖, 𝑗 ) una matriu de mida 𝑚 × (𝑛 + 1) sobre K. Considerem la matriu

𝐴′ =


𝑎1,2 . . . 𝑎1,𝑛+1
...

...

𝑎𝑚,2 . . . 𝑎𝑚,𝑛+1

 .
Per la definició de Les matrius (5.1.2) tenim que 𝐴′ és una matriu de mida 𝑚 × 𝑛
sobre K, i per l’hipòtesi d’inducció tenim que podem esglaonar-la. Sigui doncs 𝐵 la
matriu 𝐴′ esglaonada. Considerem la matriu

𝑎1,1
...

𝑎1,𝑚

 ,
que correspon a la primera columna de la matriu 𝐴. Hem vist que podem esglaonar-la,
i per tant per la definició de Matrius esglaonades i mètode de Gauss (5.2.7) tenim que
podem esglaonar la matriu 𝐴, ja que

𝐴 =


𝑎1,1
... 𝐴′

𝑎1,𝑚

 ,
i pel Axiomes de Peano (4.1.7) hem acabat. □

Corol.lari 5.2.9. Sigui 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K. Aleshores 𝐴 es
pot esglaonar per columnes.
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5.2.3 Reducció d’una matriu
Teorema 5.2.10 (Teorema de la 𝑃𝐴𝑄-reducció). Sigui 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑛
sobre un cos K. Aleshores existeixen un únic nombre natural 𝑟 satisfent 𝑟 ≤ min(𝑚, 𝑛),
una matriu elemental 𝑃 d’ordre 𝑚 sobre K i una matriu elemental 𝑄 d’ordre 𝑛 sobre K
tals que

𝑃𝐴𝑄 =

[
𝐼𝑟 0
0 0

]
.

Demostració. Denotem 𝐴 = (𝑎𝑖, 𝑗 ). Si 𝑎𝑖, 𝑗 = 0 per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑚} i 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}
aleshores tenim 𝑟 = 0 i hem acabat. Suposem doncs que existeixen 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑚}
i 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} tals que 𝑎𝑖, 𝑗 ≠ 0.

Per la proposició 5.2.8 tenim que existeix una matriu elemental 𝑃 d’ordre 𝑚 sobreK
tal que 𝑃𝐴 està esglaonada per files. Per la definició de Matrius esglaonades i mètode
de Gauss (5.2.7) tenim que existeixen 𝑗𝑖 per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟} amb 𝑗1 < · · · < 𝑗𝑟 tals
que per a tot 𝑗 < 𝑗𝑖 tenim 𝑎𝑖, 𝑗 = 0 i 𝑎𝑖, 𝑗𝑖 = 1. Fent les transformacions elementals

𝐶1 ↔ 𝐶 𝑗1 , 𝐶2 ↔ 𝐶 𝑗2 , . . . , 𝐶𝑟 ↔ 𝐶 𝑗𝑟

a la matriu 𝑃𝐴 obtenim la matriu

𝐴1 =



1 𝑏1,2 · · · 𝑏1,𝑟 𝑏1,𝑟+1 · · · 𝑏1,𝑛

0 1
. . .

...
...

...
...

. . .
. . . 𝑏𝑟−1,𝑟

...
...

0 · · · 0 1 𝑏𝑟 ,𝑟+1 · · · 𝑏𝑟 ,𝑛
0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0


,

i fent a la matriu 𝐴1 les transformacions elementals

𝐶𝑘1 → 𝐶𝑘1 − 𝑏1,𝑘1𝐶1, per a 𝑘1 ∈ {2, . . . , 𝑛}
𝐶𝑘2 → 𝐶𝑘2 − 𝑏2,𝑘2𝐶2, per a 𝑘2 ∈ {3, . . . , 𝑛}

...

𝐶𝑘𝑟 → 𝐶𝑘𝑟 − 𝑏𝑟 ,𝑘𝑟𝐶𝑟 , per a 𝑘𝑟 ∈ {𝑟 + 1, . . . , 𝑛},

i per la proposició 5.2.2 tenim que existeix una matriu 𝑃 d’ordre 𝑛 sobre K tal que

𝑃𝐴𝑄 =

[
𝐼𝑟 0
0 0

]
,

i per la definició de 5.2.2 tenim que les matrius 𝑃 i 𝑄 són matrius elementals.
Veiem ara que 𝑟 és únic. Suposem que existeixen un nombre natural 𝑠 ≤ min(𝑚, 𝑛),

una matriu elemental 𝑃1 d’ordre𝑚 sobreK i una matriu elemental𝑄1 d’ordre 𝑛 sobreK
tals que

𝑃1𝐴𝑄1 =

[
𝐼𝑠 0
0 0

]
.

Hem de veure que 𝑟 = 𝑠. Suposem que 𝑟 ≤ 𝑠.
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Tenim que

𝑃𝐴𝑄 =

[
𝐼𝑟 0
0 0

]
i

𝑃1𝐴𝑄1 =

[
𝐼𝑠 0
0 0

]
.

Com que, per la proposició 5.2.6, les matrius 𝑃, 𝑄, 𝑃1 i 𝑄1 són invertibles tenim que

𝐴 = 𝑃−1
[
𝐼𝑟 0
0 0

]
𝑄−1 = 𝑃−1

1

[
𝐼𝑠 0
0 0

]
𝑄−1

1 ,

i per tant

𝑃1𝑃
−1

[
𝐼𝑟 0
0 0

]
=

[
𝐼𝑠 0
0 0

]
𝑄−1

1 𝑄.

Denotem 𝑃2 = 𝑃1𝑃
−1, 𝑄2 = 𝑄−1

1 𝑄, 𝑃2 = (𝑝𝑖, 𝑗 ) i 𝑄2 = (𝑞𝑖, 𝑗 ) i tenim



𝑝1,1 · · · 𝑝1,𝑟 𝑝1,𝑟+1 · · · 𝑝1,𝑚
...

...
...

...

𝑝𝑠,1 · · · 𝑝𝑠,𝑟 𝑝𝑠,𝑟+1 · · · 𝑝𝑠,𝑚
𝑝𝑠+1,1 · · · 𝑝𝑠+1,𝑟 𝑝𝑠+1,𝑟+1 · · · 𝑝𝑠+1,𝑚
...

...
...

...

𝑝𝑚,1 · · · 𝑝𝑚,𝑟 𝑝𝑚,𝑟+1 · · · 𝑝𝑚,𝑚


[
𝐼𝑟 0
0 0

]
=

=

[
𝐼𝑠 0
0 0

]


𝑞1,1 · · · 𝑞1,𝑟 𝑞1,𝑟+1 · · · 𝑞1,𝑛
...

...
...

...

𝑞𝑠,1 · · · 𝑞𝑠,𝑟 𝑞𝑠,𝑟+1 · · · 𝑞𝑠,𝑛
𝑞𝑠+1,1 · · · 𝑞𝑠+1,𝑟 𝑞𝑠+1,𝑟+1 · · · 𝑞𝑠+1,𝑛
...

...
...

...

𝑞𝑛,1 · · · 𝑞𝑛,𝑟 𝑞𝑛,𝑟+1 · · · 𝑞𝑛,𝑛


,

i per la proposició 5.1.34 tenim que



𝑝1,1 · · · 𝑝1,𝑟 0 · · · 0
...

...
...

...

𝑝𝑠,1 · · · 𝑝𝑠,𝑟 0 · · · 0
𝑝𝑠+1,1 · · · 𝑝𝑠+1,𝑟 0 · · · 0
...

...
...

...

𝑝𝑚,1 · · · 𝑝𝑚,𝑟 0 · · · 0


=



𝑞1,1 · · · 𝑞1,𝑟 𝑞1,𝑟+1 · · · 𝑞1,𝑛
...

...
...

...

𝑞𝑠,1 · · · 𝑞𝑠,𝑟 𝑞𝑠,𝑟+1 · · · 𝑞𝑠,𝑛
0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 · · · 0 0 · · · 0


Per tant 

0 · · · 0
...

...

0 · · · 0

 =


𝑞1,𝑟+1 · · · 𝑞1,𝑛
...

...

𝑞𝑠,𝑟+1 · · · 𝑞𝑠,𝑛
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i trobem que

𝑄2 =



𝑞1,1 · · · 𝑞1,𝑟 0 · · · 0
...

...
...

...

𝑞𝑠,1 · · · 𝑞𝑠,𝑟 0 · · · 0
𝑞𝑠+1,1 · · · 𝑞𝑠+1,𝑟 𝑞𝑠+1,𝑟+1 · · · 𝑞𝑠+1,𝑛
...

...
...

...

𝑞𝑛,1 · · · 𝑞𝑛,𝑟 𝑞𝑛,𝑟+1 · · · 𝑞𝑛,𝑛


.

Denotem per tant

𝑄2 =

[
𝑄′2 0𝑠×(𝑛−𝑟 )
𝑄′′2 𝑄′′′2

]
.

Ara bé, pel que hem vist abans, existeixen un nombre natural 𝑡 ≤ min(𝑟, 𝑠), una
matriu invertible 𝑃3 d’ordre 𝑠 sobre K i una matriu invertible 𝑄3 d’ordre 𝑟 sobre K tals
que

𝑃3𝑄
′′
2𝑄3 =

[
𝐼𝑡 0
0 0

]
,

i com que, per hipòtesi, 𝑟 ≤ 𝑠 tenim 𝑡 ≤ 𝑟 ≤ 𝑠.
Per tant per la proposició 5.1.34 tenim que[

𝑃3 0𝑠×(𝑛−𝑠)
0(𝑛−𝑠)×𝑠 𝐼𝑛−𝑠

] [
𝑄′2 0𝑠×(𝑛−𝑟 )
𝑄′′2 𝑄′′′2

] [
𝑄3 0𝑟×(𝑛−𝑟 )

0(𝑛−𝑟 )×𝑟 𝐼𝑛−𝑟

]
=

=


𝐼𝑡 0𝑡×(𝑟−𝑡 )

0(𝑟−𝑡 )×𝑡 0(𝑠−𝑡 )×(𝑟−𝑡 )
0𝑠×(𝑛−𝑟 )

𝑄′′2𝑄3 𝑄′′′2

 = 𝐵.

Per la proposició 5.1.22 trobem que la matriu 𝐵 és invertible. Ara bé, per l’observació
5.1.21 trobem que ha de ser 𝑟 − 𝑡 = 𝑠 − 𝑡 = 0, i per tant 𝑟 = 𝑠, com volíem veure. La
demostració del cas 𝑠 ≤ 𝑟 és anàloga. □

Definició 5.2.11 (Rang). Siguin 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K, 𝑃 una
matriu invertible d’ordre 𝑛 sobre K i 𝑄 una matriu invertible d’ordre 𝑚 sobre K tals que

𝑃𝐴𝑄 =

[
𝐼𝑟 0
0 0

]
.

Aleshores direm que 𝑟 és el rang de 𝐴 i denotarem rang(𝐴) = 𝑟.
Observem que aquesta definició té sentit pel Reducció d’una matriu (5.2.10).

Proposició 5.2.12. Sigui 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K. Alesho-
res rang(𝐴) = rang(𝐴𝑡 ).

Demostració. Per la definició de Reducció d’una matriu (5.2.11) tenim que existeixen
una matriu 𝑃 invertible d’ordre 𝑛 sobre K i una matriu 𝑄 invertible d’ordre 𝑚 sobre K
tals que

𝑃𝐴𝑄 =

[
𝐼𝑟 0
0 0

]
.

Ara bé, per la proposició 5.1.27 tenim que

𝑄𝑡 𝐴𝑡𝑃𝑡 =

[
𝐼𝑟 0
0 0

]
.
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Per la proposició 5.1.28 tenim que les matrius 𝑄𝑡 i 𝑃𝑡 són invertibles, i per tant, per la
definició de Reducció d’una matriu (5.2.11) tenim que rang 𝐴𝑡 = 𝑟. □

Proposició 5.2.13. Sigui 𝐴 una matriu invertible d’ordre 𝑛 sobre un cosK. Aleshores 𝐴
és una matriu elemental.

Demostració. Pel Reducció d’una matriu (5.2.10) tenim que existeixen dues matrius
invertibles 𝑃 i 𝑄 d’ordre 𝑛 sobre K tals que

𝑃𝐴𝑄 =

[
𝐼𝑟 0
0 0

]
.

Ara bé, per la proposició 5.1.22 tenim que la matriu[
𝐼𝑟 0
0 0

]
ha de ser invertible, i per l’observació 5.1.21 trobem que ha de ser 𝑟 = 𝑛. Per tant
tenim 𝑃𝐴𝑄 = 𝐼𝑛 i tenim que 𝐴 = 𝑃−1𝑄−1, i per l’observació 5.2.4 tenim que 𝐴 és una
matriu elemental. □

Corol.lari 5.2.14. Sigui 𝐴 una matriu d’ordre 𝑛 sobre un cos K. Aleshores 𝐴 és
invertible si i només si rang(𝐴) = 𝑛.

Observació 5.2.15. Siguin 𝐴 una matriu de mida 𝑚 × 𝑛 sobre un cos K, 𝑃 una matriu
invertible d’ordre 𝑚 sobre K i 𝑄 una matriu invertible d’ordre 𝑛 sobre K. Aleshores

rang(𝐴) = rang(𝑃𝐴𝑄).

5.3 Determinant d’una matriu

5.3.1 Propietats dels determinants
Definició 5.3.1 (Determinant). Siguin K un cos i det : 𝑀𝑛 (K) −→ K una aplicació que
satisfà per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} i 𝑗 ∈ {𝑖 + 1, . . . , 𝑛} i per a tot 𝐶𝑖 ∈ 𝑀𝑛×1 (K)

1. Per a tot 𝐶′
𝑗
∈ 𝑀𝑛×1 (K) es satisfà

det(𝐶1, . . . , 𝐶𝑖−1, 𝐶𝑖 + 𝐶′𝑖 , 𝐶𝑖+1, . . . , 𝐶𝑛) =
= det(𝐶1, . . . , 𝐶𝑛) + det(𝐶1, . . . , 𝐶𝑖−1, 𝐶

′
𝑖 , 𝐶𝑖+1, . . . , 𝐶𝑛).

2. Per a tot 𝛼 ∈ K es satisfà

det(𝐶1, . . . , 𝐶𝑖−1, 𝛼𝐶𝑖 , 𝐶𝑖+1, . . . , 𝐶𝑛) = 𝛼 det(𝐶1, . . . , 𝐶𝑛)

3. Si 𝐶𝑖 = 𝐶 𝑗 es satisfà
det(𝐶1, . . . , 𝐶𝑛) = 0.

4. det(𝐼𝑛) = 1.

Aleshores direm que det és un determinant.

Proposició 5.3.2.
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Capítol 6
Càlcul diferencial

6.1 Arcs i conjunts connexos

6.1.1 Arcs en múltiples variables
Definició 6.1.1 (Arcs a l’espai). Siguin (𝑎, 𝑏) ⊆ R un interval, 𝑓 : (𝑎, 𝑏) → R𝑚 una
funció i Γ el conjunt definit per

Γ = { 𝑓 (𝑡) ∈ R𝑚 | 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏)},

aleshores direm que Γ és un arc a R𝑚. També direm que 𝑓 defineix o recorre aquest
arc. Així mateix donem les següents definicions:

1. Direm que Γ és un arc continu si 𝑓 és contínua en (𝑎, 𝑏).

2. Direm que Γ és un arc simple si 𝑓 és injectiva en (𝑎, 𝑏).

3. Si 𝑓 està definida en [𝑎, 𝑏] direm que 𝑓 va de 𝑓 (𝑎) a 𝑓 (𝑏) o que 𝑓 (𝑎) n’és el
punt inicial i 𝑓 (𝑏) el punt final. Si 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏) direm que Γ és un arc tancat.

4. Direm que Γ és un arc regular si 𝑓 és derivable en (𝑎, 𝑏).

5. Direm que Γ és un arc de classe C𝑛 si 𝑓 (𝑛) existeix i és contínua en (𝑎, 𝑏).

Definició 6.1.2 (Longitud d’un arc continu). Sigui Γ un arc continu i 𝑓 una manera de
recórrer Γ donada per

𝑓 : (𝑎, 𝑏) ⊆ R −→ R𝑚

Amb 𝑚 ∈ N, 𝑚 > 1.
Considerem la partició 𝑎 = 𝑡0 < · · · < 𝑡𝑛 = 𝑏. Observem que els punts donats

per 𝑓 (𝑡𝑖) per a tot 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛} determinen una poligonal, 𝑃𝑛, la longitud de la qual
és, per la definició de Definicions (1.2.5)

L(𝑃𝑛) =
𝑛−1∑︁
𝑖=0
∥ 𝑓 (𝑡𝑖+1) − 𝑓 (𝑡𝑖)∥.

Aleshores definim la longitud de 𝑓 com

L( 𝑓 ) = lim
𝑛→∞

L(𝑃𝑛).

Direm que els arcs amb recorreguts de longitud finita són arcs rectificables.

109



6. Càlcul diferencial

Proposició 6.1.3. Sigui Γ un arc de classe C1. Aleshores Γ és rectificable.

Demostració. Sigui 𝑓 una funció que recorre Γ tal que

𝑓 : (𝑎, 𝑏) ⊆ R −→ R𝑚

𝑡 ↦−→ (𝑥1 (𝑡), . . . , 𝑥𝑚 (𝑡)).

Donada una partició de (𝑎, 𝑏), 𝑎 = 𝑡0 < · · · < 𝑡𝑛 = 𝑏 que defineix una poligo-
nal 𝑃𝑛 = 𝑓 (𝑡0), . . . , 𝑓 (𝑡𝑛). Aleshores la longitud de la poligonal és, per la definició de
Definicions (1.2.5),

L(𝑃𝑛) =
𝑛−1∑︁
𝑖=0
∥ 𝑓 (𝑡𝑖+1) − 𝑓 (𝑡𝑖)∥ =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

√√√ 𝑚∑︁
𝑗=1

(
𝑥 𝑗 (𝑡𝑖+1) − 𝑥 𝑗 (𝑡𝑖))

)2
.

Per la proposició 1.2.9 𝑓 és contínua en (𝑎, 𝑏), i per tant pel Teoremes (1.2.13)
tenim

𝑥 𝑗 (𝑡𝑖+1) − 𝑥 𝑗 (𝑡𝑖) = 𝑥′𝑗 (𝜉𝑖, 𝑗 ) (𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖),
amb 𝑡𝑖 < 𝜉𝑖, 𝑗 < 𝑡𝑖+1, per a tot 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛 − 1}, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑚}. Per tant

L(𝑃𝑛) =
𝑛−1∑︁
𝑖=0
(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖)

√√√ 𝑚∑︁
𝑗=1

(
𝑥′
𝑗
(𝜉𝑖, 𝑗 )

)2
. (6.1)

Ara volem veure que 𝜉𝑖, 𝑗 = 𝑡𝑖 quan 𝑛 tendeix a infinit. Observem que

lim
𝑛→∞

𝑡𝑖 = lim
𝑛→∞

𝑡𝑖+1.

I com que 𝑡𝑖 < 𝜉𝑖, 𝑗 < 𝑡𝑖+1 tenim que 𝜉𝑖, 𝑗 = 𝑡𝑖 per a tot 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑚}. Així veiem
que si 𝑛→∞ podem reescriure (6.1) com

L(𝑃𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑛−1∑︁
𝑖=0
(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖)∥ 𝑓 ′ (𝑡𝑖)∥ =

∫ 𝑏

𝑎

∥ 𝑓 ′ (𝑡)∥ d𝑡.

I ja hem acabat. Com que 𝑓 ∈ C1 tenim 𝑓 ′ contínua, i 𝑎, 𝑏 ∈ R, aquesta integral és
finita i Γ és rectificable, com volíem veure. □

6.1.2 Oberts connexos
Definició 6.1.4 (Conjunt arc-connex o connex). Sigui𝑈 ⊆ R𝑑 un obert. Direm que𝑈
és arc-connex si donats dos punts 𝑃,𝑄 ∈ 𝑈 existeix una funció 𝑓 que defineix un arc
continu tal que 𝑓 : [𝑎, 𝑏] −→ 𝑈 amb 𝑃 = 𝑓 (𝑎), 𝑄 = 𝑓 (𝑏). Direm que𝑈 és connex si
el segment que els uneix està tot dins𝑈.

Proposició 6.1.5. Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i𝑈1,𝑈2 dos subconjunts de𝑈 arc-connexos
amb𝑈1 ∪𝑈2 = 𝑈 tals que𝑈1 ∩𝑈2 ≠ ∅. Aleshores𝑈 és arc-connex.

Demostració. Siguin 𝑃,𝑄 dos punts en 𝑈 tals que 𝑃 ∈ 𝑈∁2 i 𝑄 ∈ 𝑈∁1 , i 𝑅 ∈ 𝑈1 ∩𝑈2
un altre punt. Com que𝑈1 i𝑈2 són arc-connexos, per la definició de Oberts connexos
(6.1.4) existeixen dos arcs continus 𝑓 , 𝑔 tals que

𝑓 : [𝑎, 𝑏] −→ 𝑈1, 𝑔 : [𝑏, 𝑐] −→ 𝑈2,
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on 𝑓 (𝑎) = 𝑃, 𝑓 (𝑏) = 𝑔(𝑏) = 𝑅 i 𝑔(𝑐) = 𝑄. Aleshores definim la funció

ℎ(𝑡) =
{
𝑓 (𝑡) si 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏
𝑔(𝑡) si 𝑏 < 𝑡 ≤ 𝑏.

Tenim que ℎ defineix un arc continu en𝑈, i per la definició de Arcs en múltiples
variables (6.1.2),𝑈 és arc-connex. □

Definició 6.1.6 (Distància en un arc-connex). Sigui 𝑈 ⊆ R𝑑 un arc-connex, si-
guin 𝑃,𝑄 ∈ 𝑈 i 𝐹 el conjunt de totes les funcions 𝑓 que defineixen un arc continu en𝑈
amb 𝑓 (𝑎) = 𝑃, 𝑓 (𝑏) = 𝑄. Definim la distància entre 𝑃 i 𝑄 en𝑈 com

d
𝑈
(𝑃,𝑄) = inf

𝑓 ∈𝐹
L( 𝑓 ).

Observació 6.1.7. Notem que si𝑈 és connex d𝑈 (𝑃,𝑄) = ∥𝑃 −𝑄∥.

Proposició 6.1.8. Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un arc-connex i 𝑃,𝑄, 𝑅 ∈ 𝑈 tres punts. Aleshores

1. d𝑈 (𝑃,𝑄) = d𝑈 (𝑄, 𝑃) ≥ 0

2. d𝑈 (𝑃,𝑄) = 0 ⇐⇒ 𝑃 = 𝑄

3. d𝑈 (𝑃,𝑄) ≤ d𝑈 (𝑃, 𝑅) + d𝑈 (𝑅,𝑄) (desigualtat triangular)

Demostració. Sigui 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → 𝑈 una funció contínua amb 𝑓 (𝑎) = 𝑃 i 𝑓 (𝑏) = 𝑄, i
amb L( 𝑓 ) = inf 𝑓 ∈𝐹 L( 𝑓 ), on 𝐹 és el conjunt de funcions contínues de [𝑎, 𝑏] en𝑈 que
van de 𝑃 a 𝑄.

Per veure el punt (1) fem

d
𝑈
(𝑃,𝑄) = inf

𝑓 ∈𝐹
L( 𝑓 )

= inf
𝑓 ∈𝐹

lim
𝑛→∞

©«
𝑛−1∑︁
𝑖=0
(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖)

√√√ 𝑑∑︁
𝑗=1

(
𝑥′
𝑗
(𝜉𝑖, 𝑗 )

)2 ª®¬
= inf
𝑓 ∈𝐹

lim
𝑛→∞

©«
𝑛−1∑︁
𝑖=0
(−1) (𝑡𝑛−(𝑖+1) − 𝑡𝑛−𝑖)

√√√ 𝑑∑︁
𝑗=1

(
𝑥′
𝑗
(𝜉𝑖, 𝑗 )

)2 ª®¬
= inf
𝑓 ∈𝐹
(−1) lim

𝑛→∞
©«
𝑛−1∑︁
𝑖=0
(𝑡𝑛−(𝑖+1) − 𝑡𝑛−𝑖)

√√√ 𝑑∑︁
𝑗=1

(
𝑥′
𝑗
(𝜉𝑖, 𝑗 )

)2 ª®¬
= inf
𝑓 ∈𝐹
(−1)

∫ 𝑏

𝑎

∥ 𝑓 ′ (𝑡)∥ d𝑡

= inf
𝑓 ∈𝐹

∫ 𝑎

𝑏

∥ 𝑓 ′ (𝑡)∥ d𝑡 = inf
𝑓 ∈𝐹

L( 𝑓 ) = d
𝑈
(𝑄, 𝑃) ≥ 0.

Continuem veient el punt (2). Suposem 𝑃 = 𝑄 i considerem, amb 𝜀 > 0, la
bola oberta B(𝜀, 𝑃) ⊂ 𝑈. Aquesta bola és connexa i, pel corol.lari 6.1.7, d𝑈 (𝑃,𝑄) =
∥𝑃 −𝑄∥ = 0 ⇐⇒ 𝑃 = 𝑄.

Acabem veient el punt (3). Sigui 𝐹1 el conjunt de funcions contínues en𝑈 que van
de 𝑃 a 𝑅 i 𝐹2 el conjunt de funcions contínues en𝑈 que van de 𝑅 a 𝑄. Aleshores

d
𝑈
(𝑃,𝑄) = inf

𝑓 ∈𝐹
L( 𝑓 ) ≤ inf

(
inf
𝐹1

L(𝑔) + inf
𝐹2

L(ℎ)
)
= d
𝑈
(𝑃, 𝑅) + d

𝑈
(𝑅,𝑄).

Observem que aquestes són les mateixes propietats de una distància. □
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6.2 Funcions diferenciables

6.2.1 Diferencial d’una funció en múltiples variables
Definició 6.2.1 (Derivada direccional). Sigui𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, 𝑡 ∈ R un escalar, 𝑎 ∈ 𝑈
un punt, ®𝑢 un vector de R𝑑 i 𝑓 una funció definida per

𝑓 : 𝑈 −→ R𝑚

𝑎 ↦−→ ( 𝑓1 (𝑎), . . . , 𝑓𝑚 (𝑎)),

i considerem, per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑚}, els límits

𝐷 ®𝑢 𝑓𝑖 (𝑎) = lim
𝑡→0

𝑓𝑖 (𝑎 + 𝑡 ®𝑢) − 𝑓𝑖 (𝑎)
𝑡

.

Si tots aquests límits existeixen, direm que la derivada de 𝑓 en direcció ®𝑢 és

𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑎) = (𝐷 ®𝑢 𝑓1 (𝑎), . . . , 𝐷 ®𝑢 𝑓𝑚 (𝑎)).

Si ®𝑢 és l’𝑖-èsim vector de la base canònica utilitzarem la notació 𝐷𝑖 𝑓 (𝑎).

Proposició 6.2.2. Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 una funció, 𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑎) la seva
derivada direccional respecte el vector ®𝑢 de R𝑑 i 𝜆 ∈ R un escalar. Aleshores

𝐷𝜆®𝑢 𝑓 (𝑎) = 𝜆𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑎).

Demostració. Tenim que, per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑚},

𝐷𝜆®𝑢 𝑓𝑖 (𝑎) = lim
𝑡→0

𝑓𝑖 (𝑎 + 𝜆𝑡 ®𝑢) − 𝑓𝑖 (𝑎)
𝑡

= lim
𝑡→0

𝜆
𝑓𝑖 (𝑎 + 𝜆𝑡 ®𝑢) − 𝑓𝑖 (𝑎)

𝜆𝑡

= 𝜆 lim
𝑡→0

𝑓𝑖 (𝑎 + 𝜆𝑡 ®𝑢) − 𝑓𝑖 (𝑎)
𝜆𝑡

= 𝜆𝐷 ®𝑢 𝑓𝑖 (𝑎). □

Definició 6.2.3 (Diferencial d’una funció). Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 : 𝑈 → R𝑚
una funció i 𝑎 ∈ 𝑈 un punt. Direm que el diferencial de 𝑓 en 𝑎 és una aplicació
lineal 𝑑𝑓 (𝑎) : 𝑈 → R𝑚 tal que, donat un vector ®ℎ de R𝑑

𝑓 (𝑎 + ®ℎ) = 𝑓 (𝑎) + 𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ) + o(®ℎ), ∥®ℎ∥ → 0.

Direm que 𝑓 és diferenciable en 𝑎 si existeix aquest 𝑑𝑓 (𝑎).

Observació 6.2.4. Observem que en aquesta definició, si 𝑑 = 1, 𝑓 és diferenciable
en 𝑎 ⇐⇒ 𝑓 és derivable en 𝑎, i 𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ) = ®ℎ 𝑓 ′ (𝑎) (Si 𝑑 = 1, multiplicar per un
vector de R és com multiplicar per un escalar).

Proposició 6.2.5. Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 una funció diferenciable en
un punt 𝑎 ∈ 𝑈. Aleshores 𝑓 és contínua en 𝑎.

Demostració. Sigui 𝑑𝑓 (𝑎) el diferencial de 𝑓 en 𝑎. Per la definició de Diferencial
d’una funció en múltiples variables (6.2.3) tenim que, per a qualsevol vector ®ℎ de R𝑑

𝑓 (𝑎 + ®ℎ) = 𝑓 (𝑎) + 𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ) + o(®ℎ), ∥®ℎ∥ → 0.
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Com que 𝑑𝑓 (𝑎) és lineal, 𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ) → (0, . . . , 0) ⇐⇒ ∥®ℎ∥ → 0. Així veiem que

lim
∥ ®ℎ∥→0

𝑓 (𝑎 + ®ℎ) − 𝑓 (𝑎) − 𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ) = o(®ℎ).

I això compleix la definició de Definicions (1.2.4), per tant 𝑓 és contínua en el
punt 𝑎. □

Proposició 6.2.6. Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, 𝑎 ∈ 𝑈 un punt i 𝑓 una funció tal que

𝑓 : 𝑈 −→ R𝑚

𝑎 ↦−→ ( 𝑓1 (𝑎), . . . , 𝑓𝑚 (𝑎)).

Aleshores

𝑓 és diferenciable en 𝑎 ⇐⇒ 𝑓𝑖 és diferenciable en 𝑎 per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑚}.

Demostració. Per la definició de Diferencial d’una funció en múltiples variables (6.2.3)
tenim que, per a qualsevol vector ®ℎ de R𝑑

𝑓 (𝑎 + ®ℎ) = 𝑓 (𝑎) + 𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ) + o(®ℎ), ∥®ℎ∥ → 0.

El que és equivalent a

lim
∥ ®ℎ∥→0

𝑓 (𝑎 + ®ℎ) − 𝑓 (𝑎) − 𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ)
∥®ℎ∥

= 0.

Sabent que 𝑓 (𝑎) = ( 𝑓1 (𝑎), . . . , 𝑓𝑚 (𝑎)) podem entendre aquest límit com el següent,
amb un vector al numerador, que descomponem com

lim
∥ ®ℎ∥→0

( 𝑓1 (𝑎 + ®ℎ) − 𝑓1 (𝑎) − 𝑑𝑓1 (𝑎) (®ℎ), . . . , 𝑓𝑚 (𝑎 + ®ℎ) − 𝑓𝑚 (𝑎) − 𝑑𝑓𝑚 (𝑎) (®ℎ))
∥®ℎ∥

= 0

si i només si

lim
∥ ®ℎ∥→0

𝑓𝑖 (𝑎 + ®ℎ) − 𝑓𝑖 (𝑎) − 𝑑𝑓𝑖 (𝑎) (®ℎ)
∥®ℎ∥

= 0

per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑚}.
Tenint en compte la definició de Diferencial d’una funció en múltiples variables

(6.2.3), és equivalent a dir que, per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑚}, 𝑓𝑖 és diferenciable en el
punt 𝑎. □

Proposició 6.2.7. Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 una funció diferenciable en
un punt 𝑎 ∈ 𝑈. Aleshores tenim que

1. Donat un vector ®𝑢 de R𝑑 , 𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑎) existeix i 𝑑𝑓 (𝑎) ( ®𝑢) = 𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑎).

2. El diferencial de 𝑓 en 𝑎, 𝑑𝑓 (𝑎), és únic.

Demostració. Sigui ®𝑢 un vector de R𝑑 . Tenim que, si 𝜆 ∈ R, 𝜆 ≠ 0

𝑓 (𝑎 + 𝜆®𝑢) = 𝑓 (𝑎) + 𝑑𝑓 (𝑎) (𝜆®𝑢) + o(𝜆®𝑢)

𝑓 (𝑎 + 𝜆®𝑢) − 𝑓 (𝑎) = 𝜆𝑑𝑓 (𝑎) ( ®𝑢) + o(𝜆®𝑢)
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𝑓 (𝑎 + 𝜆®𝑢) − 𝑓 (𝑎)
𝜆

= 𝑑𝑓 (𝑎) ( ®𝑢) + o(𝜆®𝑢)
𝜆

Per tant, amb 𝜆→ 0, per la definició de Diferencial d’una funció en múltiples variables
(6.2.1) tenim

𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑎) = 𝑑𝑓 (𝑎) ( ®𝑢).

Amb aquesta demostració també es veu la unicitat del diferencial d’una funció en un
punt. □

Observació 6.2.8. Com a conseqüència del primer apartat veiem que si 𝑓 és diferenci-
able en 𝑎 existeixen totes les seves derivades direccionals i que aquestes compleixen
que, donats dos vectors ®𝑢, ®𝑣 i dos escalars 𝜆, 𝜇, 𝐷𝜆®𝑢+𝜇®𝑣 𝑓 (𝑎) = 𝜆𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑎) + 𝜇𝐷 ®𝑣 (𝑎).

Teorema 6.2.9 (Condició suficient per a la diferenciabilitat). Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un
obert, 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 una funció, 𝑎 ∈ 𝑈 un punt i B(𝑎, 𝜀), una bola centrada en 𝑎
de radi 𝜀 > 0. Si les derivades direccionals de 𝑓 , 𝐷𝑖 𝑓 (𝑥), existeixen per a tot
punt 𝑥 ∈ B(𝑎, 𝜀), per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑} i són contínues en 𝑎, aleshores 𝑓 és
diferenciable en 𝑎.

Demostració. Donat un vector ®ℎ de R𝑑 , considerem la diferencia

𝑓 (𝑎 + ®ℎ) − 𝑓 (𝑎),

amb 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑑) i ®ℎ = (ℎ1, . . . , ℎ𝑑) =
∑𝑑
𝑖=1 ℎ𝑖 ®𝑒𝑖 , on ®𝑒𝑖 és l’𝑖-èsim vector de la

base canònica, i denotarem ®ℎ𝑛 =
∑𝑛
𝑖=1 ℎ𝑖 ®𝑒𝑖 per a 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑑 i ®ℎ0 = (0, . . . , 0). Escrivim

la suma telescòpica

𝑓 (𝑎 + ®ℎ) − 𝑓 (𝑎) =
𝑑∑︁
𝑖=1

(
𝑓 (𝑎 + ®ℎ𝑖) − 𝑓 (𝑎 + ®ℎ𝑖−1)

)
. (6.2)

El primer terme d’aquesta suma telescòpica és 𝑓 (𝑎 + ℎ1 ®𝑒1) − 𝑓 (𝑎), i per la definició
de Diferencial d’una funció en múltiples variables (6.2.1) això és

𝑓 (𝑎 + ℎ1 ®𝑒1) − 𝑓 (𝑎) = ℎ1𝐷1 𝑓 (𝑎) + ℎ1 o(®ℎ),

i la resta de termes de (6.2) són

𝑓 (𝑎 + ®ℎ𝑘−1 + ℎ𝑘 ®𝑒𝑘) − 𝑓 (𝑎 + ®ℎ𝑘−1).

Veiem que aquestes expressions varien només en ℎ𝑘 ®𝑒𝑘 , que correspon a la 𝑘-èsima
component, i com que les derivades parcials de 𝑓 existeixen, això vol dir que aquestes
expressions són contínues, per tant podem aplicar el Teoremes (1.2.13) per a funcions
d’una variable i tenim que, per a tot 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑑 existeix un escalar 𝜉𝑘 tal que

𝑓 (𝑎 + ®ℎ𝑘−1 + ℎ𝑘 ®𝑒𝑘) − 𝑓 (𝑎 + ®ℎ𝑘−1) = ℎ𝑘𝐷𝑘 𝑓 (𝜉𝑘)

on 𝜉𝑘 està al segment que uneix 𝑎 + ®ℎ𝑘−1 + ℎ𝑘 ®𝑒𝑘 i 𝑎 + ®ℎ𝑘−1.
Ara notem que quan ®ℎ→ 0 tindrem 𝑎 + ®ℎ𝑘−1 + ℎ𝑘 ®𝑒𝑘 → 𝑎 i com que, per hipòtesi,

les derivades direccionals són contínues

ℎ𝑘𝐷𝑘 𝑓 (𝜉𝑘) = ℎ𝑘𝐷𝑘 𝑓 (𝑎) + ℎ𝑘 o(®ℎ)
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i obtenim

𝑓 (𝑎 + ®ℎ) − 𝑓 (𝑎) =
𝑑∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖𝐷𝑖 𝑓 (𝑎) +
𝑑∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖 o(®ℎ)

=

𝑑∑︁
𝑖=1

𝐷ℎ𝑖 ®𝑒𝑖 𝑓 (𝑎) +
𝑑∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖 o(®ℎ)

i mentre 𝑎 + ®ℎ ∈ B(𝑎, 𝜀), el que tenim satisfà la definició de Diferencial d’una funció en
múltiples variables (6.2.3) per la proposició 6.2.7, i per tant 𝑓 és diferenciable en 𝑎. □

Nota 6.2.10. Notem que en aquesta demostració només hem hagut d’utilitzar la
continuïtat de 𝑑 − 1 de les derivades parcials de 𝑓 en 𝑎. per tant en veritat tenim prou
amb veure que totes les derivades parcials de 𝑓 existeixen en 𝑎 i que almenys totes
menys una d’aquestes són contínues en 𝑎 per poder dir que 𝑓 és diferenciable en 𝑎,
però a aquest curs només es dona l’enunciat reduït.

Proposició 6.2.11. Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 , 𝑔 : 𝑈 → R𝑚 dues funcions diferencia-
bles en un punt 𝑎 ∈ 𝑈 amb diferencials 𝑑𝑓 (𝑎), 𝑑𝑔(𝑎), respectivament. Aleshores 𝑓 + 𝑔
és diferenciable en 𝑎 i té per diferencial 𝑑𝑓 (𝑎) + 𝑑𝑔(𝑎).

Demostració. Siguin ®𝑢 un vector de R𝑑 i 𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑎), 𝐷 ®𝑢𝑔(𝑎) les derivades parcials de 𝑓
i 𝑔, respectivament, en el punt 𝑎 amb direcció ®𝑢. La derivada parcial de 𝑓 + 𝑔 en 𝑎
amb direcció ®𝑢 és 𝐷 ®𝑢 ( 𝑓 + 𝑔) (𝑎). Com que les derivades direccionals es comporten,
per definició, com les derivades d’una variable, tenim

𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑎) + 𝐷 ®𝑢𝑔(𝑎) = 𝐷 ®𝑢 ( 𝑓 + 𝑔) (𝑎),

i per la proposició 6.2.7, com que l’argument no depèn de ®𝑢, ja hem acabat. □

6.2.2 La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena
Definició 6.2.12 (Matriu Jacobiana). Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 una funció
diferenciable en un punt 𝑎 ∈ 𝑈. Aleshores definim la matriu Jacobiana de 𝑓 en 𝑎 com

𝐷1 𝑓1 (𝑎) 𝐷2 𝑓1 (𝑎) · · · 𝐷𝑑 𝑓1 (𝑎)
𝐷1 𝑓2 (𝑎) 𝐷2 𝑓2 (𝑎) · · · 𝐷𝑑 𝑓2 (𝑎)

...
...

...

𝐷1 𝑓𝑚 (𝑎) 𝐷2 𝑓𝑚 (𝑎) · · · 𝐷𝑑 𝑓𝑚 (𝑎)


.

Proposició 6.2.13. Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 una funció diferenciable
en un punt 𝑎 ∈ 𝑈, 𝑑𝑓 (𝑎) el diferencial de 𝑓 en el punt 𝑎 i ®ℎ = (ℎ1, . . . , ℎ𝑑) un vector
de R𝑑 . Aleshores

𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ) =

𝐷1 𝑓1 (𝑎) · · · 𝐷𝑑 𝑓1 (𝑎)

...
...

𝐷1 𝑓𝑚 (𝑎) · · · 𝐷𝑑 𝑓𝑚 (𝑎)



ℎ1
...

ℎ𝑑

 ,
és a dir, la matriu Jacobiana de 𝑓 en 𝑎 és la matriu associada del diferencial de 𝑓 en
el punt 𝑎.
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Demostració. Aquest enunciat té sentit per la definició de Diferencial d’una funció en
múltiples variables (6.2.3) i la definició de La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena
(6.2.12).

Donada la base canònica de R𝑑 , ( ®𝑒1, . . . , ®𝑒𝑑), tenim

𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ) =
𝑑∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖𝑑𝑓 (𝑎) ( ®𝑒𝑖) =
𝑑∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖𝐷𝑖 𝑓 (𝑎),

i si 𝑓 (𝑎) = ( 𝑓1 (𝑎), . . . , 𝑓𝑚 (𝑎)),

𝐷𝑖 𝑓 (𝑎) =

𝐷𝑖 𝑓1 (𝑎)

...

𝐷𝑖 𝑓𝑚 (𝑎)

 . (6.3)

Per tant, podem reescriure aquestes dues igualtats com

𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ) =
[
𝐷1 𝑓 (𝑎) · · · 𝐷𝑑 𝑓 (𝑎)

] 
ℎ1
...

ℎ𝑑

 .
On, recordant (6.3),

[
𝐷1 𝑓 (𝑎) · · · 𝐷𝑑 𝑓 (𝑎)

]
=


𝐷1 𝑓1 (𝑎) 𝐷2 𝑓1 (𝑎) · · · 𝐷𝑑 𝑓1 (𝑎)
𝐷1 𝑓2 (𝑎) 𝐷2 𝑓2 (𝑎) · · · 𝐷𝑑 𝑓2 (𝑎)

...
...

...

𝐷1 𝑓𝑚 (𝑎) 𝐷2 𝑓𝑚 (𝑎) · · · 𝐷𝑑 𝑓𝑚 (𝑎)


.

Així que

𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ) =


𝐷1 𝑓1 (𝑎) 𝐷2 𝑓1 (𝑎) · · · 𝐷𝑑 𝑓1 (𝑎)
𝐷1 𝑓2 (𝑎) 𝐷2 𝑓2 (𝑎) · · · 𝐷𝑑 𝑓2 (𝑎)

...
...

...

𝐷1 𝑓𝑚 (𝑎) 𝐷2 𝑓𝑚 (𝑎) · · · 𝐷𝑑 𝑓𝑚 (𝑎)



ℎ1
ℎ2
...

ℎ𝑑


.

Així veiem que la matriu Jacobiana de 𝑓 en 𝑎 està ben definida com a matriu associada
del diferencial de 𝑓 en 𝑎. □

Observació 6.2.14. Suposem𝑚 = 1. Recordant la definició de Diferencial d’una funció
en múltiples variables (6.2.3) i denotant 𝑥 = 𝑎 + ®ℎ, 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑑), 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑)

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎) − o(∥𝑥 − 𝑎∥) = 𝑑𝑓 (𝑎) (𝑥 − 𝑎)

i per la definició de La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.12) tenim

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎) − o(∥𝑥 − 𝑎∥) =
[
𝐷1 𝑓 (𝑎) · · · 𝐷𝑑 𝑓 (𝑎)

] 
𝑥1 − 𝑎1

...

𝑥𝑑 − 𝑎𝑑

 .
El que, quan ®ℎ→ 0, ens diu que és una aproximació a

(𝑥1 − 𝑎1)𝐷1 𝑓 (𝑎) + · · · + (𝑥𝑑 − 𝑎𝑑)𝐷𝑑 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎),

el que és un espai afí de dimensió 𝑑 + 1 tangent a 𝑓 en el punt 𝑎.
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Teorema 6.2.15 (Regla de la cadena). Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 una
funció diferenciable en un punt 𝑎 ∈ 𝑈 i siguin 𝑉 ⊆ R𝑚 un obert i 𝑔 : 𝑉 → R𝑝 una
funció diferenciable en un punt 𝑓 (𝑎) = 𝑏 ∈ 𝑉 . Aleshores 𝑔( 𝑓 (𝑥)) és diferenciable en 𝑎
amb diferencial 𝑑𝑔(𝑏) (𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ)), on 𝑑𝑓 (𝑎) i 𝑑𝑔(𝑏) són els diferencials de 𝑓 i 𝑔 en 𝑎
i 𝑏, respectivament, i ®ℎ és un vector de R.

Demostració. Per la definició de Diferencial d’una funció en múltiples variables (6.2.3),
tenim

𝑓 (𝑎 + ®ℎ) = 𝑓 (𝑎) + 𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ) + o(®ℎ), ∥®ℎ∥ → 0.

Reescrivim amb 𝑥 = 𝑎 + ®ℎ i 𝑦 = 𝑏 + ®ℎ

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑎) + 𝑑𝑓 (𝑎) (𝑥 − 𝑎) + o(𝑥 − 𝑎),

𝑔(𝑦) = 𝑔(𝑏) + 𝑑𝑔(𝑏) (𝑦 − 𝑏) + o(𝑦 − 𝑏).
Si fem 𝑦 = 𝑓 (𝑥) i substituïm en la segona equació obtenim

𝑔( 𝑓 (𝑥)) = 𝑔(𝑏) + 𝑑𝑔(𝑏) ( 𝑓 (𝑎) + 𝑑𝑓 (𝑎) (𝑥 − 𝑎) + o(𝑥 − 𝑎) − 𝑏) + o( 𝑓 (𝑥) − 𝑏)

Si simplifiquem i utilitzem la linealitat del diferencial obtenim

𝑔( 𝑓 (𝑥)) = 𝑔(𝑏) + 𝑑𝑔(𝑏) (𝑑𝑓 (𝑥 − 𝑎)) + 𝑑𝑔(𝑏) (o(𝑥 − 𝑎)) + o( 𝑓 (𝑥) − 𝑏)

Ara només hem de veure que 𝑑𝑔(𝑏) (o(𝑥 − 𝑎)) i o( 𝑓 (𝑥) − 𝑏) són o(𝑥 − 𝑎). El primer
el podem veure amb que

∥𝑑𝑔(𝑏) (o(𝑥 − 𝑎))∥ ≤ ∥𝑑𝑔(𝑏)∥ o(∥𝑥 − 𝑎∥).

I com que quan 𝑥 → 𝑎, 𝑓 (𝑎) → 𝑏 (donat per ®ℎ→ 0), ja que 𝑓 és contínua. Aleshores
podem escriure

𝑓 (𝑥) − 𝑏 = 𝑑𝑓 (𝑎) (𝑥 − 𝑎) + o(𝑥 − 𝑎),
i observant el cas 𝑥 → 𝑎 trobem que ∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑏∥ ≤ 𝐶∥𝑥 − 𝑎∥, on 𝐶 ∈ R és la norma
de l’aplicació lineal 𝑑𝑔(𝑏). □

6.2.3 Gradient, punts crítics i extrems relatius
Definició 6.2.16 (Funció escalar). Sigui 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 : 𝑈 → R una funció.
Direm que 𝑓 és una funció escalar de 𝑑 variables si 𝑓 és diferenciable per a tot 𝑥 ∈ 𝑈.

Definició 6.2.17 (Conjunts de nivell). Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 : 𝑈 → R una funció.
Aleshores direm que, per a tot 𝐶 ∈ R,

𝐿𝐶 = {𝑥 ∈ 𝑈 | 𝑓 (𝑥) = 𝐶}

és el conjunt de nivell 𝐶 de la funció 𝑓 .

Definició 6.2.18 (Gradient d’una funció). Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 : 𝑈 → R una
funció escalar. Definim el gradient de 𝑓 en un punt 𝑎 ∈ 𝑈 com el vector

∇ 𝑓 (𝑎) = (𝐷1 𝑓 (𝑎), . . . , 𝐷𝑑 𝑓 (𝑎)).

Proposició 6.2.19. Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, 𝑓 : 𝑈 → R una funció escalar i ®𝑢 =

(𝑢1, . . . , 𝑢𝑑 un vector de R𝑑 . Aleshores

⟨∇ 𝑓 (𝑎), ®𝑢⟩ = 𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑎).
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Demostració. Ho veiem per la definició de Gradient, punts crítics i extrems relatius
(6.2.18), la definició de Diferencial d’una funció en múltiples variables (6.2.1) i
l’observació 6.2.8. Tenim

⟨∇ 𝑓 (𝑎), ®𝑢⟩ = 𝑢1𝐷1 𝑓 (𝑎) + · · · + 𝑢𝑑𝐷𝑑 𝑓 (𝑎)
(Gradient, punts crítics i extrems relatius (6.2.18))

= 𝐷𝑢1 ®𝑒1 𝑓 (𝑎) + · · · + 𝐷𝑢𝑑 ®𝑒1 𝑓 (𝑎)
(Diferencial d’una funció en múltiples variables (6.2.1))
= 𝐷𝑢1 ®𝑒1+···+𝑢𝑑 ®𝑒1 𝑓 (𝑎) (Observació 6.2.8)
= 𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑎),

com volíem demostrar. □

Observació 6.2.20. El gradient d’una funció en un punt és perpendicular al conjunt
de nivell que conté el punt.

Proposició 6.2.21. Sigui𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, 𝑓 : 𝑈 → R una funció escalar i 𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑎) la
derivada direccional de 𝑓 en la direcció ®𝑢, on ®𝑢 és un vector de R𝑑 . Aleshores 𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑎)
és màxim si i només si ®𝑢 = 𝜆∇ 𝑓 (𝑎), amb 𝜆 ∈ R.

Demostració. Pel Teoremes (1.2.14) tenim, amb ∥ ®𝑢∥ = 1

−∥∇ 𝑓 (𝑎)∥ ≤ ∥⟨∇ 𝑓 (𝑎), ®𝑢⟩∥ ≤ ∥∇ 𝑓 (𝑎)∥

−∥∇ 𝑓 (𝑎)∥ ≤ ∥𝐷 ®𝑢 (𝑎)∥ ≤ ∥∇ 𝑓 (𝑎)∥,

però si prenem ®𝑢 =
∇ 𝑓 (𝑎)
∥∇ 𝑓 (𝑎) ∥ tenim 𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑎) = ∇ 𝑓 (𝑎). Amb això es veu que el gradient

d’una funció en un punt ens dona la direcció de màxim creixement de la funció en el
punt. □

Observació 6.2.22. Veiem que, donat que ∇ 𝑓 (𝑎) ens diu la direcció de màxim
creixement de 𝑓 en el punt 𝑎, −∇ 𝑓 (𝑎) ens dirà la direcció de màxim decreixement de 𝑓
en 𝑎.

Definició 6.2.23 (Extrems relatius i punts crítics). Sigui 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, 𝑎 ∈ 𝑈
un punt i 𝑓 : 𝑈 → R una funció escalar. Direm que el punt 𝑎 és un extrem relatiu
de 𝑓 si hi ha una bola de radi 𝑟 > 0 centrada en el punt 𝑎, B(𝑎, 𝑟), tal que, per a
tot 𝑥 ∈ B(𝑎, 𝑟), 𝑓 (𝑎) ≥ 𝑓 (𝑥) (direm que 𝑎 és un màxim relatiu) o tal que 𝑓 (𝑎) ≤ 𝑓 (𝑥)
(direm que 𝑎 és un mínim relatiu).

Si 𝑓 (𝑎) ≥ 𝑓 (𝑥) o 𝑓 (𝑎) ≤ 𝑓 (𝑥), per a tot 𝑥 ∈ 𝑈, direm que 𝑎 és un màxim o un
mínim absolut de 𝑓 en𝑈, respectivament.

També direm que 𝑎 és un punt crític si ∇ 𝑓 (𝑎) = ®0.

Proposició 6.2.24. Sigui𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 : 𝑈 → R una funció escalar diferenciable
en 𝑎. Aleshores

𝑎 és un màxim o un mínim relatiu de 𝑓 =⇒ ∇ 𝑓 (𝑎) = ®0.

Demostració. Si ®𝑢 és un vector qualsevol de R𝑑 , la funció 𝑓 (𝑎 + 𝑡 ®𝑢), amb 𝑡 ∈ R té
un extrem relatiu en 𝑡 = 0, i per tant la seva derivada ha de ser 0; 𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑎) = 0, i
com això no depèn de ®𝑢, per la definició de Gradient, punts crítics i extrems relatius
(6.2.18), 𝐷 ®𝑢 = ⟨∇ 𝑓 (𝑎), ®𝑢⟩ = 0, el que és equivalent a ∇ 𝑓 (𝑎) = ®0. □
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Observació 6.2.25. Amb la definició d’Gradient, punts crítics i extrems relatius (6.2.23)
i la proposició 6.2.24 tenim que el punt 𝑎 és un màxim o mínim relatiu de 𝑓 si 𝑎 és un
punt crític de 𝑓 .

Definició 6.2.26 (Punt de sella d’una funció). Sigui 𝑓 una funció i 𝑎 un punt del seu
domini. Si 𝑎 és un punt crític però no és ni màxim ni mínim local direm que 𝑎 és un
punt de sella de 𝑓 .

Aquesta definició té sentit per l’observació 6.2.25.

6.2.4 Canvis de coordenades diferenciables

Definició 6.2.27 (Homeomorfisme i difeomorfisme). Siguin 𝑈,𝑉 ⊆ R𝑑 dos oberts
i Φ : 𝑈 ←→ 𝑉 una aplicació bĳectiva tal que Φ,Φ−1 siguin contínues. Aleshores
direm que Φ és un homeomorfisme. Si pensem Φ com

Φ : 𝑈 ←→ 𝑉

𝑎 ↦−→ (𝑣1 (𝑎), . . . , 𝑣𝑑 (𝑎))

aleshores donat un punt 𝑎 ∈ 𝑈, interpretem 𝑣1 (𝑎), . . . , 𝑣𝑑 (𝑎) com les noves coordenades
del punt 𝑎. Amb aquest nou sistema els punts que fan d’eixos de coordenades, que són
les famílies de punts definits per

{𝑥 ∈ 𝑈 | 𝑣𝑖 (𝑥) = 𝑣 𝑗 (𝑎) ⇐⇒ 𝑖 ≠ 𝑗 , per a tot 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑑}},

que són tots els punts amb totes les coordenades iguals, excepte la 𝑗-èsima.
Si Φ,Φ−1 són diferenciables direm que és un canvi de coordenades diferenciable o

que és un difeomorfisme.

Proposició 6.2.28. Siguin 𝑈,𝑉 ⊆ R𝑑 dos oberts i Φ : 𝑈 ←→ 𝑉 un difeomorfisme.
Aleshores

𝑑 (Φ−1) = (𝑑Φ)−1.

Demostració. Suposem que Φ és diferenciable en un punt 𝑎 ∈ 𝑈. Aleshores per la
definició de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27) tenim que Φ−1 existeix i és
diferenciable en el punt Φ(𝑎) ∈ 𝑉 . Volem veure que 𝑑 (Φ−1) = (𝑑Φ)−1.

Considerem la funció Φ−1 (Φ) i un vector ®ℎ de R𝑑 . Aleshores el diferencial
de Φ−1 (Φ) en 𝑎 aplicat a ®ℎ és, per La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.15),

Id𝑈 (®ℎ) = 𝑑 (Φ−1 (Φ)) (𝑎) (®ℎ) = 𝑑 (Φ−1) (Φ(𝑎)) (𝑑Φ(𝑎) (®ℎ)).

Anàlogament, el diferencial de Φ(Φ−1) en Φ(𝑎) aplicat a ®ℎ és

Id𝑉 (®ℎ) = 𝑑 (Φ(Φ−1)) (Φ(𝑎)) (®ℎ) = 𝑑 (Φ) (𝑎) (𝑑Φ−1 (Φ(𝑎)) (®ℎ)),

i amb això tenim que 𝑑 (Φ−1) és la inversa de 𝑑Φ pels dos costats, i per tant 𝑑 (Φ−1) =
(𝑑Φ)−1, com volíem demostrar. □

Corol.lari 6.2.29. Sigui Φ un difeomorfisme diferenciable en un punt 𝑎 ∈ 𝑈. Aleshores

det(𝑑Φ(𝑎)) ≠ 0.
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Definició 6.2.30 (Derivades parcials d’una funció). Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, 𝑎 =

(𝑎1, . . . , 𝑎𝑑) un punt de𝑈 i 𝑓 una funció definida per

𝑓 : 𝑈 −→ R𝑚

𝑎 ↦−→ ( 𝑓1 (𝑎), . . . , 𝑓𝑚 (𝑎)).

Aleshores, donat un 𝑡 ∈ R, direm que la derivada parcial de 𝑓 respecte la seva 𝑖-èsima
coordenada és

𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑎) = lim

𝑡→0

𝑓 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑖 + 𝑡, . . . , 𝑎𝑑) − 𝑓 (𝑎)
𝑡

.

Notem que això és equivalent a derivar respecte la 𝑖-èsima variable prenent les altres
variables com a constants.

Proposició 6.2.31. Siguin𝑈,𝑉 ⊂ R𝑑 dos oberts i Φ : 𝑈 → 𝑉 un difeomorfisme tal que
donat un punt 𝑎 ∈ 𝑈, Φ(𝑎) = (Φ1 (𝑎), . . . ,Φ𝑑 (𝑎)) = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑑). Aleshores, donada
una funció 𝑓 : 𝑈 → 𝑉 ,

𝜕 𝑓

𝜕𝑣𝑖
=

𝑑∑︁
𝑗=1

𝜕 𝑓

𝜕𝑥 𝑗

𝜕𝑥 𝑗

𝜕𝑣𝑖
.

Demostració. □

6.3 Teoremes de la funció implícita i inversa

6.3.1 Dependència i independència funcional

Definició 6.3.1 (Dependència funcional). Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 una
funció. Donades 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 : 𝑈 → R 𝑘 funcions, direm que 𝑓 depèn funcionalment
de 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 si existeix una funció ℎ : R𝑘 → R𝑚 tal que

𝑓 (𝑥) = ℎ(𝑣1 (𝑥), . . . , 𝑣𝑘 (𝑥)), per a tot 𝑥 ∈ 𝑈.

Proposició 6.3.2. Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 una funció i 𝑣1, . . . , 𝑣𝑑 𝑑
funcions escalars sobre 𝑈 que defineixen un sistema de coordenades que anomena-
rem Φ(𝑥) = (𝑣1 (𝑥), . . . , 𝑣𝑑 (𝑥)). Aleshores, donat un 𝑘 < 𝑑 els següents enunciats són
equivalents:

1. 𝑓 depèn funcionalment de 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 per a tot 𝑥 ∈ 𝑈.

2. ∇ 𝑓 (𝑥) és combinació lineal de ∇𝑣1 (𝑥), . . . ,∇𝑣𝑘 (𝑥) per a tot 𝑥 ∈ 𝑈.

3. La matriu que té per files ∇𝑣1 (𝑥), . . . ,∇𝑣𝑘 (𝑥) i ∇ 𝑓 (𝑥) té rang 𝑘 per a tot 𝑥 ∈ 𝑈.

4. 𝜕 𝑓

𝜕𝑣𝑘+1
= · · · = 𝜕 𝑓

𝜕𝑣𝑑
= 0

Teorema 6.3.3. Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 ∈ C1 𝑘 < 𝑑 funcions escalars
definides en𝑈. Aleshores, donat un punt 𝑎 ∈ 𝑈 i un real 𝜀 > 0, les funcions 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘
formen un sistema de coordenades en B(𝜀, 𝑎) ⊂ 𝑈 si i només si els seus gradients
en 𝑎, ∇𝑣1 (𝑎), . . . ,∇𝑣𝑘 (𝑎), són linealment independents.
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Demostració. Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 ∈ C1 𝑘 funcions escalars definides
en 𝑈 que formen un sistema de coordenades en B(𝜀, 𝑎) ⊂ 𝑈. Considerem les 𝑑 − 𝑘
funcions escalars definides en 𝑈 𝑣𝑘+1, . . . , 𝑣𝑑 tal que 𝑣1, . . . , 𝑣𝑑 formin un sistema
de coordenades de 𝑈. Per la proposició 6.3.2 tenim que aquestes 𝑑 funcions són
funcionalment independents, el que ens diu que el determinant de la matriu composta
per els seus gradients en un punt 𝑥, ∇𝑣1 (𝑥), . . . ,∇𝑣𝑑 (𝑥) té determinant no nul per a
tot 𝑥 ∈ 𝑈. Per tant, tenim que ∇𝑣1 (𝑥), . . . ,∇𝑣𝑑 (𝑥) són linealment independents per a
tot 𝑥 ∈ 𝑈 i, en particular, que ∇𝑣1 (𝑎), . . . ,∇𝑣𝑘 (𝑎) són linealment independents. □

6.3.2 Varietats
Definició 6.3.4 (Varietat). Siguin, amb 𝑚 < 𝑑,𝑈 ⊆ R𝑚, 𝑆 ⊆ R𝑑 dos oberts, 𝑀 ⊆ R𝑑
un conjunt i 𝑟 > 0 un radi. Aleshores, si per a tot punt 𝑝 ∈ 𝑀, existeix un
homeomorfisme 𝐻 : 𝑈 → 𝑆 ∩ B(𝑝, 𝑟) direm que 𝑀 és una varietat de dimensió 𝑚
de R𝑑 .

Definició 6.3.5 (Varietat regular). Siguin, amb 𝑚 < 𝑑, 𝑈 ⊆ R𝑚, 𝑆 ⊆ R𝑑 dos oberts
amb (0, . . . , 0) = 0 ∈ 𝑈. Aleshores, donat un conjunt 𝑀 ⊆ R𝑑 , direm que 𝑀 és
una varietat regular de dimensió 𝑚 o una varietat diferenciable de classe C1 i de
dimensió 𝑚 si per a tot punt 𝑝 ∈ 𝑀 existeix un homeomorfisme 𝐻 : 𝑈 → B(𝑝, 𝑟) ∩ 𝑆
tal que 𝐻 (0) = 𝑝 i el diferencial de 𝐻 en 𝑡 ∈ 𝑈, 𝑑𝐻 (𝑡), tingui rang 𝑚 per a tot 𝑡 ∈ 𝑈.

Si 𝑚 = 1 tindrem un arc regular, i si 𝑚 = 2 parlarem de superfície regular.

Observació 6.3.6. Un cas particular d’aquesta definició és el dels gràfics. En aquest
cas tenim que si

𝐻 : 𝑈 ←→ B(𝑝, 𝑟) ∩ 𝑆
𝑡 ↦−→ (ℎ1 (𝑡), . . . , ℎ𝑑 (𝑡))

aleshores 𝑚 de les components de 𝐻 fan de paràmetres; suposem que són els 𝑚 primers,
així 𝐻 seria de la forma

𝐻 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑚, ℎ𝑚+1 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑚), . . . , ℎ𝑑 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑚)).

Definició 6.3.7 (Espai tangent en un punt). Siguin 𝑈 ⊆ R𝑚, 𝑆 ⊆ R𝑑 dos oberts
i 𝑀 ⊆ R𝑚 una varietat regular de dimensió 𝑚. Això vol dir que per a tot punt 𝑡 ∈ 𝑀
existeix un homeomorfisme 𝐻 : 𝑈 → 𝑆 ∩ B(𝑝, 𝑟) amb 𝐻 (0) = 𝑝. Aleshores definim
l’espai tangent a 𝑀 en 𝑝 com

𝑇𝑝 (𝑀) = {®ℎ un vector de R𝑑 : 𝑑𝐻 (0) (𝑥) = ®ℎ, per a algun 𝑥 ∈ R𝑑},

això és l’imatge de 𝑑𝐻 (0).

Proposició 6.3.8. Siguin 𝑈 ⊆ R𝑚 un obert, 𝑀 una varietat regular de dimensió 𝑚
d’un obert 𝑆 ⊆ R𝑑 , 𝑝 ∈ 𝑀 un punt i

𝐻 : 𝑈 ←→ B(𝑝, 𝑟) ∩ 𝑆
𝑡 ↦−→ (ℎ1 (𝑡), . . . , ℎ𝑑 (𝑡))

un homeomorfisme tal que 𝐻 (0) = 𝑝. Aleshores l’espai tangent a 𝑀 en un punt 𝑝 ∈
𝑀 , 𝑇𝑝 (𝑀), té dimensió 𝑚 i la seva base és((

𝜕ℎ1
𝜕𝑡1

, . . . ,
𝜕ℎ𝑑

𝜕𝑡1

)
, . . . ,

(
𝜕ℎ1
𝜕𝑡𝑑

, . . . ,
𝜕ℎ𝑑

𝜕𝑡𝑑

))
.
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Demostració. Considerem la La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.12) de 𝐻
en 0. Per hipòtesi, aquesta té rang 𝑚. Aleshores, per la definició d’espai tangent en 𝑝
tenim

𝑇𝑝 (𝑀) = {®ℎ un vector de R𝑑 | 𝑑𝐻 (0) (𝑥) = ®ℎ, per a algun 𝑥 ∈ R𝑑},

per tant, els elements de 𝑇𝑝 (𝑀) venen donades pel sistema lineal
𝐷1ℎ1 (0) 𝐷2ℎ1 (0) · · · 𝐷𝑚ℎ1 (0)
𝐷1ℎ2 (0) 𝐷2ℎ2 (0) · · · 𝐷𝑚ℎ2 (0)

...
...

...

𝐷1ℎ𝑑 (0) 𝐷2ℎ𝑑 (0) · · · 𝐷𝑚ℎ𝑑 (0)



𝑥1
𝑥2
...

𝑥𝑑


=


ℎ1
ℎ2
...

ℎ𝑑


.

Per tant, 𝑇𝑝 (𝑀) està generat per les columnes de 𝑑𝐻 (0), i la seva base és

(𝐷1𝐻 (0), . . . , 𝐷𝑑𝐻 (0)),

que és equivalent a ((
𝜕ℎ1
𝜕𝑡1

, . . . ,
𝜕ℎ𝑑

𝜕𝑡1

)
, . . . ,

(
𝜕ℎ1
𝜕𝑡𝑑

, . . . ,
𝜕ℎ𝑑

𝜕𝑡𝑑

))
.

Amb això també veiem que 𝑇𝑝 (𝑀) té dimensió 𝑚. □

Proposició 6.3.9. Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 ∈ C1 𝑘 < 𝑑 funcions escalars
definides en𝑈 funcionalment independents en cada punt de𝑈 de forma que els conjunts
de nivell arc-connexos

𝑀 = {𝑥 ∈ 𝑈 | 𝑣1 (𝑥) = 𝑐1, . . . , 𝑣𝑘 (𝑥) = 𝑐𝑘}

siguin varietats regulars de dimensió𝑚 = 𝑑− 𝑘 . Aleshores, donada una funció 𝑓 : 𝑈 →
R𝑚 diferenciable depèn funcionalment de 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 si i només si ∇ 𝑓 (𝑥) és combinació
lineal de ∇𝑣1 (𝑥), . . . ,∇𝑣𝑘 (𝑥) per a tot 𝑥 ∈ 𝑈.

Demostració. La implicació cap a la dreta ( =⇒ ) està vista a la proposició 6.3.2.
Fem l’altre implicació ( ⇐= ). Per l’observació 6.2.20, el subespai generat pels
gradients ∇𝑣1 (𝑥), . . . ,∇𝑣𝑘 (𝑥) és ortogonal a l’espai tangent 𝑇𝑥 (𝑀). Per tant, per a tot
vector ®𝑢 de 𝑇𝑥 (𝑀) tindrem 𝐷 ®𝑢 𝑓 (𝑥) = 0, el que significa que 𝑓 (𝑥) serà constant en 𝑀 ,
és a dir, 𝑓 (𝑥) = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑚) per a tot 𝑥 ∈ 𝑈 tal que 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑀 . Aleshores existeix una
funció 𝐻 : 𝑈 → 𝑀 tal que

𝑓 (𝑥) = 𝐻 (𝑣1 (𝑥), . . . , 𝑣𝑘 (𝑥)). □

6.3.3 Teorema de la funció inversa
Proposició 6.3.10. Siguin 𝑈,𝑉 ⊆ R𝑑 dos oberts i 𝑓 : 𝑈 ↔ 𝑉 un homeomorfisme
diferenciable en un punt 𝑎 ∈ 𝑈, amb inversa 𝑔 = 𝑓 −1. Aleshores, 𝑔 és diferenciable
en 𝑓 (𝑎) si i només si la Jacobiana de 𝑓 en 𝑎 té determinant diferent de zero.

Demostració. Demostrem la implicació cap a la dreta ( =⇒ ). En un entorn de 𝑎, 𝑓 es
comporta com un difeomorfisme per la definició de Canvis de coordenades diferenciables
(6.2.27). Per tant, amb el corol.lari 6.2.29 queda demostrat.
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Demostrem ara l’altre implicació ( ⇐= ). Denotem 𝑥 = 𝑎 + ®ℎ, on ®ℎ és un vector
de R𝑑 . Per tant tenim, que amb un cert vector ®𝑘 de R𝑑 ,

𝑓 (𝑎 + ®ℎ) = 𝑓 (𝑎) + ®𝑘,

i com que per la definició de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27) 𝑓 és un
homeomorfisme tenim que ®ℎ→ 0 si i només si ®𝑘 → 0. Per tant

®𝑘 = 𝑓 (𝑎 + ®ℎ) − 𝑓 (𝑎)

i per la definició de Diferencial d’una funció en múltiples variables (6.2.3) quan ®𝑘 → 0

®𝑘 = 𝑓 (𝑎 + ®ℎ) − 𝑓 (𝑎) = 𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ) + o(®ℎ).

Aplicant 𝑑𝑓 (𝑎)−1 als costats de la igualtat tenim

𝑑𝑓 (𝑎)−1 ( ®𝑘) = 𝑑𝑓 (𝑎)−1 (𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ) + o(®ℎ)),

i com que 𝑑𝑓 (𝑎)−1 és lineal per la definició de Diferencial d’una funció en múltiples
variables (6.2.3) tenim que

𝑑𝑓 (𝑎)−1 ( ®𝑘) = 𝑑𝑓 (𝑎)−1 (𝑑𝑓 (𝑎) (®ℎ)) + 𝑑𝑓 (𝑎)−1 (o(®ℎ)),

i aleshores
®ℎ = 𝑑𝑓 (𝑎)−1 ( ®𝑘) − 𝑑𝑓 (𝑎)−1 (o(®ℎ)),

que és equivalent a, amb 𝑏 = 𝑓 (𝑎),

𝑔(𝑏 + ®𝑘) − 𝑔(𝑏) = 𝑑𝑓 (𝑎)−1 ( ®𝑘) − 𝑑𝑓 (𝑎)−1 (o(®ℎ)).

Ara en veure que 𝑑𝑓 (𝑎)−1 (o(®ℎ)) és com o( ®𝑘) haurem acabat.
Això ho podem veure fent𝑑𝑓 (𝑎)−1 ( ®𝑘)

 + 𝑑𝑓 (𝑎)−1 (o(®ℎ))
 ≤ 𝑑𝑓 (𝑎)−1®𝑘 + 𝑑𝑓 (𝑎)−1o(®ℎ).

I per tant, quan ®ℎ→ 0 tenim o(®ℎ) → 0 i ®𝑘 → 0, i veiem que 𝑑𝑓 (𝑎)−1 (o(®ℎ)) ha de ser
com o( ®𝑘). □

Lema 6.3.11. Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 : 𝑈 → R𝑑 una funció de classe C1 amb
diferencial de 𝑓 en un punt 𝑎 ∈ 𝑈 de norma 𝑚, 𝑑𝑓 (𝑎), invertible amb inversa 𝑑𝑓 (𝑎)−1.
Aleshores existeix una bola tancada centrada en 𝑎 de radi 𝑟 > 0, B(𝑎, 𝑟), que, per a
tot 𝑥, 𝑦 ∈ B(𝑎, 𝑟) compleix

1. det(𝑑𝑓 (𝑥)) ≠ 0

2. ∥𝑑𝑓 (𝑥) − 𝑑𝑓 (𝑎)∥ ≤ 𝑚
2

3. 𝑚
2 ∥𝑥 − 𝑦∥ ≤ ∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)∥ ≤

3𝑚
2 ∥𝑥 − 𝑦∥

Demostració. Observem que el punt (1) és cert ja que si 𝑟 és prou petita, per la
proposició 6.2.5, 𝑓 és contínua.

Per veure el punt (2) tenim que pel Teoremes (1.2.12) existeix 𝐶 ∈ R tal que

∥𝑑𝑓 (𝑥) − 𝑑𝑓 (𝑎)∥ ≤ 𝐶
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

���� 𝜕 𝑓𝑖𝜕𝑥 𝑗
(𝑥) − 𝜕 𝑓𝑖

𝜕𝑥 𝑗
(𝑎)

����,
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i de nou, per a 𝑟 prou petita, com que 𝑓 és contínua, això és arbitràriament petit, i
tenim ∥𝑑𝑓 (𝑥) − 𝑑𝑓 (𝑎)∥ ≤ 𝑚

2 .
Per tant, de moment tenim que, amb 𝑟 prou petit, existeix una bola tancada B(𝑎, 𝑟)

que compleix els punts (1) i (2); en veure que 2 =⇒ 3 haurem acabat aquesta part.
Considerem l’aplicació �̂� (𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑑𝑓 (𝑎) (𝑥) amb diferencial 𝑑 �̂� = 𝑑 �̂� (𝑥) −

𝑑 �̂� (𝑎). Per el punt (2) i el Teoremes (1.2.13) tenim, per a 𝑥, 𝑦 ∈ B(𝑎, 𝑟),

∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) − 𝑑𝑓 (𝑎) (𝑥 − 𝑦)∥ =
 �̂� (𝑥) − �̂� (𝑦) ≤ 𝑚2 ∥𝑥 − 𝑦∥.

Notem que, per a una funció 𝑇 amb inversa 𝑇−1 per la definició de Definicions
(1.1.3) tenim que existeix 𝐾 ∈ R tal que

∥𝑇 (𝑢)∥ ≤ 𝐾 ∥𝑢∥,

per tant 𝑇−1 (𝑢)
 ≤ 𝐾 ∥𝑢∥.

Amb això veiem que existeix una 𝑚 tal que ∥𝑑𝑓 (𝑎) (𝑥 − 𝑦)∥ ≤ 𝑚∥𝑥 − 𝑦∥, i aleshores

|∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)∥ − ∥𝑑𝑓 (𝑎) (𝑥 − 𝑦)∥ | ≤ ∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) − 𝑑𝑓 (𝑎) (𝑥 − 𝑦)∥ ≤

≤ 𝑚
2
∥𝑥 − 𝑦∥ ≤ 1

2
∥𝑑𝑓 (𝑎) (𝑥 − 𝑦)∥.

amb el que obtenim

1
2
∥𝑑𝑓 (𝑎) (𝑥 − 𝑦)∥ ≤ ∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)∥ ≤ 3

2
∥𝑑𝑓 (𝑎) (𝑥 − 𝑦)∥,

i per tant
𝑚

2
∥𝑥 − 𝑦∥ ≤ ∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)∥ ≤ 3𝑚

2
∥𝑥 − 𝑦∥. □

Teorema 6.3.12 (Teorema de la funció inversa). Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 : 𝑈 → R𝑑
una funció de classe C1 amb diferencial de 𝑓 en un punt 𝑎 ∈ 𝑈, 𝑑𝑓 (𝑎), invertible.
Aleshores existeix un obert𝑊 ⊂ 𝑈 que conté 𝑎 tal que, la restricció de 𝑓 en𝑊 sigui un
difeomorfisme.

Demostració. Sigui 𝑑𝑓 (𝑎)−1 la inversa del diferencial de 𝑓 en 𝑎, 𝑑𝑓 (𝑎), i 𝑀 = 1
𝑚

=𝑑𝑓 (𝑎)−1
 la seva norma. Per la definició de Definicions (1.1.3) tenim que per a

qualsevol vector ®𝑢 de R𝑑 ,
∥𝑑𝑓 (𝑎) ( ®𝑢)∥ ≤ 𝑚∥ ®𝑢∥.

Pel lema 6.3.11 tenim que existeix una bola tancada centrada en 𝑎 de radi 𝑟 >
0, B(𝑎, 𝑟), que, per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ B(𝑎, 𝑟) compleix

1. det(𝑑𝑓 (𝑥)) ≠ 0

2. ∥𝑑𝑓 (𝑥) − 𝑑𝑓 (𝑎)∥ ≤ 𝑚
2

3. 𝑚
2 ∥𝑥 − 𝑦∥ ≤ ∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)∥ ≤

3𝑚
2 ∥𝑥 − 𝑦∥
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Considerem 𝑆, la frontera de B(𝑎, 𝑟), que és compacte. Per tant, el conjunt

𝑆′ = { 𝑓 (𝑥) | per a tot 𝑥 ∈ 𝑆},

que és la imatge de 𝑆 respecte 𝑓 també és compacte i no conté 𝑓 (𝑎), ja que 𝑟 > 0.
Aleshores considerem

𝑑 = inf
𝑥∈𝑆′
∥ 𝑓 (𝑎) − 𝑥∥ > 0

com la distància mínima de la imatge de 𝑎 respecte 𝑓 al conjunt 𝑆′, i definim la bola
oberta centrada en 𝑓 (𝑎) de radi 𝑑2 , B

(
𝑓 (𝑎), 𝑑2

)
, i així ∥𝑦 − 𝑓 (𝑎)∥ < ∥𝑦 − 𝑓 (𝑥)∥ per a

tot 𝑥 ∈ 𝑆. Ara considerem l’obert

𝑊 =

{
𝑥 ∈ B(𝑎, 𝑟) | 𝑓 (𝑥) ∈ B

(
𝑓 (𝑎), 𝑑2

)}
.

Pel punt (3) veiem que la restricció de 𝑓 en B(𝑎, 𝑟) és injectiva i, per tant, la
restricció de 𝑓 en𝑊 també és injectiva. Ara només ens queda veure que la restricció
de 𝑓 en 𝑊 és exhaustiva i ja haurem acabat. Per a això hem de veure que per a
tot 𝑝 ∈ B

(
𝑓 (𝑎), 𝑑2

)
existeix un 𝑞 ∈ B(𝑎, 𝑟) tal que 𝑓 (𝑞) = 𝑝.

Si entenem 𝑓 com 𝑓 (𝑎) = ( 𝑓1 (𝑎), . . . , 𝑓𝑑 (𝑎)) i un punt 𝑝 ∈ B
(
𝑓 (𝑎), 𝑑2

)
com 𝑝 =

(𝑝1, . . . , 𝑝𝑑), podem considerar la funció ℎ tal que

ℎ(𝑥) = ∥𝑝 − 𝑓 (𝑥)∥ =
𝑑∑︁
𝑖=1
(𝑝𝑖 − 𝑓𝑖 (𝑥))2.

Aleshores ℎ té un mínim absolut en el compacte B(𝑎, 𝑟), que s’assoleix quan 𝑥 = 𝑞 ∈
B(𝑎, 𝑟). Per tant, per la proposició 6.2.24, 𝐷 𝑗ℎ(𝑞) = 0, per a tot 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑑}, que
és equivalent a dir

𝑑∑︁
𝑖=1

𝐷 𝑗 𝑓𝑖 (𝑝) (𝑝𝑖 − 𝑓𝑖 (𝑞)) = 0, per a tot 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑑}.

Així hem vist que la restricció de 𝑓 en 𝑊 és exhaustiva, i per tant bĳectiva, i ja
teníem que era contínua. Podem veure de nou pel punt (3) del lema 6.3.11 que la seva
inversa també és contínua. Amb tot això en tenim prou per dir que la restricció de 𝑓
en 𝑊 és un homeomorfisme diferenciable en un punt 𝑎 però, com que, per hipòtesi,
tenim det(𝑑𝑓 (𝑎)) ≠ 0, amb la proposició 6.3.10 queda demostrat el teorema. □

Corol.lari 6.3.13. Una aplicació 𝑓 : 𝑈 → R𝑑 de classe C1 és un difeomorfisme si i
només si 𝑓 és injectiva i det(𝑑𝑓 (𝑎)) ≠ 0 per a tot 𝑥 ∈ 𝑈.

Proposició 6.3.14. Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 ∈ C1 un sistema de 𝑘 funcions
escalars definides en𝑈. Aleshores, els seus gradients són linealment independents en
un punt 𝑎 ∈ 𝑈 si i només si aquest sistema de 𝑘 funcions escalars formen part d’un
sistema de coordenades local en 𝑎.

Demostració. La matriu formada pels gradients de 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 en 𝑎 té un menor
d’ordre 𝑘 no nul. Per tant, podem expandir aquest sistema de 𝑘 funcions amb 𝑑 − 𝑘
funcions escalars definides en𝑈 de classe C1, 𝑣𝑘+1 . . . , 𝑣𝑑 amb gradients linealment
independents en 𝑎, i aquestes 𝑑 funcions, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑑 , formen un sistema de coordenades
local en 𝑎. □
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Corol.lari 6.3.15. Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 ∈ C1 un sistema de 𝑘 funcions
escalars definides en 𝑈. Aleshores una funció 𝑓 definida en un entorn d’un punt 𝑎
depèn funcionalment de 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 en un entorn del punt 𝑎 si i només si ∇ 𝑓 (𝑥) és
combinació lineal de ∇𝑣1 (𝑥), . . . ,∇𝑣𝑘 (𝑥) per a tot 𝑥 en un entorn del punt 𝑎.

6.3.4 Teorema de la funció implícita
Notació 6.3.16. Podem interpretar R𝑑 com R𝑑 = R𝑘 × R𝑚, on 𝑑 = 𝑘 + 𝑚. Per
tant, denotarem un punt 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑑) de R𝑑 com 𝑎 = (𝑎′; 𝑎′′), on 𝑎′ correspon
a (𝑎1, . . . , 𝑎𝑘) i 𝑎′′ a (𝑎𝑘+1, . . . , 𝑎𝑑).

També entenem que 𝑎′ ∈ R𝑘 i 𝑎′′ ∈ R𝑚.

Teorema 6.3.17 (Teorema de la funció implícita). Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, 𝑎 =

(𝑎′; 𝑎′′) ∈ 𝑈 un punt, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 ∈ C1 un sistema de 𝑘 = 𝑑−𝑚 funcions escalars defini-
des en𝑈 tals que 𝑣1 (𝑎) = · · · = 𝑣𝑘 (𝑎) = 0 i els seus gradients en 𝑎,∇𝑣1 (𝑎), . . . ,∇𝑣𝑘 (𝑎)
són linealment independents i 𝑀 un conjunt definit per 𝑀 = {𝑥 ∈ 𝑈 | 𝑣1 (𝑥) = · · · =
𝑣𝑘 (𝑥) = 0}. Aleshores hi ha un obert 𝑊 ⊂ R𝑑 que conté 𝑎, un obert 𝑈′′ ⊂ R𝑚 que
conté 𝑎′′ i una única funció ℎ : 𝑈′′ → R𝑘 tal que

𝑀 = {𝑥 ∈ 𝑈 | 𝑣1 (𝑥) = · · · = 𝑣𝑘 (𝑥) = 0} =
= {𝑥 = (𝑥′; 𝑥′′) ∈ 𝑊 | 𝑥′ = ℎ(𝑥′′), 𝑥′′ ∈ 𝑈′′}.

Demostració. Per començar definirem un obert 𝑊 ⊆ R𝑑 , un obert 𝑉 ⊆ R𝑑 tal
que (0, . . . , 0) ∈ 𝑉 i un difeomorfisme Φ tals que

Φ : 𝑊 ←→ 𝑉

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ↦−→ (𝑣1 (𝑥), . . . , 𝑣𝑘 (𝑥), 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑑),

així (𝑣1 (𝑥), . . . , 𝑣𝑘 (𝑥), 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑑) forma un sistema de coordenades en𝑊 .
Observem que podem considerar 𝑎 = (0, . . . , 0) ja que si (𝑣1 (𝑎), . . . , 𝑣𝑘 (𝑎)) =

(𝑐1, . . . , 𝑐𝑘) podem treballar amb les funcions 𝑣′1 (𝑥) = 𝑣1 (𝑥) − 𝑐1, . . . , 𝑣
′
𝑘
(𝑥) =

𝑣𝑘 (𝑥) − 𝑐𝑘 que compleixen 𝑣′1 (𝑎) = · · · = 𝑣
′
𝑘
(𝑎) = 0.

Com que Φ és un difeomorfisme, per la definició de Canvis de coordenades
diferenciables (6.2.27) és bĳectiva, prenem la seva inversa

Φ−1 : 𝑉 ←→ 𝑊

𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑑) ↦−→ (𝑢1 (𝑦), . . . , 𝑢𝑘 (𝑦), 𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑑),

i, de nou, com que Φ és un difeomorfisme per la definició de Canvis de coordenades
diferenciables (6.2.27) tenim que 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘 ∈ C1.

Aleshores, per a tot 𝑥 ∈ 𝑀 tenim Φ(𝑥) = (0′; 𝑥′′). Definim un conjunt

𝑈′′ = {𝑦′′ ∈ R𝑚 | (0; 𝑦′′) ∈ 𝑉},

i com que Φ és una bĳecció, ja que és un difeomorfisme, tenim

𝑈′′ = {𝑥′′ ∈ R𝑚 | Existeix 𝑥′ ∈ R𝑘 tal que (𝑥′; 𝑥′′) ∈ 𝑀 ∩𝑊}.

Aleshores𝑈′′ és un obert de R𝑑 i

𝑀 = {(𝑥′; 𝑥′′) ∈ 𝑊 | (𝑢1 (0; 𝑥′′), . . . , 𝑢𝑘 (0; 𝑥′′); 𝑦′′) amb 𝑦′′ ∈ 𝑈′′},

i la funció que volíem demostrar que existeix és

ℎ(𝑥′′) = (𝑢1 (0; 𝑥′′), . . . , 𝑢𝑘 (0; 𝑥′′)). □
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6.4 Extrems relatius

6.4.1 El mètode de multiplicadors de Lagrange
Teorema 6.4.1 (Multiplicadors de Lagrange). Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, 𝑆 un conjunt
definit per

𝑆 = {𝑥 ∈ 𝑈 | 𝑔(𝑥) = (𝑔1 (𝑥), . . . , 𝑔𝑘 (𝑥)) = 0},

on 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘 són 𝑘 < 𝑑 funcions escalars definides en𝑈 de classe C1.
Considerem la funció escalar 𝑓 : 𝑆 → R tal que 𝑎 ∈ 𝑆 sigui un màxim o un mínim

relatiu de 𝑓 en 𝑆 i les funcions 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘 siguin funcionalment independents en 𝑎.
Aleshores existeixen 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 reals tals que

𝐷𝑖 𝑓 (𝑎) +
𝑘∑︁
𝑗=1
𝜆 𝑗𝐷𝑖𝑔 𝑗 (𝑎) = 0, ∀𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑}.

Demostració. Siguin 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 , aleshores considerem el següent sistema d’equacions
lineals

𝑘∑︁
𝑗=1
𝜆 𝑗𝐷𝑖𝑔 𝑗 (𝑎) = −𝐷𝑖 𝑓 (𝑎) ∀𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘} (6.4)

Com que 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘 són funcionalment independents en 𝑎, la matriu formada pels
gradients de 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘 en 𝑎 té rang 𝑘 (proposició 6.3.2) el sistema d’equacions
lineals (6.4) té una única solució. Ara només ens cal veure que aquests mateixos
reals 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 també són solució de les 𝑚 = 𝑑 − 𝑘 equacions restants.

Per fer això ens caldrà el Teorema de la funció implícita (6.3.17). Com que 𝑘 < 𝑑,
amb la notació introduïda a 6.3.16, denotem el punt 𝑎 amb 𝑎 = (𝑎′; 𝑎′′), on 𝑎′ =
(𝑎1, . . . , 𝑎𝑘) i 𝑎′′ = (𝑎𝑘+1, . . . , 𝑎𝑑) i entenem 𝑎′ ∈ R𝑘 , 𝑎′′ ∈ R𝑚. Aleshores definim
una funció 𝑔(𝑥) = (𝑔1 (𝑥), . . . , 𝑔𝑘 (𝑥)), que compleix 𝑔(𝑎′, 𝑎′′) = 0 i 𝑔 ∈ C1. Això,
junt amb que per hipòtesi les funcions 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 són funcionalment independents en 𝑎
i, per la proposició 6.3.2, la matriu

𝐷1𝑔1 (𝑎) · · · 𝐷𝑘𝑔1 (𝑎)
...

...

𝐷1𝑔𝑘 (𝑎) · · · 𝐷𝑘𝑔𝑘 (𝑎)


té determinant diferent de zero, complim les condicions del Teorema de la funció
implícita (6.3.17) i l’apliquem. Per tant, existeix un obert𝑈′′ ⊂ R𝑚 que conté 𝑎′′ i una
única funció ℎ : 𝑈′′ → R𝑘 , ℎ ∈ C1 amb ℎ(𝑥) = (ℎ1 (𝑥), . . . , ℎ𝑘 (𝑥)), tal que ℎ(𝑎′′) = 𝑎′
i que per a tot 𝑦′′ ∈ 𝑈′′ compleix 𝑔(ℎ(𝑦′′); 𝑦′′) = 0. Això significa que el sistema
d’equacions

𝑔𝑖 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) = 0, per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑},

té una única solució de la forma 𝑎′ = ℎ(𝑎′′), per tant definim les funcions, definides
en𝑈′′,

𝐹 (𝑦′′) = 𝑓 (ℎ(𝑦′′); 𝑦′′)

i, per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}
𝐺𝑖 (𝑦′′) = 𝑔𝑖 (ℎ(𝑦′′); 𝑦′′).

Degut a que 𝐺1 = · · · = 𝐺𝑘 = 0, les seves derivades també són 0. □
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6.4.2 Teorema del rang constant
No fer molt cas d’aquesta part. La faré bé quan sàpiga geometria diferencial. La part
important d’aquí és l’últim corol.lari que ens diu que els difeomorfismes “conserven”
els punts crítics.

Definició 6.4.2 (Subvarietat regular). Sigui 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑀 ⊆ 𝑈 un conjunt.
Direm que 𝑀 és una subvarietat regular de dimensió 𝑚 si per a tot punt 𝑝 ∈ 𝑀
existeix una bola centrada en 𝑝 de radi 𝑟 > 0, B(𝑝, 𝑟) ⊆ 𝑈, i 𝑘 = 𝑑 − 𝑚 funcions
escalars, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 ∈ C1, definides en𝑈 amb gradients linealment independents tals
que

𝑀 ∩ B(𝑝, 𝑟) = {𝑥 ∈ B(𝑝, 𝑟) | 𝑣1 (𝑥) = · · · = 𝑣𝑘 (𝑥) = 0}.

Proposició 6.4.3. Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑀 ⊆ 𝑈 una subvarietat regular de
dimensió 𝑚 de R𝑑 . Aleshores, les afirmacions següents són equivalents:

1. Per a tot punt 𝑝 ∈ 𝑀 existeix una bola centrada en 𝑝 de radi 𝑟 > 0, B(𝑝, 𝑟) ⊆ 𝑈,
i 𝑘 = 𝑑 − 𝑚 funcions escalars, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 ∈ C1, definides en 𝑈 amb gradients
linealment independents tals que

𝑀 ∩ B(𝑝, 𝑟) = {𝑥 ∈ B(𝑝, 𝑟) | 𝑣1 (𝑥) = · · · = 𝑣𝑘 (𝑥) = 0}.

2. Per a tot punt 𝑝 ∈ 𝑀 existeix un obert 𝑉 ⊆ 𝑈 que conté 𝑝 i un sistema de
coordenades 𝑢1, . . . , 𝑢𝑑 definit en 𝑉 tal que

𝑀 ∩𝑉 = {𝑥 ∈ 𝑉 | 𝑢𝑘+1 (𝑥) = · · · = 𝑢𝑑 (𝑥) = 0}.

3. Per a tot punt 𝑝 ∈ 𝑀 existeixen un obert 𝐵 ⊆ 𝑈 que conté 𝑝, un obert𝑊 ⊆ R𝑚 i
un homeomorfisme Φ : 𝑊 → 𝑀 ∩ 𝐵.

Demostració. no □

Teorema 6.4.4 (Teorema del rang constant). Sigui 𝑈 ⊆ R𝑚 un obert i 𝐻 : 𝑈 → R𝑑
una funció de classe C1, amb rang(𝑑𝐻 (𝑡)) = 𝑛 per a tot 𝑡 ∈ 𝑈. Aleshores el conjunt

{𝑦 ∈ R𝑑 | 𝑦 = 𝐻 (𝑥) per algun 𝑥 ∈ 𝑈}

és una subvarietat de dimensió 𝑛.

Demostració. Considerem 𝐻 (𝑥) = (ℎ1 (𝑥), . . . , ℎ𝑑 (𝑥)) i fixem un punt 𝑎 ∈ 𝑈 on es
compleixin les condicions de la hipòtesi. Per la proposició 6.3.2, hi haurà 𝑛 components
de 𝐻 tals que els seus gradients siguin linealment independents en 𝑎. Existeix una
permutació 𝜎 ∈ 𝑆𝑑 tal que aquestes 𝑛 components de 𝐻 siguin ℎ𝜎 (1) . . . , ℎ𝜎 (𝑛) .

Per continuïtat, els gradients ∇ℎ𝜎 (1) (𝑥), . . . ,∇ℎ𝜎 (𝑛) (𝑥) són linealment indepen-
dents per a tot 𝑥 en un entorn obert de 𝑎, que denotarem per 𝑉 ⊂ 𝑈. Per tant, podem
expandir-les a un sistema de coordenades de 𝑉 , 𝑣1, . . . , 𝑣𝑚, on 𝑣𝑖 = ℎ𝜎 (𝑖) , ∀𝑖 ∈
{1, . . . , 𝑛}. Com que rang(𝑑𝐻 (𝑡)) = 𝑛 per a tot 𝑡 ∈ 𝑉 , per la proposició 6.3.2, els gradi-
ents ∇ℎ𝜎 (𝑛+1) , . . . ,∇ℎ𝜎 (𝑑) depenen linealment dels gradients ∇𝑣1, . . . ,∇𝑣𝑛 en 𝑉 , per
tant, pel corol.lari 6.3.15, per a cada 𝑖 ∈ {𝑛 + 1, . . . , 𝑑}, existeix una funció 𝜑𝑖 que com-
pleix ℎ𝜎 (𝑖) (𝑥) = 𝜑𝑖 (𝑣1 (𝑥), . . . , 𝑣𝑛 (𝑥)) i per tant, si denotem 𝑣(𝑥) = (𝑣1 (𝑥), . . . , 𝑣𝑛 (𝑥)),

𝐻 (𝑥) = 𝐺 (𝑣1 (𝑥), . . . , 𝑣𝑛 (𝑥))
= (𝑣1 (𝑥), . . . , 𝑣𝑛 (𝑥), 𝜑𝑛+1 (𝑣(𝑥)), . . . , 𝜑𝑑 (𝑣(𝑥)))
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i es compleix la definició de Teorema del rang constant (6.4.2) per la proposició 6.4.3,
ja que, per la definició de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27), 𝐺 és un
homeomorfisme definit en 𝑉 . □

Proposició 6.4.5. Siguin 𝑈,𝑉 ⊆ R𝑑 dos oberts, Φ : 𝑈 ←→ 𝑉 un difeomorfisme de
classe C1 i 𝑀 ⊆ 𝑈 una varietat regular de dimensió 𝑚 de𝑈. Aleshores la imatge de 𝑀
per Φ és una subvarietat regular de dimensió 𝑚 de 𝑉 .

Demostració. No fer-ne molt cas. Per la definició de Varietats (6.3.5), per a cada
punt 𝑝 ∈ 𝑀 existeixen 𝑘 = 𝑑 − 𝑚 equacions escalars, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 definides en 𝑈 amb
gradients linealment independents i una bola de radi 𝑟 > 0 centrada en 𝑝, B(𝑝, 𝑟), tals
que

𝑀 ∩ B(𝑝, 𝑟) = {𝑥 ∈ B(𝑝, 𝑟) | 𝑣1 (𝑥) = · · · = 𝑣𝑘 (𝑥) = 0}.
Aleshores definim, per a tot 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}, 𝑢 𝑗 (𝑥) = Φ−1 (𝑣 𝑗 (𝑥)). Aleshores tenim

que si la imatge de 𝑀 per Φ és 𝑁 ⊂ 𝑉 , per a tot punt 𝑞 ∈ 𝑁 hi ha una bola de
radi 𝑟 > 0, B(𝑞, 𝑟), tal que

𝑁 ∩ B(𝑞, 𝑟) = {𝑦 ∈ B(𝑞, 𝑟) | 𝑢1 (𝑥) = · · · = 𝑢𝑘 (𝑥) = 0},

i tenim que 𝑢1, . . . , 𝑢𝑑 tenen gradients linealment independents, ja que, per La Matriu
Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.15), ∇𝑣 𝑗 (𝑥) = (𝑑Φ(𝑥))𝑡 (∇𝑢 𝑗 (Φ(𝑥))), i com
que Φ defineix un sistema de coordenades, per la proposició 6.3.2 els gradients
de 𝑢1, . . . , 𝑢𝑑 són linealment independents, i això compleix la definició de Teorema del
rang constant (6.4.2). □

Corol.lari 6.4.6. 𝑑Φ(𝑎) (𝑇𝑎 (𝑀)) = 𝑇Φ(𝑎) (Φ(𝑀)).

6.4.3 Derivades d’ordre superior
Fixem-nos en que en derivar una funció 𝑓 obtenim una altre funció, i que aquesta, sota
certes condicions, és derivable. En aquest capítol estudiarem algunes de les propietats
d’aquest fet.

Definició 6.4.7 (𝑛-èsima derivada d’una funció). Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, ®𝑣1, . . . , ®𝑣𝑛 𝑛
vectors de R𝑑 (no necessàriament diferents) i 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 una funció diferenciable en
un punt 𝑎 ∈ 𝑈. Si 𝜕 𝑓

𝜕®𝑣1
és diferenciable en 𝑎 i prenem la seva derivada respecte ®𝑣2 diem

que

𝑑2 𝑓 (𝑎) (®𝑣2, ®𝑣1) =
𝜕

𝜕®𝑣2

(
𝜕 𝑓

𝜕®𝑣1

)
(𝑎) = 𝜕2 𝑓

𝜕®𝑣2𝜕®𝑣1
(𝑎) = 𝐷 ®𝑣2 , ®𝑣1 𝑓 = 𝐷 ®𝑣2 (𝐷 ®𝑣1 𝑓 ) (𝑎)

és la derivada de segon ordre de 𝑓 o la segona derivada de 𝑓 .
Si la segona derivada de 𝑓 també és derivable podem parlar de la tercera derivada

de 𝑓 , que és la segona derivada de 𝜕 𝑓

𝜕®𝑣1
. Si iterem la suposició podem definir la 𝑛-èsima

derivada de 𝑓 o una derivada d’ordre 𝑛 de 𝑓 . També direm que 𝑓 és 𝑛-vegades
diferenciable en 𝑎. Ho denotarem amb

𝑑𝑛 𝑓 (𝑎) (®𝑣𝑛 . . . ®𝑣1) =
𝜕𝑛 𝑓

𝜕®𝑣𝑛 · · · 𝜕®𝑣1
= 𝐷 ®𝑣𝑛 ,..., ®𝑣1 𝑓 (𝑎).

Teorema 6.4.8. Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 : 𝑈 → R𝑑 una funció 2-vegades
diferenciable en 𝑎 ∈ 𝑈, aleshores

𝐷 ®𝑣, ®𝑢 𝑓 (𝑎) = 𝐷 ®𝑢, ®𝑣 𝑓 (𝑎).
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Demostració. Notem que podem dir 𝑓 (𝑥) = ( 𝑓1 (𝑥), . . . , 𝑓𝑚 (𝑥)), on 𝑓1, . . . , 𝑓𝑚 són
funcions escalars definides en 𝑈, i per la proposició 6.2.6 només cal que fem la
demostració pel cas 𝑚 = 1, ja que implicarà el general. També observem que podem
donar un canvi de variables on els vectors ®𝑣, ®𝑢 siguin els nous eixos de coordenades, ®𝑒1, ®𝑒2
respectivament. En aquesta base tindríem que volem demostrar 𝐷1,2 𝑓 (𝑎) = 𝐷2,1 𝑓 (𝑎),
i com que això només afecta a una component del punt, podem considerar 𝑑 = 2, i
la demostració serà suficient per veure cas general. Per tant, ho demostrem per 𝑚 =

1, 𝑑 = 2. Aprofitant el canvi de coordenades també suposarem 𝑎 = (0, 0). Per tant,
només hem de demostrar que 𝐷2,1 𝑓 (0, 0) = 𝐷1,2 𝑓 (0, 0).

Considerem, amb un escalar ℎ > 0, la següent diferencia:

𝑄(ℎ) = 𝑓 (ℎ, ℎ) − 𝑓 (ℎ, 0) − ( 𝑓 (0, ℎ) − 𝑓 (0, 0)) (6.5)

Si fem 𝐴(𝑡) = 𝑓 (𝑡, ℎ) − 𝑓 (𝑡, 0) tenim 𝑄(ℎ) = 𝐴(ℎ) − 𝐴(0), i pel Teoremes (1.2.13)
existeix un escalar 0 < 𝜉 < ℎ tal que

𝐴(ℎ) − 𝐴(0) = ℎ𝐴′ (𝜉) = ℎ(𝐷1 𝑓 (𝜉, ℎ) − 𝐷1 𝑓 (𝜉, 0)) (6.6)

i com que, per hipòtesi, 𝐷1 𝑓 és diferenciable en (0, 0), per l’observació 6.2.14 podem
escriure,

𝐷1 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝐷1 𝑓 (0, 0) + 𝑥𝐷1,1 𝑓 (0, 0) + 𝑦𝐷2,1 𝑓 (0, 0) + o(∥𝑥, 𝑦∥).

Ho apliquem a (6.6) i obtenim

ℎ𝐴′ (𝑐) = ℎ
(
𝐷1 𝑓 (0, 0) + 𝜉𝐷1,1 𝑓 (0, 0)+

+ ℎ𝐷2,1 𝑓 (0, 0) − 𝐷1 𝑓 (0, 0) − 𝜉𝐷1,1 𝑓 (0, 0) + o(ℎ)
)

simplifiquem, i per la definició de 𝑄(ℎ), (6.5),

ℎ𝐴′ (𝑐) = ℎ2𝐷2,1 𝑓 (0, 0) + o(ℎ2) = 𝑄(ℎ).

i tenim
lim
ℎ→0

𝑄(ℎ)
ℎ2 = 𝐷2,1 𝑓 (0.0).

Repetint el mateix argument amb

𝑄(ℎ) = 𝑓 (ℎ, ℎ) − 𝑓 (0, ℎ) − ( 𝑓 (ℎ, 0) − 𝑓 (0, 0))

obtenim
lim
ℎ→0

𝑄(ℎ)
ℎ2 = 𝐷1,2 𝑓 (0, 0),

i per tant
𝐷2,1 𝑓 (0, 0) = 𝐷1,2 𝑓 (0, 0). □

Nota 6.4.9. Sospito que una demostració “més general” seria similar a la del
Diferencial d’una funció en múltiples variables (6.2.9), per si algun valent no ha quedat
satisfet.

Corol.lari 6.4.10. 𝑑2 𝑓 (𝑎) és una aplicació bilineal simètrica. De fet, si generalitzem
la proposició iterant-la, tenim que 𝑑𝑛 𝑓 (𝑎) és una aplicació 𝑛-lineal simètrica.
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6.4.4 Fórmula de Taylor en múltiples variables
Aquesta secció la farem considerant només funcions escalars (amb 𝑚 = 1 en la
notació que hem estat utilitzant). En el cas de voler fer el desenvolupament de
Taylor d’una funció 𝑓 amb 𝑚 > 1 només pensar 𝑓 com un vector de 𝑚 funcions
escalars, 𝑓 (𝑥) = ( 𝑓1 (𝑥), . . . , 𝑓𝑚 (𝑥)), i per tant el problema queda reduït a calcular 𝑚
desenvolupaments de Taylor (donat que es satisfacin certes condicions que estudiarem
més endavant) i posar-los en forma de vector.

Notació 6.4.11. Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, 𝑓 : 𝑈 → R una funció 𝑛-vegades diferenciable
en un punt 𝑎 ∈ 𝑈 i un altre punt de𝑈, 𝑡 = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑑). Introduïm la següent notació:

𝑓 (𝑘 ) [𝑎, 𝑡] =
𝑑∑︁
𝑖𝑘=1
· · ·

𝑑∑︁
𝑖1=1

𝐷𝑖𝑘 ,...,𝑖1 𝑓 (𝑎)𝑡𝑖1 . . . 𝑡𝑖𝑘 .

Teorema 6.4.12 (Fórmula de Taylor en múltiples variables). Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un
obert, 𝑓 : 𝑈 → R una funció 𝑛-vegades diferenciable en un punt 𝑎 ∈ 𝑈 i 𝑏 ∈ 𝑈 un altre
punt. Aleshores existeix un punt 𝑧 ∈ 𝑈 tal que, per a algun 0 < 𝜉 < 1, 𝑧 = 𝑎 + (𝑏 − 𝜉𝑎)
(això és que el punt 𝑧 es troba en el segment que uneix els punts 𝑎 i 𝑏) tal que

𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎) =
𝑛−1∑︁
𝑘=1

1
𝑘!
𝑓 (𝑘 ) [𝑎, 𝑏 − 𝑎] + 1

𝑛
𝑓 (𝑛) [𝑧, 𝑏 − 𝑎] .

Demostració. Com que, per hipòtesi, 𝑈 és obert, per la definició de Trobar lloc per
tot això (1.3.1) sabem que existeix un 𝜀 > 0 tal que, per a tot −𝜀 < 𝑡 < 1 + 𝜀, tenim
que 𝑎 + 𝑡 (𝑏 − 𝑎) ∈ 𝑆. Per tant, definim una funció 𝑔 com

𝑔 : (−𝜀, 1 + 𝜀) → R
𝑡 ↦→ 𝑓 (𝑎 + 𝑡 (𝑏 − 𝑎))

Aleshores 𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎) = 𝑔(1) − 𝑔(0). Aleshores, amb 𝜉 ∈ (0, 1), pel Teoremes
(1.2.15) tenim

𝑔(1) − 𝑔(0) =
𝑛−1∑︁
𝑘=1

1
𝑘!
𝑔 (𝑘 ) (0) + 1

𝑚!
𝑔 (𝑛) (𝜉). (6.7)

Si pensem, amb ℎ(𝜉) = 𝑎 + 𝜉 (𝑏 − 𝑎), que 𝑔(𝜉) = 𝑓 (𝑝(𝜉)), ha de ser 𝑝(𝜉) =

(𝑝1 (𝜉), . . . , 𝑝𝑑 (𝜉)), i si denotem 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑑), 𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑑), tenim, amb 𝑖 ∈
{1, . . . , 𝑑}, que 𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
(𝜉) = 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 . Aplicant er La Matriu Jacobiana i la regla de la

cadena (6.2.15) veiem que 𝑔′ està definida en (−𝜀, 1 + 𝜀) i

𝑔′ (𝜉) =
𝑑∑︁
𝑖=1

𝐷𝑖 𝑓 (𝑝(𝜉)) (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖) = 𝑓 (1) [𝑝(𝜉), 𝑏 − 𝑎],

i aplicant la regla de la cadena una segona vegada,

𝑔′′ (𝜉) =
𝑑∑︁
𝑗=1

𝑑∑︁
𝑖=1

𝐷 𝑗 ,𝑖 𝑓 (𝑝(𝜉)) (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖) (𝑏 𝑗 − 𝑎 𝑗 ) = 𝑓 (2) [𝑝(𝜉), 𝑏 − 𝑎] .

Si ho iterem 𝑛 vegades obtindrem que

𝑔 (𝑛) (𝑡) = 𝑓 (𝑛) [𝑝(𝜉), 𝑏 − 𝑎],
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i per tant, recordant (6.7), tenim

𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎) =
𝑛−1∑︁
𝑘=1

1
𝑘!
𝑓 (𝑘 ) [𝑎, 𝑏 − 𝑎] + 1

𝑛
𝑓 (𝑛) [𝑧, 𝑏 − 𝑎]

amb 𝑧 = 𝑝(𝜉). □

6.4.5 Extrems lliures
En aquest apartat utilitzarem el que vam veure a l’observació 6.4.10 per classificar els
extrems lliures d’una funció.

Això ens servirà per a classificar els punts crítics d’una funció escalar en un conjunt
del seu domini, excloent-ne la frontera. Per exemple, en el cas d’utilitzar el El mètode
de multiplicadors de Lagrange (6.4.1) per obtenir un conjunt de punts crítics en el
domini restringit de la funció. Més tard veurem com classificar els que es troben a la
frontera.

Proposició 6.4.13. Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert i 𝑓 : 𝑈 → R una funció 2-vegades
diferenciable en un punt 𝑎 ∈ 𝑈 amb segones derivades contínues, i 𝑎 és un punt crític
de 𝑓 . Aleshores

1. 𝑑2 𝑓 (𝑎) és definida estrictament positiva =⇒ 𝑎 és un mínim relatiu.

2. 𝑑2 𝑓 (𝑎) és definida estrictament negativa =⇒ 𝑎 és un màxim relatiu.

3. 𝑑2 𝑓 (𝑎) és definida positiva ⇐= 𝑎 és un mínim relatiu.

4. 𝑑2 𝑓 (𝑎) és definida negativa ⇐= 𝑎 és un màxim relatiu.

Demostració. Comencem demostrant dels punts (1) i (2), que són demostracions
anàlogues. Suposem que 𝑑2 𝑓 (𝑎) és definida positiva, i considerem el punt 𝑡 ∈ 𝑈, 𝑡 =
(𝑡1, . . . , 𝑡𝑑) i la funció

𝑄(𝑡) = 1
2 𝑓
(2) [𝑎, 𝑡] =

𝑑∑︁
𝑗=0

𝑑∑︁
𝑖=0

𝐷 𝑗 ,𝑖 𝑓 (𝑎)𝑡𝑖𝑡 𝑗 .

Per hipòtesi, 𝑄 és contínua per a tot punt 𝑡 ∈ 𝑈. També tenim, per la definició de
Derivades d’ordre superior (6.4.7), que𝑄(𝑡) és definida positiva per a tot 𝑡 ≠ (0, . . . , 0).

Definim ara la bola tancada de radi 1 centrada en 𝑎, B(𝑎, 1) ⊂ 𝑈 i la seva
frontera, 𝑆 = Fr(B(𝑎, 1)). Com que 𝑆 és compacte, pel Teoremes (1.2.16) 𝑄 té un
mínim relatiu en 𝑆, suposem que en aquest punt 𝑄 val 𝑚. Com que 𝑄 és definida
estrictament positiva per a tot punt de 𝑆, 𝑚 > 0.

Sabent que 𝑄 és una forma bilineal simètrica, tenim que, per a tot 𝑐 ∈ R, 𝑄(𝑐𝑡) =
𝑐2𝑄(𝑡). Si considerem 𝑐 = 1

∥𝑡 ∥ , per a 𝑡 ≠ (0, . . . , 0), tenim que 𝑐𝑡 ∈ 𝑆, i per
tant 𝑄(𝑐𝑡) ≥ 𝑚, el que significa 𝑄(𝑡) ≥ 𝑚∥𝑡∥2.

Pel Fórmula de Taylor en múltiples variables (6.4.12) i la definició de Gradient,
punts crítics i extrems relatius (6.2.18) tenim

𝑓 (𝑎 + 𝑡) − 𝑓 (𝑎) = ⟨∇ 𝑓 (𝑎), 𝑡⟩ + 1
2 𝑓
(2) [𝑧, 𝑡],

per a algun 𝑧 = 𝑎 + 𝑡 + (𝑎 − 𝜉 (𝑎 + 𝑡)), amb 0 < 𝜉 < 1. Però com que 𝑎 és un punt crític
de 𝑓 (observació 6.2.25), tenim ∇ 𝑓 (𝑎) = 0, i per tant

𝑓 (𝑎 + 𝑡) − 𝑓 (𝑎) = 1
2 𝑓
(2) [𝑧, 𝑡],
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i si escrivim
𝑡2 o(𝑡) = 1

2 𝑓
(2) [𝑧, 𝑡] − 1

2 𝑓
(2) [𝑎, 𝑡] tenim

𝑓 (𝑎 + 𝑡) − 𝑓 (𝑎) = 1
2 𝑓
(2) [𝑎, 𝑡] +

𝑡2 o(𝑡).

Per tant
𝑓 (𝑎 + 𝑡) − 𝑓 (𝑎) = 𝑄(𝑡) + ∥𝑡∥2 o(𝑡) ≥ 𝑚∥𝑡∥2 + ∥𝑡∥2 o(𝑡). (6.8)

Com que o(𝑡) → 0 és si i només si 𝑡 → 0, existeix un 𝜀 > 0 tal que, amb 0 < ∥𝑡∥ < 𝜀
tenim o(𝑡) < 𝑚

2 , i 0 ≤ ∥𝑡∥2 o(𝑡) < 𝑚
2 ∥𝑡∥

2, i així

𝑓 (𝑎 + 𝑡) − 𝑓 (𝑎) > 𝑚∥𝑡∥2 − 𝑚
2
∥𝑡∥2 =

𝑚

2
∥𝑡∥2 > 0,

i, com que això no depèn de 𝑡, per la definició d’Gradient, punts crítics i extrems relatius
(6.2.23) tenim que 𝑎 és un mínim relatiu. Ara només ens queda demostrar (3) i (4),
de nou, només ens caldrà demostrar-ne una, ja que l’altre demostració serà anàloga.
Suposem doncs que 𝑎 és un mínim relatiu.

Seguint l’argument sobre la fórmula de Taylor per a múltiples variables que hem fet
a la primera meitat d’aquesta demostració arribem a la desigualtat (6.8) i tenim

𝑓 (𝑎 + 𝑡) − 𝑓 (𝑎) ≤ 𝑚∥𝑡∥2 + ∥𝑡∥2 o(𝑡).

Aleshores
𝑓 (𝑎 + 𝑡) − 𝑓 (𝑎)

∥𝑡∥2
≤ 𝑚 + o(𝑡).

Per la definició d’Gradient, punts crítics i extrems relatius (6.2.23) tenim 𝑓 (𝑎 + 𝑡) −
𝑓 (𝑎) ≥ 0, i per tant, quan 𝑡 → 0, aleshores o(𝑡) → 0 i

0 ≤ 𝑓 (𝑎 + 𝑡) − 𝑓 (𝑎)
∥𝑡∥2

≤ 𝑚,

i ja hem acabat. □
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Capítol 7
Càlcul integral

7.1 La integral Riemann

7.1.1 Funcions integrables Riemann
Definició 7.1.1 (Rectangle). Siguin [𝑎1, 𝑏1], . . . , [𝑎𝑑 , 𝑏𝑑] ⊂ R 𝑑 intervals tancats.
Direm que ℜ = [𝑎1, 𝑏1] × · · · × [𝑎𝑑 , 𝑏𝑑] és un rectangle de R𝑑 .

Definició 7.1.2 (Partició d’un rectangle i finor d’una partició). Siguin ℜ = [𝑎1, 𝑏1] ×
· · · × [𝑎𝑑 , 𝑏𝑑] un rectangle de R𝑑 i 𝑃𝑖 una partició de [𝑎𝑖 , 𝑏𝑖] per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑}.
Aleshores 𝑃 = 𝑃1 × · · · × 𝑃𝑑 és una partició de ℜ.

Si 𝑃𝑖 = {𝑡𝑖,0, . . . , 𝑡𝑖,𝑛}, amb 𝑎𝑖 = 𝑡𝑖,0 < · · · < 𝑡𝑖,𝑛 = 𝑏𝑖 , direm que els rectangles
definits per [𝑡1,𝑖1 , 𝑡1,𝑖1+1] × · · · × [𝑡𝑑,𝑖𝑑 , 𝑡𝑑,𝑖𝑑+1] ⊂ ℜ, amb 0 ≤ 𝑖 𝑗 ≤ 𝑑 − 1 per a
tot 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑑}, són subrectangles de ℜ.

Sigui 𝑄 una altre partició de ℜ. Direm que 𝑄 és més fina que 𝑃 si 𝑃 ⊂ 𝑄.

Definició 7.1.3 (Suma superior i inferior). Sigui ℜ ⊂ R𝑑 un rectangle, 𝑃 una partició
i 𝑓 : ℜ→ R una funció acotada. Per a cada subrectangle de ℜ, ℜ𝑖 , amb 𝑖 ∈ 𝐼, on 𝐼 és
el conjunt d’índexs que denoten els subrectangles de ℜ definits per 𝑃, definim la suma
superior de 𝑓 per 𝑃 com

S( 𝑓 , 𝑃) =
∑︁
𝑖∈𝐼

sup
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖 |,

i la suma inferior de 𝑓 per 𝑃 com

s( 𝑓 , 𝑃) =
∑︁
𝑖∈𝐼

inf
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖 |.

Proposició 7.1.4. Siguin 𝑃 i 𝑄 dues particions d’un rectangle ℜ ⊂ R𝑑 i 𝑓 : ℜ→ R
una funció acotada. Aleshores, si 𝑄 és més fina que 𝑃

s( 𝑓 , 𝑃) ≤ s( 𝑓 , 𝑄) i S( 𝑓 , 𝑄) ≤ S( 𝑓 , 𝑃).

Demostració. Demostrarem només la primera desigualtat, ja que la segona té una
demostració anàloga. Comencem notant que podem fer la demostració suposant 𝑃 =

𝑃1×· · ·×𝑃𝑑 , on 𝑃𝑖 = 𝑡𝑖,0 < · · · < 𝑡𝑖,𝑛 és una partició de [𝑎𝑖 , 𝑏𝑖] i𝑄 = 𝑄1×· · ·×𝑄𝑑 , on,
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7. Càlcul integral

per a tot 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑑}∖𝑘 , 𝑃 𝑗 = 𝑄 𝑗 , i𝑄𝑘 = 𝑡𝑘,0 < · · · < 𝑡𝑘,𝑙 < 𝑞 < 𝑡𝑘,𝑙+1 < · · · < 𝑡𝑘,𝑛,
per algun 𝑙 ∈ {0, . . . , 𝑛 − 1}. Suposarem 𝑙 = 0, 𝑘 = 1 per simplificar la notació.
Aleshores, per la definició de Funcions integrables Riemann (7.1.3) tenim

s( 𝑓 , 𝑃) =
∑︁
𝑖∈𝐼

inf
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖 |,

on 𝐼 és el conjunt d’índexs dels subrectangles de ℜ definits per 𝑃.
Observem que tots els subrectangles de ℜ són els mateixos respecte les particions 𝑃

i 𝑄, excepte els que s’obtenen fent {𝑡1,0, 𝑞, 𝑡1,1} × 𝑄2 × · · · × 𝑄𝑑 . Per tant, els únics
termes del sumatori que canvien són, amb un nou conjunt d’índexs 𝐽, per a tot 𝑗 ∈ 𝐽,

inf
𝑥∈ℜ 𝑗

𝑓 (𝑥)
��ℜ 𝑗

��.
Ara considerem el conjunt d’índex dels rectangles definits per {𝑡1,0, 𝑡1,1} ×𝑄2 × · · · ×
𝑄𝑑 , 𝐼 ′ ⊂ 𝐼, i tenim ∑︁

𝑖′∈𝐼 ′
inf
𝑥∈ℜ𝑖′

𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖′ | ≤
∑︁
𝑗∈𝐽

inf
𝑥∈ℜ 𝑗

𝑓 (𝑥)
��ℜ 𝑗

��.
I per tant∑︁

𝑖∈𝐼
inf
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖 | =
∑︁
𝑖∈𝐼∖𝐼 ′

inf
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖 | +
∑︁
𝑖′∈𝐼 ′

inf
𝑥∈ℜ𝑖′

𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖′ | ≤

≤
∑︁
𝑗∈𝐽

inf
𝑥∈ℜ 𝑗

𝑓 (𝑥)
��ℜ 𝑗

�� + ∑︁
𝑖∈𝐼∖𝐽

inf
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖 | =
∑︁
𝑖∈𝐼∪𝐽

inf
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖 |.

però, per la definició de Funcions integrables Riemann (7.1.3),∑︁
𝑖∈𝐼

inf
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖 | = s( 𝑓 , 𝑃) i
∑︁
𝑖∈𝐼∪𝐽

inf
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖 | = s( 𝑓 , 𝑄),

i per tant trobem

s( 𝑓 , 𝑃) =
∑︁
𝑖∈𝐼

inf
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖 | ≤
∑︁
𝑖∈𝐼∪𝐽

inf
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖 | = s( 𝑓 , 𝑄). □

Proposició 7.1.5. Siguin 𝑃,𝑄 dues particions arbitràries d’un rectangle ℜ ⊂ R𝑑
i 𝑓 : ℜ→ R𝑑 una funció acotada. Aleshores

s( 𝑓 , 𝑃) ≤ S( 𝑓 , 𝑄).

Demostració. Considerem la partició definida per 𝑃 ∪ 𝑄. Com que 𝑄 ⊆ 𝑃 ∪ 𝑄
i 𝑄 ⊆ 𝑃 ∪𝑄, 𝑃 ∪𝑄 és més fina que 𝑃 i 𝑄. Per tant, per la proposició 7.1.4, tenim

s( 𝑓 , 𝑃) ≤ s( 𝑓 , 𝑃 ∪𝑄) ≤ S( 𝑓 , 𝑃 ∪𝑄) ≤ S( 𝑓 , 𝑄). □

Definició 7.1.6 (Integral superior i inferior). Siguin ℜ un rectangle de R𝑑 i 𝑓 : ℜ→ R
una funció acotada. Aleshores definim la integral superior de 𝑓 en ℜ com∫ ℜ+

𝑓 = inf
𝑃∈P

S( 𝑓 , 𝑃)

i la integral inferior de 𝑓 en ℜ com∫
ℜ−

𝑓 = sup
𝑃∈P

s( 𝑓 , 𝑃),

on P és el conjunt de particions de ℜ.
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Proposició 7.1.7. Siguin 𝑅 un rectangle de R𝑑 i 𝑓 : ℜ → R una funció acotada.
Aleshores ∫

ℜ−
𝑓 ≤

∫ ℜ+

𝑓 .

Demostració. Sigui P el conjunt de particions de ℜ. Com que, per la proposició 7.1.5,
tenim s( 𝑓 , 𝑃) ≤ S( 𝑓 , 𝑄) per a 𝑃,𝑄 ∈ P arbitraris, ha de ser∫

ℜ−
𝑓 = sup

𝑃∈P
s( 𝑓 , 𝑃) ≤ inf

𝑃∈P
S( 𝑓 , 𝑃) =

∫ ℜ+

𝑓 . □

Definició 7.1.8 (Funció integrable Riemann). Siguin ℜ un rectangle de R𝑑 i 𝑓 : ℜ→ R
una funció acotada. Direm que 𝑓 és integrable Riemann si

∫
ℜ−

𝑓 =
∫ ℜ+

𝑓 .

També direm que
∫
ℜ
𝑓 =

∫
ℜ−

𝑓 =
∫ ℜ+

𝑓 és la integral Riemann de 𝑓 en ℜ.

Teorema 7.1.9 (Criteri d’integrabilitat Riemann). Siguin ℜ un rectangle de R𝑑 ,
{ℜ𝑖}𝑖∈𝐼 la família de subrectangles de ℜ definits per 𝑃 i 𝑓 : ℜ→ R una funció acotada.
Aleshores 𝑓 és integrable Riemann si i només si per a tot 𝜀 > 0 existeix una partició 𝑃
tal que

S( 𝑓 , 𝑃) − s( 𝑓 , 𝑃) =
∑︁
𝑖∈𝐼

(
sup
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) − inf
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥)
)��ℜ 𝑗

�� < 𝜀.
Demostració. Comencem demostrant que la condició és necessària ( =⇒ ). Sigui P
el conjunt de particions de ℜ. Per la definició de Funcions integrables Riemann (7.1.8)
i la definició de Funcions integrables Riemann (7.1.6) tenim

sup
𝑃∈P

s( 𝑓 , 𝑃) =
∫
ℜ−

𝑓 =

∫
ℜ

𝑓 =

∫ ℜ+

𝑓 = inf
𝑃∈P

S( 𝑓 , 𝑃),

per tant, existeixen un 𝜀 > 0 i unes particions 𝑃,𝑄 ∈ P tals que

−𝜀
2
+

∫
ℜ

𝑓 < s( 𝑓 , 𝑃),

i
S( 𝑓 , 𝑄) < 𝜀

2
+

∫
ℜ

𝑓 .

Per la proposició 7.1.4 tenim s( 𝑓 , 𝑃) ≤ s( 𝑓 , 𝑃 ∪ 𝑄) ≤ S( 𝑓 , 𝑃 ∪ 𝑄) ≤ S( 𝑓 , 𝑄), per
tant ha de ser S( 𝑓 , 𝑃 ∪𝑄) − s( 𝑓 , 𝑃 ∪𝑄) < 𝜀, com calia veure.

Per demostrar que la condició és suficient ( ⇐= ) veiem que, per hipòtesi,

0 ≤
∫ ℜ+

𝑓 −
∫
ℜ−

𝑓 ≤ S( 𝑓 , 𝑃) − s( 𝑓 , 𝑃) < 𝜀,

i quan 𝜀 → 0 ha de ser, per la definició de Funcions integrables Riemann (7.1.8),∫ ℜ+

𝑓 =

∫
ℜ−

𝑓 =

∫
ℜ

𝑓 . □
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Notació 7.1.10 (Límit d’una partició). Sigui ℜ ⊂ R𝑑 un rectangle i P el conjunt de
particions de ℜ. Quan vulguem parlar d’una partició de ℜ que es fa fina ho denotarem
amb

lim
𝑃∈P

,

que es refereix a definir una partició 𝑃 de ℜ tal que

max
𝑖∈𝐼

max
𝑥,𝑦∈ℜ𝑖

∥𝑥 − 𝑦∥ → 0

on {ℜ𝑖}𝑖∈𝐼 és el conjunt de subrectangles de ℜ definits per 𝑃.

Corol.lari 7.1.11. Si P és el conjunt de particions de ℜ, aleshores 𝑓 és integrable
Riemann si i només si

lim
𝑃∈P

S( 𝑓 , 𝑃) − s( 𝑓 , 𝑃) = 0.

Teorema 7.1.12. Siguin ℜ un rectangle de R𝑑 i 𝑓 : ℜ → R una funció acotada i
contínua. Aleshores 𝑓 és integrable Riemann en ℜ.

Demostració. Pel Trobar lloc per tot això (1.3.3), 𝑓 és uniformement contínua en ℜ,
per tant, per la definició de Trobar lloc per tot això (1.3.2), donat un 𝜀 > 0 hi ha
un 𝛿 > 0 tal que

| 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) | < 𝜀

|ℜ| si ∥𝑥 − 𝑦∥ < 𝛿.

Sigui {ℜ𝑖}𝑖∈𝐼 el conjunt de subrectangles de ℜ definits per una partició 𝑃 de ℜ tal
que

max
𝑖∈𝐼

max
𝑥,𝑦∈ℜ𝑖

∥𝑥 − 𝑦∥ < 𝛿,

això és que els diàmetres dels subrectangles definits per la partició 𝑃 estiguin fitats
per 𝛿.

Considerem

S( 𝑓 , 𝑃) − s( 𝑓 , 𝑃) =
∑︁
𝑖∈𝐼

(
sup
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) − inf
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥)
)
|ℜ𝑖 |. (7.1)

Com que, per hipòtesi, 𝑓 és contínua en cada ℜ𝑖 , pel Teoremes (1.2.16) tenim que
els màxims i mínims de 𝑓 en cada ℜ𝑖 són accessibles. Denotem doncs amb 𝑀𝑖 , 𝑚𝑖
els punts de ℜ𝑖 tals que 𝑓 (𝑀𝑖) = max𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) i 𝑓 (𝑚𝑖) = min𝑥∈ℜ𝑖
𝑓 (𝑥). Per (7.1)

tindrem ∥𝑀𝑖 − 𝑚𝑖 ∥ < 𝛿, i com que 𝑓 és contínuament uniforme en cada ℜ𝑖 , 𝑓 (𝑀𝑖) −
𝑓 (𝑚𝑖) < 𝜀

|ℜ | , i per tant tenim

S( 𝑓 , 𝑃) − s( 𝑓 , 𝑃) =
∑︁
𝑖∈𝐼

(
sup
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) − inf
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥)
)
|ℜ𝑖 | ≤

𝜀

|ℜ|
∑︁
𝑖∈ℜ𝑖

|ℜ𝑖 | = 𝜀,

i això completa la prova. □
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7.1.2 La integral com a límit de sumes
Definició 7.1.13 (Suma de Riemann). Siguin ℜ ⊂ R𝑑 un rectangle, 𝑓 : ℜ → R una
funció acotada i 𝑃 una partició de ℜ. Aleshores definim la suma de Riemann de 𝑓

associada a 𝑃 com
Σ( 𝑓 , 𝑃) =

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓 (𝜉𝑖) |ℜ𝑖 |,

on {ℜ𝑖}𝑖∈𝐼 és el conjunt de subrectangles de ℜ definits per 𝑃 i 𝜉𝑖 és un punt qualsevol
de ℜ𝑖 , per a tot 𝑖 ∈ 𝐼.

Observació 7.1.14.
s( 𝑓 , 𝑃) ≤ Σ( 𝑓 , 𝑃) ≤ S( 𝑓 , 𝑃).

Proposició 7.1.15. Siguin ℜ ⊂ R𝑑 un rectangle, P el conjunt de particions de ℜ

i 𝑓 : ℜ → R una funció acotada. Aleshores 𝑓 és integrable Riemann si i només si
existeix un 𝐿 ∈ R tal que

lim
𝑃∈P

Σ( 𝑓 , 𝑃) = 𝐿.

Demostració. Pel corol.lari 7.1.11 tenim

lim
𝑃∈P

S( 𝑓 , 𝑃) = lim
𝑃∈P

s( 𝑓 , 𝑃),

i per l’observació 7.1.14 i el Teoremes (1.2.17) ha de ser

lim
𝑃∈P

S( 𝑓 , 𝑃) = lim
𝑃∈P

Σ( 𝑓 , 𝑃) = lim
𝑃∈P

s( 𝑓 , 𝑃),

i amb això es veu que ha de existir un real 𝐿 tal que lim𝑃∈P Σ( 𝑓 , 𝑃) = 𝐿. □

Notació 7.1.16. Seguint el resultat de la proposició 7.1.15 denotarem∫
ℜ

𝑓 (𝑥) d𝑥 = Σ( 𝑓 , 𝑃𝑛) =
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖 | = 𝐿.

on
∫

es refereix al sumatori infinit, 𝑓 (𝜉𝑖) es transforma en 𝑓 (𝑥) i |ℜ𝑖 | s’escriu d𝑥, tot
quan fem la partició “infinitament més fina”, amb el límit lim𝑃∈P 𝑃.

7.1.3 Propietats de la integral Riemann definida
Proposició 7.1.17. Siguin ℜ ⊂ R𝑑 un rectangle i 𝑓 , 𝑔 : ℜ → R dues funcions
integrables Riemann. Aleshores són certs els següents enunciats:

1. Siguin 𝜆, 𝜇 dos escalars. Aleshores∫
ℜ

(𝜆 𝑓 + 𝜇𝑔) = 𝜆
∫
ℜ

𝑓 + 𝜇
∫
ℜ

𝑔.

2. La funció producte 𝑓 𝑔 també és integrable Riemann.

3. Sigui 𝐶 un escalar. Si 𝑓 (𝑥) ≤ 𝐶𝑔(𝑥) per a tot 𝑥 ∈ ℜ, aleshores∫
ℜ

𝑓 ≤ 𝐶
∫
ℜ

𝑔.
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Demostració. Sigui P el conjunt de particions de ℜ.
Comencem demostrant el punt (1), Per la proposició 7.1.15 i la definició de La

integral com a límit de sumes (7.1.13) tenim∑︁
𝑖∈𝐼
(𝜆 𝑓 (𝜉𝑖) + 𝜇𝑔(𝜉𝑖)) |ℜ𝑖 |,

on {ℜ𝑖}𝑖∈𝐼 és el conjunt de subrectangles de ℜ definits per una partició 𝑃 ∈ P i 𝜉𝑖 és
un punt qualsevol de ℜ𝑖 per a tot 𝑖 ∈ 𝐼. Això ho podem reescriure com

𝜆
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓 (𝜉𝑖) |ℜ𝑖 | + 𝜇
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔(𝜉𝑖) |ℜ𝑖 |

i per tant ∫
ℜ

(𝜆 𝑓 + 𝜇𝑔) = 𝜆
∫
ℜ

𝑓 + 𝜇
∫
ℜ

𝑔,

com volíem demostrar.
Demostrem ara el punt (2) (En veritat la demostraré quan em doni la gana, i resulta

que això no és ara).
Podem veure el punt (3) a partir del punt (1), ja que si 𝑓 (𝑥) ≤ 𝐶𝑔(𝑥) per a tot 𝑥 ∈ ℜ,

amb 𝜉𝑖 qualsevol punt de ℜ𝑖 per tot 𝑖 ∈ 𝐼, on {ℜ𝑖}𝑖∈𝐼 és el conjunt de subrectangles
de ℜ, tenim ∑︁

𝑖∈𝐼
𝑓 (𝜉𝑖) |ℜ𝑖 | ≤ 𝐶

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑔(𝜉𝑖) |ℜ𝑖 |,

i ja hem acabat. □

Teorema 7.1.18. Siguin ℜ ⊂ R𝑑 un rectangle, S un conjunt de rectangles disjunts
de ℜ tals que

⋃
𝑆∈S 𝑆 = ℜ i 𝑓 : ℜ→ R una funció acotada. Aleshores 𝑓 és integrable

Riemann en ℜ si i només si 𝑓 és integrable Riemann en cada 𝑆 ∈ S, i∫
ℜ

𝑓 =
∑︁
𝑆∈S

∫
𝑆

𝑓 .

Demostració. Comencem demostrant la doble implicació ( ⇐⇒ ). Suposem que 𝑓 és
integrable Riemann en ℜ. Com que 𝑓 és integrable Riemann en ℜ, per la proposició
7.1.15 i la definició de La integral com a límit de sumes (7.1.13). Tenim que, sent P el
conjunt de particions de ℜ, existeix un real 𝐿 tal que∑︁

𝑖∈𝐼
𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖 | = 𝐿,

on {ℜ𝑖}𝑖∈𝐼 és el conjunt de subrectangles de ℜ definits per una partició 𝑃 ∈ P.
Considerem ara el conjunt de particions de 𝑆, per a tot 𝑆 ∈ S, que denotarem com P𝑆 .
Com que 𝑆 ⊂ ℜ per a tot 𝑆 ∈ S, per la definició de Funcions integrables Riemann
(7.1.2), tenim que

lim
𝑃𝑆 ∈P𝑆

𝑃𝑆 ⊂ lim
𝑃∈P

𝑃,

per a tot 𝑆 ∈ S; i com que
⋃
𝑆∈S 𝑆 = ℜ tenim que⋃
𝑆∈S

lim
𝑃𝑆 ∈P𝑆

𝑃𝑆 = lim
𝑃∈P

𝑃.
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Per tant, si 𝐼𝑆 és el conjunt d’índexs dels subrectangles ℜ𝑆,𝑖 de 𝑆 definits per una
partició 𝑃𝑆 , per a tot 𝑆 ∈ S, com que, per hipòtesi, els rectangles 𝑆 ∈ S són disjunts,
tenim ∑︁

𝑖∈𝐼
𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖 | =

∑︁
𝑆∈S

∑︁
𝑖∈𝐼𝑆

𝑓 (𝑥)
��ℜ𝑆,𝑖 �� = 𝐿,

i, de nou, per la proposició 7.1.15 tenim que 𝑓 és integrable en cada 𝑆 ∈ S, com volíem
veure.

Aquesta demostració també ens serveix per veure que∫
ℜ

𝑓 =
∑︁
𝑆∈S

∫
𝑆

𝑓 ,

per la definició de La integral com a límit de sumes (7.1.13). □

Teorema 7.1.19. Siguin ℜ ⊂ R𝑑 un rectangle i 𝑓 : ℜ → R una funció integrable
Riemann amb | 𝑓 (𝑥) | ≤ 𝑀 per a tot 𝑥 ∈ ℜ. Aleshores la funció | 𝑓 | és integrable
Riemann i ����∫

ℜ

𝑓

���� ≤ ∫
ℜ

| 𝑓 | ≤ 𝑀 |ℜ|.

Demostració. Sigui {ℜ𝑖}𝑖∈𝐼 el conjunt de subrectangles definits per una partició de ℜ.
Aleshores

sup
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) − inf
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) = sup
𝑥,𝑦∈ℜ𝑖

| 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) |, per a tot 𝑖 ∈ 𝐼,

i
sup
𝑥∈ℜ𝑖

| 𝑓 (𝑥) | − inf
𝑥∈ℜ𝑖

| 𝑓 (𝑥) | = sup
𝑥,𝑦∈ℜ′

𝑖

| | 𝑓 (𝑥) | − | 𝑓 (𝑦) | |, per a tot 𝑖 ∈ 𝐼 .

Per tant, per la definició de Funcions integrables Riemann (7.1.3), si 𝑃 és una partició
de ℜ tenim

S( | 𝑓 |, 𝑃) − s(| 𝑓 |, 𝑃) ≤ S( 𝑓 , 𝑃) − s( 𝑓 , 𝑃)

Com que, per hipòtesi, 𝑓 és integrable Riemann, pel Funcions integrables Riemann
(7.1.9) tenim que per a tot 𝜀 > 0 existeix una partició 𝑃 de ℜ tal que

S( 𝑓 , 𝑃) − s( 𝑓 , 𝑃) < 𝜀,

el que significa que

S(| 𝑓 |, 𝑃) − s( | 𝑓 |, 𝑃) ≤ S( 𝑓 , 𝑃) − s( 𝑓 , 𝑃) < 𝜀.

I pel mateix criteri d’integrabilitat Riemann | 𝑓 | també és integrable Riemann.
Per veure les desigualtats de l’enunciat, amb P el conjunt de particions de ℜ

i {ℜ𝑖}𝑖∈𝐼 el conjunt de subrectangles definits per una partició lim𝑃∈P de ℜ, tenim����∫
ℜ

𝑓

���� = lim
𝑃∈P

�����∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓 (𝑥) |ℜ𝑖 |
����� ≤ lim

𝑃∈P

∑︁
𝑖∈𝐼
| 𝑓 (𝑥) | |ℜ𝑖 | =

∫
ℜ

| 𝑓 |.

Com que, per hipòtesi, | 𝑓 (𝑥) | ≤ 𝑀 per a tot 𝑥 ∈ ℜ, tenim∫
ℜ

| 𝑓 | ≤
∫
ℜ

𝑀 = 𝑀 |ℜ|. □
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Corol.lari 7.1.20. Si 𝑓 (𝑥) ≥ 0 per a tot 𝑥 ∈ ℜ,
∫
ℜ
𝑓 ≥ 0.

Proposició 7.1.21. Siguin ℜ ⊂ R𝑑 un rectangle i 𝑓 : ℜ → R una funció contínua
i acotada tal que 𝑓 (𝑥) ≥ 0 per a tot 𝑥 ∈ ℜ i

∫
ℜ
𝑓 = 0. Aleshores 𝑓 (𝑥) = 0 per a

tot 𝑥 ∈ ℜ.

Demostració. Observem que la proposició té sentit pel Teorema 7.1.12.
Farem aquesta demostració per reducció a l’absurd. Suposem que existeix un

punt 𝑐 ∈ ℜ tal que 𝑓 (𝑐) > 0. Com que, per hipòtesi, 𝑓 és contínua en un rectangle ℜ,
acotat per la definició de Funcions integrables Riemann (7.1.1), pel Trobar lloc per tot
això (1.3.3) 𝑓 és uniformement contínua en ℜ, per tant, per la definició de Trobar lloc
per tot això (1.3.2), per a tot 𝜀 > 0 existeix un 𝛿 > 0 tals que

si |𝑥 − 𝑐 | < 𝛿 aleshores | 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑐) |𝑡 < 𝜀 =
𝑓 (𝑐)
2

.

Per tant, si definim un rectangle 𝑆 inscrit en la bola de radi 𝛿 centrada en el punt 𝑐, B(𝑐, 𝛿),
tenim ∫

ℜ

𝑓 ≥
∫
𝑆

𝑓 ≥ 𝑓 (𝑥)
2
|𝑆 | > 0,

però això contradiu la hipòtesi de que
∫
ℜ
𝑓 = 0, per tant la proposició queda demostrada

per reducció a l’absurd. □

7.2 Les funcions integrables Riemann

7.2.1 Caracterització de les funcions integrables Riemann
Definició 7.2.1 (Oscil.lació d’una funció en un punt). Siguin𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, 𝑎 ∈ 𝑈
un punt, B(𝑎, 𝛿) ⊆ 𝑈 una bola oberta centrada en 𝑎 de radi 𝛿 > 0 i 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 una
funció. Aleshores definim l’aplicació

𝜔 𝑓 (𝑎) = lim
𝛿→0

sup
𝑥,𝑦∈𝐵(𝑎, 𝛿 )

∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)∥

com l’oscil.lació de la funció 𝑓 en el punt 𝑎.

Proposició 7.2.2. Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un obert, 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 una funció definida en un
punt 𝑎 ∈ 𝑈. Aleshores 𝑓 és contínua en 𝑎 si i només si 𝜔 𝑓 (𝑎) = 0, on 𝜔 𝑓 (𝑎) és la
oscil.lació de 𝑓 en 𝑎.

Demostració. Suposem que 𝜔 𝑓 (𝑎) = 0. Observem que quan 𝛿 → 0, per a tot 𝑥, 𝑦, ∈
B(𝑎, 𝛿) tenim 𝑥 → 𝑎 i 𝑦 → 𝑎, i com que 𝜔 𝑓 (𝑎) = 0, podem escriure

𝜔 𝑓 (𝑎) = lim
𝛿→0

sup
𝑥,𝑦∈𝐵(𝑎, 𝛿 )

∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)∥

= lim
𝑥,𝑦→𝑎

∥ 𝑓 (𝑎) − 𝑓 (𝑥)∥ = 0

i per tant tenim lim𝑥→𝑎 𝑓 (𝑥) = lim𝑦→𝑎 𝑓 (𝑦), i equivalentment

lim
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑎),

que és la definició de Definicions (1.2.4). □
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Definició 7.2.3 (Conjunt de discontinuïtats d’una funció). Siguin 𝑈 ⊆ R𝑑 un
obert, 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 una funció, 𝜏 un escalar positiu i 𝜔 𝑓 (𝑥) l’oscil.lació de 𝑓 en
un punt 𝑥 ∈ 𝑈. Aleshores denotem el conjunt

𝐷𝜏 = {𝑥 ∈ 𝑈 | 𝜔 𝑓 (𝑥) ≥ 𝜏}

com el conjunt de desigualtats majors que 𝜏 d’una funció.

Observació 7.2.4. 𝐷𝜏 és compacte.

Definició 7.2.5 (Contingut exterior de Jordan). Siguin ℜ ⊂ R𝑑 un rectangle, 𝐴 ⊆ ℜ un
conjunt, 1𝐴 la funció indicatriu de 𝐴 i {ℜ𝑖}𝑖∈𝐼 el conjunt de subrectangles definits per
una partició de ℜ amb la condició de que ℜ𝑖 ∩ 𝐴 ≠ ∅ per a tot 𝑖 ∈ 𝐼. Aleshores definim

𝑐(𝐴) =
∑︁
𝑖∈𝐼

inf
𝑥∈ℜ𝑖

1𝐴(𝑥) |ℜ𝑖 |

com el contingut exterior de Jordan de 𝐴.

Nota 7.2.6. La condició sobre ℜ𝑖 pot dir-se com que els ℜ𝑖 cobreixen 𝐴.

Observació 7.2.7. Siguin {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 un conjunt finit de conjunts amb 𝑐(𝐴𝑖) = 0 per a
tot 𝑖 ∈ 𝐼 i 𝐴 =

⋃
𝑖∈𝐼 𝐴𝑖 . Aleshores 𝑐(𝐴) = 0.

Teorema 7.2.8. Siguin ℜ ⊂ R𝑑 un rectangle i 𝑓 : ℜ → R una funció acotada.
Aleshores 𝑓 és integrable Riemann en ℜ si i només si el contingut exterior de Jordan
del conjunt de desigualtats majors que 𝜏 > 0 de 𝑓 en ℜ és zero, és a dir, 𝑐(𝐷𝜏) = 0
per a tot 𝜏 > 0.

Demostració. Comencem amb la implicació cap a l’esquerra (⇐= ). Suposem doncs
que 𝐷𝜏 = 0 per a tot 𝜏 > 0. Per la definició de Caracterització de les funcions
integrables Riemann (7.2.5) això és∑︁

𝑖∈𝐼
inf
𝑥∈ℜ𝑖

1𝐷𝜏
(𝑥) |ℜ𝑖 | = 0

on {ℜ𝑖}𝑖∈𝐼 és el conjunt de subrectangles de ℜ definits per una partició del conjunt P de
particions deℜ. Considerem el conjunt de subrectangles {ℜ 𝑗 } 𝑗∈𝐽 tals queℜ 𝑗∩𝐷𝜏 ≠ ∅.
Ara bé, per la proposició 7.2.2 tenim que 𝑓 és contínua, i pel Teorema 7.1.12 veiem
que 𝑓 és integrable Riemann en ℜ.

Comprovem ara la implicació cap a la dreta ( =⇒ ). Suposem doncs que 𝑓 és
integrable Riemann en ℜ i fixem 𝜀 > 0. Pel Funcions integrables Riemann (7.1.9)
tenim que per a tot 𝜀 > 0 existeix una partició 𝑃 de ℜ tal que∑︁

𝑖∈𝐼

(
sup
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥) − inf
𝑥∈ℜ𝑖

𝑓 (𝑥)
)��ℜ 𝑗

�� < 𝜀
on {ℜ𝑖}𝑖∈𝐼 és el conjunt de subrectangles definits per 𝑃. Sigui 𝐽 el conjunt de
subrectangles {ℜ 𝑗 } 𝑗∈𝐽 tals que ℜ 𝑗 ∩ 𝐷𝜏 ≠ ∅. Tindrem

sup
𝑥∈ℜ 𝑗

𝑓 (𝑥) − inf
𝑥∈ℜ 𝑗

𝑓 (𝑥) ≥ 𝜏
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per a tot 𝑗 ∈ 𝐽, i per tant, amb ℜ′ =
⋃
𝑗∈𝐽 ℜ 𝑗 , per la definició de Caracterització de les

funcions integrables Riemann (7.2.5)∑︁
𝑗∈𝐽

(
sup
𝑥∈ℜ 𝑗

𝑓 (𝑥) − inf
𝑥∈ℜ 𝑗

𝑓 (𝑥)
)��ℜ 𝑗

�� ≥∑︁
𝑗∈𝐽

𝜏
��ℜ 𝑗

��
= 𝜏

∑︁
𝑗∈𝐽

��ℜ 𝑗

��
≥ 𝜏

∑︁
𝑗∈𝐼

inf
𝑥∈ℜ 𝑗

1ℜ′ (𝑥)
��ℜ 𝑗

��
= 𝜏𝑐(𝐷𝜏)

Ara bé, com que 𝑓 és integrable, pel Funcions integrables Riemann (7.1.9) tenim que∑︁
𝑗∈𝐽

(
sup
𝑥∈ℜ 𝑗

𝑓 (𝑥) − inf
𝑥∈ℜ 𝑗

𝑓 (𝑥)
)��ℜ 𝑗

�� < 𝜀
per a tota 𝜀 > 0, i per tant quan 𝜀 → 0 ha de ser 𝐷𝜏 = 0, com volíem veure. □

7.2.2 Integració sobre conjunts generals
Nota 7.2.9. Tota la teoria de l’integració Riemann que hem vist ha estat sobre rectangles.
Ara tractem de generalitzar-la desfent-nos d’aquesta limitació.
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sona divertit
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Capítol 9
Sèries

9.1 Sèries numèriques

9.1.1 Convergència d’una sèrie numèrica

Definició 9.1.1 (Sèrie numèrica). Sigui (𝑎𝑛)𝑛∈N una successió de nombres reals.
Aleshores direm que

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + · · ·

és una sèrie numèrica o la sèrie de (𝑎𝑛).

Definició 9.1.2 (Sèrie convergent). Siguin
∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛 una sèrie numèrica i

𝑆𝑁 =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

una successió tals que
lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 𝐿

on 𝐿 és un nombre real. Aleshores direm que la sèrie
∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛 és una sèrie convergent

amb valor 𝐿.
Si 𝐿 no és un nombre real direm que la sèrie

∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛 és una sèrie divergent.

Exemple 9.1.3 (Sèries geomètriques). Sigui 𝑟 ≠ 0 un nombre real. Volem estudiar la
convergència de la sèrie

∞∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛. (9.1)

Solució. Observem que si 𝑟 = 1, per la definició de Definicions (1.2.3), el límit

lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=0

1𝑛 = 𝑁
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és divergent, i per la definició de Convergència d’una sèrie numèrica (9.1.2) tenim que
la sèrie

∞∑︁
𝑛=0

1𝑛

és divergent.
Estudiem ara el cas 𝑟 ≠ 1. Tenim que

∑𝑁
𝑛=0 𝑟

𝑛 = 𝑟0 + 𝑟1 + 𝑟2 + · · · + 𝑟𝑁 , i per tant

(1 − 𝑟)
𝑁∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛 = (1 − 𝑟) (𝑟0 + 𝑟1 + 𝑟2 + · · · + 𝑟𝑁 )

= 𝑟0 + 𝑟1 + 𝑟2 + · · · + 𝑟𝑁 − (𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3 + · · · + 𝑟𝑁+1)
= 1 − 𝑟𝑁+1

i trobem
𝑁∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛 =
1 − 𝑟𝑁+1

1 − 𝑟 .

Per tant tenim

lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛 =


1

1 − 𝑟 si − 1 < 𝑟 < 1

+∞ si 𝑟 ≥ 1
no existeix si 𝑟 ≤ −1

i per la definició de Convergència d’una sèrie numèrica (9.1.2) trobem que (9.1) és
convergent si i només si 𝑟 pertany a l’interval (−1, 1), i si 𝑟 pertany a l’interval (−1, 1)
aleshores es compleix

∞∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛 =
1

1 − 𝑟 . ♢

Teorema 9.1.4 (Condició de Cauchy). Sigui
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie numèrica. Alesho-

res
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent si i només si per a tot 𝜀 > 0 existeix un 𝑛0 natural tal que

per a tot 𝑁 i 𝑀 naturals amb 𝑁 ,𝑀 ≥ 𝑛0 i 𝑁 ≤ 𝑀 tenim����� 𝑀∑︁
𝑛=𝑁

𝑎𝑛

����� < 𝜀.
Demostració. Suposem que

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent. Per la definició de Convergència

d’una sèrie numèrica (9.1.2) això és que

lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = 𝐿

on 𝐿 és un nombre real.
Per la definició de Definicions (1.2.3) tenim que per a tot 𝛿1 > 0 real existeix un 𝑁

tal que �����𝑁−1∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 − 𝐿
����� < 𝛿1
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i de nou per la definició de Definicions (1.2.3) tenim que per a tot 𝜀 > 0 real existeix
un 𝛿2 > 0 real tal que 𝛿1 − 𝛿2 < 𝜀 i que existeix un 𝑀 natural satisfent����� 𝑀∑︁

𝑛=1
𝑎𝑛 − 𝐿

����� < 𝛿2.

Per tant trobem �����𝑁−1∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 − 𝐿
����� −

����� 𝑀∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 − 𝐿
����� < 𝛿1 − 𝛿2

i per la desigualtat triangular tenim que����� 𝑀∑︁
𝑛=𝑁

𝑎𝑛

����� =
�����𝑁−1∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 −
𝑀∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

�����
=

�����𝑁−1∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 − 𝐿 −
𝑀∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 + 𝐿
�����

≤
�����𝑁−1∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 − 𝐿
����� −

����� 𝑀∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 − 𝐿
�����

< 𝛿1 − 𝛿2 < 𝜀. □

Corol.lari 9.1.5. Sigui
∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛 una sèrie convergent. Aleshores

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0.

Demostració. Per la Convergència d’una sèrie numèrica (9.1.4) tenim que per a
tot 𝜀 > 0 existeix un 𝑛0 natural tal que per a tot 𝑁 i 𝑀 naturals amb 𝑁 ,𝑀 ≥ 𝑛0 tenim����� 𝑀∑︁

𝑛=𝑁

𝑎𝑛

����� < 𝜀.
En particular, si triem 𝑀 = 𝑁 + 1, tenim |𝑎𝑛 | < 𝜀 per a tot 𝑛 > 𝑛0, i per la definició de
Definicions (1.2.3) veiem que lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 0, com volíem veure. □

Exemple 9.1.6 (Sèrie harmònica). Sigui 𝛼 un nombre real. Volem estudiar la
convergència de la sèrie

∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛𝛼
. (9.2)

Solució. Observem que si 𝛼 ≤ 0 tenim que

lim
𝑛→∞

1
𝑛𝛼

= ∞

i pel corol.lari 9.1.5 tenim que la sèrie és divergent.
Suposem que 0 < 𝛼 ≤ 1. Definim la successió

𝑆𝑁 =

𝑁∑︁
𝑛=1

1
𝑛𝛼
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i tenim que

𝑆2𝑁 = 1 + 1
2𝛼
+ 1

3𝛼
+ · · · + 1

2𝑁𝛼

≥ 1 + 1
2𝛼
+ 2

4𝛼
+ · · · + 2𝑁−1

2𝑁𝛼

= 1 +
𝑁−1∑︁
𝑛=0

2𝑛

2(𝑛+1)𝛼
= 1 + 1

2𝛼
𝑁−1∑︁
𝑛=0

2𝑛(1−𝛼) .

Ara bé, tenim que 1 − 𝛼 ≥ 0, i per tant trobem

lim
𝑁→∞

1 + 1
2𝛼

𝑁−1∑︁
𝑛=0

2𝑛(1−𝛼) = ∞,

i tenim que lim𝑁→∞ 𝑆2𝑁 = ∞ i per la definició de Convergència d’una sèrie numèrica
(9.1.2) trobem que

∑∞
𝑛=1

1
𝑛𝛼

és divergent.
Veiem ara el cas 𝛼 > 1. Definim de nou la successió

𝑆𝑁 =

𝑁∑︁
𝑛=1

1
𝑛𝛼
.

Tenim que

𝑆2𝑁 = 1 + 1
2𝛼
+ 1

3𝛼
+ · · · + 1

2𝑁𝛼

≤ 1 + 1
2𝛼
+ 2

4𝛼
+ · · · + 2𝑁−1

2𝑁𝛼

=
1

2𝑁𝛼
+
𝑁−1∑︁
𝑛=0

2𝑛

2𝑛𝛼

=
1

2𝑁𝛼
+
𝑁−1∑︁
𝑛=0

2(1−𝛼)𝑛

=
1

2𝑁𝛼
+ 1 − 2(1−𝛼)𝑁

1 − 21−𝛼 (9.1.3)

i tenim que

lim
𝑁→∞

1
2𝑁𝛼

+ 1 − 2(1−𝛼)𝑁

1 − 21−𝛼 =
1

1 − 21−𝛼 .

Per tant tenim que la successió (𝑆𝑁 ) està fitada, i degut a que 𝑆𝑁+1 = 𝑆𝑁 + 1
(𝑁+1)𝛼

tenim que és creixen i pel Teoremes (1.2.16) tenim que és convergent. Per tant per
la definició de Convergència d’una sèrie numèrica (9.1.2) tenim que la sèrie (9.2) és
convergent.

Per tant tenim que la sèrie
∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛𝛼

és convergent si i només si 𝛼 > 1. ♢
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9.1.2 Sèries de termes positius
Definició 9.1.7 (Sèrie de termes positius). Sigui

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie numèrica tal

que 𝑎𝑛 > 0 per a tot 𝑛 natural. Aleshores direm que
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és una sèrie de termes

positius.

Notació 9.1.8. Sigui
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie de termes positius. Aleshores escriurem

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 <

∞ si
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent i

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 = ∞ si

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és divergent

Lema 9.1.9. Siguin
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie de termes positius,

∑∞
𝑛=0 𝑏𝑛 una sèrie de termes

positius convergent, 𝐾 un nombre real i 𝑛0 un natural tal que per a tot 𝑛 > 𝑛0 es
satisfà 𝑎𝑛 ≤ 𝐾𝑏𝑛. Aleshores tenim que

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent.

Demostració. Tenim que

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 =

𝑛0−1∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 +
𝑁∑︁
𝑛=𝑛0

𝑎𝑛

≤
𝑛0−1∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 + 𝐾
𝑁∑︁
𝑛=𝑛0

𝑏𝑛

i per la definició de Convergència d’una sèrie numèrica (9.1.2) tenim que la sè-
rie 𝐾

∑𝑁
𝑛=𝑛0 𝑏𝑛 és convergent i, de nou per la definició de Convergència d’una sèrie

numèrica (9.1.2), tenim que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent, com volíem veure. □

Teorema 9.1.10 (Criteri de comparació). Siguin
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 i

∑∞
𝑛=0 𝑏𝑛 dues sèries de

termes positius i
lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
= 𝐿

tals que

1. 𝐿 ≠ 0 i 𝐿 ≠ ∞. Aleshores
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent si i només si

∑∞
𝑛=0 𝑏𝑛 és

convergent.

2. 𝐿 = 0 i
∑∞
𝑛=0 𝑏𝑛 és convergent. Aleshores

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent.

3. 𝐿 = ∞ i
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent. Aleshores

∑∞
𝑛=0 𝑏𝑛 és convergent.

Demostració. Comencem veient el punt (1). Suposem que 𝐿 ≠ 0 ó 𝐿 ≠ ∞. Observem
que 𝐿 > 0. Per tant prenem un 𝜀 > 0 tal que 𝐿 − 𝜀 > 0. Per la definició de Definicions
(1.2.3) tenim que existeix un natural 𝑛0 tal que per a tot 𝑛 > 𝑛0 es satisfà����𝑎𝑛𝑏𝑛 − 𝐿

���� < 𝜀.
Per tant tenim que per a tot 𝑛 > 𝑛0

𝑙 − 𝜀 < 𝑎𝑛

𝑏𝑛
< 𝑙 + 𝜀.

Suposem que
∑∞
𝑛=0 𝑏𝑛 és convergent. Aleshores tenim

𝑏𝑛 (𝑙 − 𝜀) < 𝑎𝑛 < 𝑏𝑛 (𝑙 + 𝜀),

i pel lema 9.1.9 trobem que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent.
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Suposem ara que
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent. Aleshores tenim

𝑎𝑛

𝐿 − 𝜀 < 𝑏𝑛 <
𝑎𝑛

𝐿 + 𝜀 ,

i pe lema 9.1.9 trobem que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑏𝑛 és convergent.

Veiem ara el punt (2). Suposem doncs que 𝐿 = 0 i que
∑∞
𝑛=0 𝑏𝑛 és convergent. Per

la definició de Definicions (1.2.3) tenim que per a tot 𝜀 > 0 existeix un natural 𝑛0 tal
que ����𝑎𝑛𝑏𝑛

���� < 𝜀,
i això és equivalent a

𝑎𝑛 < 𝜀𝑏𝑛

i pel lema 9.1.9 trobem que la sèries
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent.

Veiem ara el punt (3). Suposem doncs que 𝐿 = ∞ i que
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent.

Tenim que
lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝑎𝑛
= 0,

i per tant pel punt (2) tenim que
∑∞
𝑛=0 𝑏𝑛 és convergent. □

Exemple 9.1.11. Considerem la sèrie

∞∑︁
𝑛=1

(
1 + 1

𝑛

)3
3−𝑛.

Volem estudiar si aquesta sèrie és convergent o divergent.

Solució. Definim

𝑎𝑛 =

(
1 + 1

𝑛

)3
3−𝑛 i 𝑏𝑛 =

1
3𝑛

Observem que per a tot 𝑛 natural tenim 𝑎𝑛 > 0 i 𝑏𝑛 > 0, i per la definició de Sèries
de termes positius (9.1.7) tenim que les sèries

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 i

∑∞
𝑛=0 són sèries de termes

positius.
Considerem el límit

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
= lim
𝑛→∞

(
1 + 1

𝑛

)3
3−𝑛

3−𝑛

= lim
𝑛→∞

(
1 + 1

𝑛

)3
= 1.

Ara bé, per l’exercici 9.1.3 tenim que la sèrie
∑∞
𝑛=0

1
3𝑛 és convergent, ja que−1 < 1

3 <
1, i pel Sèries de termes positius (9.1.10) trobem que la sèrie

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent. ♢

9.1.3 Criteris de convergència
Proposició 9.1.12 (Criteri de l’arrel). Siguin

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie de termes positius i

lim
𝑛→∞

𝑛
√
𝑎𝑛 = 𝐿

tal que
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1. 𝐿 < 1. Aleshores la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent.

2. 𝐿 > 1. Aleshores la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és divergent.

Demostració. Comencem veient el punt (1). Suposem doncs que 𝐿 < 1. Prenem
un 𝜀 > 0 tal que 𝐿 + 𝜀 < 1. Per la definició de Definicions (1.2.3) tenim que existeix
un natural 𝑛0 tal que per a tot 𝑛 > 𝑛0 es satisfà�� 𝑛

√
𝑎𝑛 − 𝐿

�� < 𝜀,
i per tant per a tot 𝑛 > 𝑛0 tenim

𝑛
√
𝑎𝑛 < 𝐿 + 𝜀,

i per tant
𝑎𝑛 < (𝐿 + 𝜀)𝑛.

Ara bé, tenim que 𝐿 + 𝜀 < 1, per tant per l’exercici 9.1.3 tenim que
∑∞
𝑛=0 (𝐿 + 𝜀)𝑛 és

convergent, i per tant pel lema 9.1.9 tenim que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent.

Veiem ara el punt (2). Suposem doncs que 𝐿 > 1. Prenem 𝜀 > 0 tal que 𝐿 − 𝜀 > 1.
Per la definició de Definicions (1.2.3) tenim que existeix un natural 𝑛0 tal que per a
tot 𝑛 > 𝑛0 es satisfà �� 𝑛

√
𝑎𝑛 − 𝐿

�� < 𝜀,
i per tant

𝐿 − 𝜀 < 𝑛
√
𝑎𝑛 .

Ara bé, tenim que 𝐿−𝜀 > 1, per tant per l’exercici 9.1.3 tenim que la sèrie
∑∞
𝑛=0 (𝐿−𝜀)𝑛

és divergent, i per tant pel lema 9.1.9 tenim que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és divergent. □

Exemple 9.1.13. Siguin 𝛼 ≥ 0 i 𝛽 ≥ 0 dos reals. Considerem la sèrie numèrica
∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝛽𝛼𝑛.

Volem estudiar la convergència d’aquesta sèrie en funció dels valors de 𝛼 i 𝛽.

Solució. Definim
𝑎𝑛 = 𝑛

𝛽𝛼𝑛.

Observem primer que 𝑎𝑛 > 0 per a tot 𝑛 natural. Per tant per la definició de Sèries
de termes positius (9.1.7) tenim que

∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛 és una sèrie de termes positius. Veiem

també que si 𝛼 = 1 tenim
∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝛽 ,

i com que 𝛽 ≥ 0 la sèrie és divergent.
Considerem el límit

lim
𝑛→∞

𝑛
√
𝑎𝑛 = lim

𝑛→∞
𝑛
√
𝑛𝛽𝛼𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑛
√
𝑛𝛽

𝑛
√
𝛼𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑛
√
𝑛
𝛽
𝛼 = 𝛼.

Per tant, pel Criteris de convergència (9.1.12) tenim que la sèrie és convergent quan𝛼 > 1
i divergent quan 𝛼 ≤ 1.

♢
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Proposició 9.1.14 (Criteri del quocient). Siguin
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie de termes positius i

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

= 𝐿

tal que

1. 𝐿 < 1. Aleshores la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent.

2. 𝐿 > 1. Aleshores la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és divergent.

Demostració. Comencem veient el punt (1). Suposem doncs que 𝐿 < 1. Prenem
un 𝜀 > 0 tal que 𝐿 + 𝜀 < 1. Aleshores per la definició de Definicions (1.2.3) tenim que
existeix un 𝑛0 tal que per a tot 𝑛 > 𝑛0 es satisfà����𝑎𝑛+1𝑎𝑛

− 𝐿
���� < 𝜀,

i per tant per a tot 𝑛 > 𝑛0 tenim
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

< 𝐿 + 𝜀,

i per tant
𝑎𝑛+1 < (𝐿 + 𝜀)𝑎𝑛

i trobem

𝑎𝑛+1 < (𝐿 + 𝜀)𝑎𝑛
< (𝐿 + 𝜀)2𝑎𝑛−1

...

< (𝐿 + 𝜀)𝑛−𝑛0+1𝑎𝑛0 .

Ara bé, com que 𝐿 + 𝜀 < 1 tenim per l’exemple 9.1.3 que la sèrie
∑∞
𝑛=0 (𝐿 + 𝜀)𝑛 és

convergent, i pel lema 9.1.9 trobem que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent.

Veiem ara el punt (2). Suposem doncs que 𝐿 > 1. Prenem un 𝜀 > 0 tal que 𝐿−𝜀 > 1.
Aleshores per la definició de Definicions (1.2.3) tenim que existeix un 𝑛0 natural tal
que per a tot 𝑛 > 𝑛0 es satisfà ����𝑎𝑛+1𝑎𝑛

− 𝐿
���� < 𝜀,

i per tant per a tot 𝑛 > 𝑛0 tenim

𝐿 − 𝜀 < 𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

i per tant
(𝐿 − 𝜀)𝑎𝑛 < 𝑎𝑛+1

i trobem

𝑎𝑛+1 > (𝐿 − 𝜀)𝑎𝑛
> (𝐿 − 𝜀)2𝑎𝑛−1

...

> (𝐿 − 𝜀)𝑛−𝑛0+1𝑎𝑛0 .
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Ara bé, com que 𝐿 − 𝜀 > 1 tenim que

lim
𝑛→∞
(𝐿 − 𝜀)𝑛 = ∞,

i per tant trobem
lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = ∞

i tenim que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és divergent, com volíem veure. □

Lema 9.1.15. Siguin 𝑥 i 𝛼 dos nombres reals no negatius. Aleshores

1 − 𝛼
𝑥
≤

(
1 − 1

𝑥 + 1

)𝛼
.

Demostració. :( □

Proposició 9.1.16 (Criteri de Raabe). Siguin
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie de termes positius i

lim
𝑛→∞

𝑛

(
1 − 𝑎𝑛+1

𝑎𝑛

)
= 𝐿

tal que

1. 𝐿 > 1. Aleshores la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent.

2. 𝐿 < 1. Aleshores la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és divergent.

Demostració. Comencem veient el cas (1). Suposem doncs que 𝐿 > 1. Prenem
un 𝜀 > 0 tal que 𝐿 − 𝜀 > 1. Aleshores per la definició de Definicions (1.2.3) tenim que
existeix un 𝑛0 natural tal que per a tot 𝑛 > 𝑛0 es satisfà����𝑛(1 − 𝑎𝑛+1𝑎𝑛

)
− 𝐿

���� < 𝜀,
i per tant per a tot 𝑛 > 𝑛0 tenim

𝐿 − 𝜀 < 𝑛
(
1 − 𝑎𝑛+1

𝑎𝑛

)
,

i per tant

𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛

(
1 − 𝐿 − 𝜀

𝑛

)
.

Aleshores, pel lema 9.1.15 trobem que

𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛

(
1 − 1

𝑛 + 1

)𝐿−𝜀
i tenim

𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛
( 𝑛

𝑛 + 1

)𝐿−𝜀
. (9.3)
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Podem aplicar la desigualtat (9.3) recursivament per obtenir

𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛
( 𝑛

𝑛 + 1

)𝐿−𝜀
< 𝑎𝑛−1

(
𝑛 − 1
𝑛

𝑛

𝑛 + 1

)𝐿−𝜀
...

< 𝑎𝑛0

(
𝑛0

𝑛0 + 1
𝑛0 + 1
𝑛0 + 2

. . .
𝑛 − 1
𝑛

𝑛

𝑛 + 1

)𝐿−𝜀
i per tant trobem

𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛0

( 𝑛0
𝑛 + 1

)𝐿−𝜀
,

i com que 𝐿 − 𝜀 > 1 trobem per l’exemple 9.1.6 que la sèrie
∞∑︁
𝑛=0

(
1

𝑛 + 1

)𝐿−𝜀
és convergent, i pel lema 9.1.9 tenim que la sèrie

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent.

Veiem ara el punt (2). Suposem doncs que 𝐿 < 1. □

Exemple 9.1.17. Sigui 𝛼 > 0 un nombre real. Considerem la sèrie numèrica
∞∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛𝑛!
𝑛𝑛

. (9.4)

Volem estudiar la convergència d’aquesta sèrie en funció del valor de 𝛼.

Solució. Considerem el límit

lim
𝑛→∞

𝛼𝑛+1 (𝑛+1)!
(𝑛+1)𝑛+1
𝛼𝑛𝑛!
𝑛𝑛

= lim
𝑛→∞

𝛼𝑛+1 (𝑛 + 1)!𝑛𝑛
𝛼𝑛𝑛!(𝑛 + 1)𝑛+1

= lim
𝑛→∞

𝛼(𝑛 + 1)!𝑛𝑛
(𝑛 + 1)!(𝑛 + 1)𝑛

= 𝛼 lim
𝑛→∞

( 𝑛

𝑛 + 1

)𝑛
=
𝛼

e
Per tant, si 𝛼 > e tenim que 𝛼

e > 1, i pel Criteris de convergència (9.1.14) trobem que
la sèrie és divergent. Si 𝛼 < e aleshores 𝛼

e < 1 i pel Criteris de convergència (9.1.14)
trobem que la sèrie és convergent.

Estudiem el cas 𝛼 = e. Considerem el límit

lim
𝑛→∞

𝑛
©«1 −

e𝑛+1 (𝑛+1)!
(𝑛+1)𝑛+1

e𝑛𝑛!
𝑛𝑛

ª®¬ = lim
𝑛→∞

𝑛

(
1 − e𝑛+1 (𝑛 + 1)!𝑛𝑛

𝑒𝑛𝑛!(𝑛 + 1)𝑛+1

)
= lim
𝑛→∞

𝑛

(
1 − e

(𝑛 + 1)!𝑛𝑛
(𝑛 + 1)!(𝑛 + 1)𝑛

)
= lim
𝑛→∞

𝑛

(
1 − e

( 𝑛

𝑛 + 1

)𝑛)
= lim
𝑛→∞

𝑛(1 − 𝑒2) = −∞
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i pel Criteris de convergència (9.1.16) trobem que la sèrie (9.4) és divergent quan 𝛼 = 𝑒.
Per tant la sèrie

∞∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛𝑛!
𝑛𝑛

és convergent si i només si 𝛼 < e. ♢

Proposició 9.1.18 (Criteri de condensació). Sigui
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie de termes po-

sitius amb (𝑎𝑛)𝑛∈N decreixent. Aleshores
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent si i només si la

sèrie
∑∞
𝑛=0 2𝑛𝑎2𝑛 és convergent.

Demostració. Comencem veient que la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem que la
sèrie

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent i definim

𝑆𝑁 =

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 i 𝑇𝑁 =

𝑁∑︁
𝑛=0

2𝑛𝑎2𝑛 .

Per la definició de Convergència d’una sèrie numèrica (9.1.2) tenim que existeix un
real 𝐶 tal que per a tot 𝑁 natural

𝑆𝑁 ≤
𝐶

2
(9.5)

Aleshores tenim que la successió 𝑇𝑁 és creixent, ja que (2𝑛)𝑛∈N és una successió de
termes positius creixent i (𝑎𝑛) és, per hipòtesi, una successió de termes positius.

Veiem ara que 𝑇 (𝑁) està fitada. Tenim que

𝑇𝑁 = 2𝑎2 + 4𝑥4 + 8𝑥6 + · · · + 2𝑁𝑎2𝑁

= 2(𝑎2 + 2𝑎4 + 4𝑎6 + · · · + 2𝑁−1𝑎2𝑁 )
≤ 2(𝑎2 + (𝑎3 + 𝑎4) + (𝑎5 + 𝑎6 + 𝑎7 + 𝑎8) + · · · + (𝑎2𝑁−1 + · · · + 𝑎2𝑁 ))
= 2𝑆2𝑁 ≤ 𝐶 (9.5)

i per tant la successió 𝑇𝑁 és creixent i està fitada, i per tant és convergent, i per la
definició de Convergència d’una sèrie numèrica (9.1.2) trobem que la sèrie

∞∑︁
𝑛=0

2𝑛𝑎2𝑛

és convergent.
Veiem ara que la condició és necessària (⇐= ). Suposem doncs que la sèrie

∞∑︁
𝑛=0

2𝑛𝑎2𝑛

és convergent. Definim

𝑆𝑁 =

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 i 𝑇𝑁 =

𝑁∑︁
𝑛=0

2𝑛𝑎2𝑛 ,

i com que, per hipòtesi, la sèrie
∑∞
𝑛=0 2𝑛𝑎2𝑛 és convergent tenim que existeix un real 𝐶

tal que per a tot 𝑁 es satisfà
𝑇 (𝑁) ≤ 𝐶 (9.6)
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Aleshores, com que per hipòtesi la successió 𝑎𝑛 és decreixent, tenim que

𝑆𝑁 = 𝑎1 + (𝑎2 + 𝑎3+) + (𝑎4 + · · · + 𝑎7) + · · · + 𝑎𝑁
≤ 𝑎1 + 2𝑥2 + 8𝑎8 + · · · + 2𝑁𝑎𝑁
= 𝑎1 + 𝑇 (𝑁) ≤ 𝑎1 + 𝐶. (9.6)

Per tant tenim que la successió (𝑆𝑁 ) és acotada, i com que per hipòtesi la successió (𝑎𝑛)
és una successió de termes positius trobem que la sèrie 𝑆𝑁 és creixent, i per tant
convergent, i per la definició de Convergència d’una sèrie numèrica (9.1.2) trobem que
la sèrie

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛

és convergent, com volíem veure. □

Proposició 9.1.19 (Criteri logarítmic). Siguin
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie de termes positius i

lim
𝑛→∞

log
(

1
𝑎𝑛

)
log(𝑛) = 𝐿

tal que

1. 𝐿 > 1. Aleshores la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent.

2. 𝐿 < 1. Aleshores la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és divergent.

Demostració. Comencem veient el punt (2). Suposem doncs que 𝐿 > 1. Prenem
un 𝜀 > 0 tal que 𝐿 − 𝜀 > 1. Aleshores per la definició de Definicions (1.2.3) tenim que
existeix un natural 𝑛0 tal que per a tot 𝑛 > 𝑛0 es satisfà�������

log
(

1
𝑎𝑛

)
log(𝑛) − 𝐿

������� < 𝜀,
i per tant per a tot 𝑛 > 𝑛0 tenim

𝐿 − 𝜀 <
log

(
1
𝑎𝑛

)
log(𝑛) ,

i per tant

(𝐿 − 𝜀) log(𝑛) < log
(

1
𝑎𝑛

)
o, equivalentment,

log
(
𝑛𝐿−𝜀

)
< log

(
1
𝑎𝑛

)
i tenim que

𝑛𝐿−𝜀 <
1
𝑎𝑛
.

Per tant,
𝑎𝑛 >

1
𝑛𝐿−𝜀
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Ara bé, com que per hipòtesi 𝐿 − 𝜀 > 1, per l’exercici 9.1.6 trobem que la sèrie

∞∑︁
𝑛=0

1
𝑛𝐿−𝜀

és convergent, i pel lemma 9.1.9 trobem que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent.

Veiem ara el punt (1). Suposem doncs que 𝐿 < 1. Prenem un 𝜀 > 0 tal que 𝐿+𝜀 < 1.
Per la definició de Definicions (1.2.3) tenim que existeix un natural 𝑛0 tal que per a
tot 𝑛 > 𝑛0 es satisfà �������

log
(

1
𝑎𝑛

)
log(𝑛) − 𝐿

������� < 𝜀,
i per tant trobem que

log
(

1
𝑎𝑛

)
log(𝑛) < 𝜀 + 𝐿,

o equivalentment,

log
(

1
𝑎𝑛

)
< (𝜀 + 𝐿) log(𝑛)

i tenim que

log
(

1
𝑎𝑛

)
< log

(
𝑛𝜀+𝐿

)
i per tant

1
𝑎𝑛

< 𝑛𝜀+𝐿

i trobem
𝑎𝑛 >

1
𝑛𝜀+𝐿

. (9.7)

Ara bé, com que per hipòtesi 𝐿 + 𝜀 < 1, per l’exemple 9.1.6 que la sèrie

∞∑︁
𝑛=0

1
𝑛𝐿+𝜀

és divergent, i pel lema 9.1.9 i (9.7) tenim que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és divergent. □

Exemple 9.1.20. Sigui 𝛼 un real. Volem estudiar per a quins valors de 𝛼 > 0 la sèrie

∞∑︁
𝑛=1

1
𝛼log(𝑛) (9.8)

és convergent.

Solució. Considerem el límit

lim
𝑛→∞

log
(
𝛼log(𝑛) )

log(𝑛) = lim
𝑛→∞

log(𝑛) log(𝛼)
log(𝑛)

= log(𝛼) lim
𝑛→∞

log(𝑛)
log(𝑛) = log(𝛼).
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Per tant, pel Criteris de convergència (9.1.19) trobem que si 𝛼 > e la sèrie (9.8) és
convergent, i si 𝛼 < e la sèrie (9.8) és convergent. Estudiem el cas 𝛼 = e. Això és la
sèrie

∞∑︁
𝑛=1

1
elog(𝑛) =

∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛
,

i per l’exercici 9.1.6 trobem que és divergent.
Per tant, la sèrie (9.8) és convergent quan 𝛼 > e i divergent quan 𝛼 ≤ e. ♢

Lema 9.1.21 (Criteri de la integral). Sigui 𝑓 : [1,∞) −→ (0,∞) una funció decreixent.
Aleshores la sèrie

∑∞
𝑛=1 𝑓 (𝑛) és convergent si i només si existeix un real 𝐶 > 0 tal que

per a tot 𝑁 natural es satisfà
∫ 𝑁
1 𝑓 (𝑥) d𝑥 ≤ 𝐶.

Demostració. Comencem veient que la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem doncs
que la sèrie

∑∞
𝑛=1 𝑓 (𝑛) és convergent. Com que, per hipòtesi, la sèrie és de termes

positius, per la definició de Convergència d’una sèrie numèrica (9.1.2) tenim que
existeix un real 𝐶 tal que per a tot 𝑁 natural es satisfà

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑓 (𝑛) ≤ 𝐶.

Considerem la integral ∫ 𝑁

1
𝑓 (𝑥) d𝑥.

Com que per hipòtesi la funció 𝑓 és decreixent trobem que∫ 𝑁

1
𝑓 (𝑥) d𝑥 ≤ (2 − 1) 𝑓 (1) + (3 − 2) 𝑓 (2) + · · · + (𝑁 − (𝑁 − 1)) 𝑓 (𝑁 − 1)

= 𝑓 (1) + 1 𝑓 (2) + · · · + 1 𝑓 (𝑁 − 1)

=

𝑁−1∑︁
𝑛=1

𝑓 (𝑛) ≤ 𝐶,

i hem acabat.
Veiem ara que la condició és necessària (⇐= ). Suposem doncs que existeix un

real 𝐶 > 0 tal que per a tot 𝑁 natural es satisfà∫ 𝑁

1
𝑓 (𝑥) d𝑥 ≤ 𝐶.

Tenim doncs que per a tot 𝑁 natural

𝐶 ≥
∫ 𝑁

1
𝑓 (𝑥) d𝑥

≥ (1 − 0) 𝑓 (1) + (2 − 1) 𝑓 (2) + · · · + (𝑁 + 1 − 𝑁) 𝑓 (𝑁)
= 𝑓 (1) + 1 𝑓 (2) + · · · + 1 𝑓 (𝑁)

=

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑓 (𝑛),

i per la definició de Convergència d’una sèrie numèrica (9.1.2) trobem que la sè-
rie

∑∞
𝑛=1 𝑓 (𝑛) és convergent. □
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9.1.4 Sèries alternades
Definició 9.1.22 (Sèrie alternada). Sigui (𝑎𝑛)𝑛∈N una sèrie de termes positius. Alesho-
res direm que la sèrie

∞∑︁
𝑛=0
(−1)𝑛𝑎𝑛

és la sèrie alternada de (𝑎𝑛)𝑛∈N.

Teorema 9.1.23 (Criteri de Leibniz). Siguin (𝑎𝑛)𝑛∈N una sèrie de termes positius
decreixent amb

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0.

Aleshores la sèrie alternada de (𝑎𝑛)𝑛∈N és convergent.

Demostració. Definim

𝑆𝑁 =

𝑁∑︁
𝑛=0
(−1)𝑛𝑎𝑛 (9.9)

i considerem les parcials

𝑆2𝑁+1 =

2𝑁+1∑︁
𝑛=0
(−1)𝑛𝑎𝑛 i 𝑆2𝑁 =

2𝑁∑︁
𝑛=0
(−1)𝑛𝑎𝑛.

Tenim que
𝑆2(𝑁+1)+1 = 𝑆2𝑁+1 − 𝑎2𝑁+2 + 𝑎2𝑁+3,

i com que, per hipòtesi, la successió (𝑎𝑛) és decreixent trobem que

𝑆2(𝑁+1)+1 ≤ 𝑆2𝑁+1,

i per tant la successió (𝑆2𝑁+1)𝑁 ∈N és decreixent. També tenim que

𝑆2(𝑁+1) = 𝑆2𝑁 + 𝑎2𝑁+1 − 𝑎2𝑁+2,

i de nou, com que la successió (𝑎𝑛) és decreixent trobem que

𝑆2(𝑁+1) ≥ 𝑆2𝑁 ,

i per tant la successió (𝑆2𝑁 )𝑁 ∈N és creixent.
Ara bé, com que per hipòtesi la successió (𝑎𝑛) és de termes positius tenim que

𝑆2𝑁+1 − 𝑆2𝑁 = 𝑎2𝑁+1 ≥ 0,

i per tant 𝑆2𝑁+1 < 𝑆2𝑁 . Així trobem que

𝑎1 − 𝑎2 = 𝑆2 (9.9)
≤ 𝑆2𝑁

< 𝑆2𝑁+1

≤ 𝑆1 = 𝑎1,

i tenim que
lim
𝑁→∞

(𝑆2𝑁+1 − 𝑆2𝑁 ) = lim
𝑁→∞

𝑎2𝑁+1,

165



9. Sèries

i com que per hipòtesi
lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0

tenim que
lim
𝑁→∞

𝑆2𝑁+1 = lim
𝑁→∞

𝑆2𝑁 . (9.10)

Per tant tenim que (𝑆2𝑁+1) és una successió superiorment acotada i creixent, i per
tant convergent, i (𝑆2𝑁 ) és una successió inferiorment acotada i decreixent, i per
tant convergent. També tenim per (9.10) que tenen el mateix límit, i per tant la
successió (𝑆𝑁 ) és convergent, i per la definició de Convergència d’una sèrie numèrica
(9.1.2) trobem que la sèrie

∑∞
𝑛=0 (−1)𝑛𝑎𝑛 és convergent, com volíem veure. □

Exemple 9.1.24 (Sèrie harmònica alternada). Sigui 𝛼 un real. Volem estudiar per a
quins valors de 𝛼 la sèrie

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
𝑛𝛼

(9.11)

és convergent.

Solució. Si 𝛼 ≤ 0 tenim que el límit

lim
𝑛→∞

(−1)𝑛
𝑛𝛼

és divergent, i pel corol.lari 9.1.5 trobem que la sèrie és divergent.
Estudiem ara el cas 𝛼 > 0. Si denotem

𝑎𝑛 =
1
𝑛𝛼

tenim que la successió (𝑎𝑛)𝑛∈N és decreixent, i pel Sèries alternades (9.1.23) trobem
que la sèrie és convergent.

Per tant tenim que si 𝛼 > 0 la sèrie (9.11) és convergent, i si 𝛼 ≤ 0 la sèrie és
divergent. ♢

9.1.5 Convergència absoluta d’una sèrie
Definició 9.1.25 (Convergència absoluta). Sigui

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie numèrica tal que la

sèrie
∞∑︁
𝑛=0
|𝑎𝑛 |

sigui convergent. Aleshores direm que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és absolutament convergent.

Proposició 9.1.26. Sigui
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie absolutament convergent. Aleshores la

sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent.

Demostració. Com que, per hipòtesi, la sèrie
∑∞
𝑛=0 |𝑎𝑛 | és convergent tenim per la

Convergència d’una sèrie numèrica (9.1.4) que per a tot 𝜀 > 0 real existeix un 𝑛0
natural tal que per a tot 𝑁 i 𝑀 naturals amb 𝑁, 𝑀 ≥ 𝑛0 i 𝑁 ≤ 𝑀 tenim����� 𝑁∑︁

𝑛=𝑁

|𝑎𝑛 |
����� < 𝜀. (9.12)
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Ara bé, com que |𝑎𝑛 | és no negatiu per a tot 𝑛 natural trobem que����� 𝑁∑︁
𝑛=𝑁

|𝑎𝑛 |
����� = 𝑁∑︁

𝑛=𝑁

|𝑎𝑛 |,

i per la desigualtat triangular tenim que����� 𝑀∑︁
𝑛=𝑁

𝑎𝑛

����� ≤ 𝑀∑︁
𝑛=𝑁

|𝑎𝑛 |

i per (9.12) trobem que per a tot 𝑁 i 𝑀 naturals amb 𝑁, 𝑀 ≥ 𝑛0 i 𝑁 ≤ 𝑀 tenim����� 𝑀∑︁
𝑛=𝑁

𝑎𝑛

����� < 𝜀,
i per la Convergència d’una sèrie numèrica (9.1.4) tenim que la sèrie

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és

convergent. □

Exemple 9.1.27. Volem estudiar la convergència de la sèrie numèrica
∞∑︁
𝑛=1

sin(𝑛)
𝑛3 . (9.13)

Solució. Observem que no tots els termes de la sèrie (9.13) són positius. Per tant no
podem aplicar els criteris de convergència de sèries de termes positius.

Estudiem la convergència absoluta de la sèrie. Per la definició de Convergència
absoluta d’una sèrie (9.1.25) això és estudiar la convergència de la sèrie

∞∑︁
𝑛=1

���� sin(𝑛)𝑛3

����, (9.14)

que podem reescriure com
∞∑︁
𝑛=1

|sin(𝑛) |
𝑛3.

Observem que |sin(𝑛) | ≤ 1. Per tant trobem que
∞∑︁
𝑛=1

���� sin(𝑛)𝑛3

���� ≤ ∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛3 .

Ara bé, tenim per l’exemple 9.1.6 que la sèrie
∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛3

és convergent, i pel lema 9.1.9 trobem que la sèrie (9.14) és convergent.
Per tant, per la definició de Convergència absoluta d’una sèrie (9.1.25) trobem que

la sèrie (9.13) és absolutament convergent, i per la proposició 9.1.26 trobem que la
sèrie (9.13) és convergent. ♢

Exemple 9.1.28. Volem estudiar la convergència i la convergència absoluta de la sèrie
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
𝑛

. (9.15)

Solució. Tenim per l’exemple 9.1.24 que la sèrie (9.15) és convergent, i per l’exemple
9.1.6 trobem que la sèrie (9.15) no és absolutament convergent. ♢
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9.1.6 Sèries del producte de successions
Lema 9.1.29 (Fórmula de sumació parcial d’Abel). Siguin (𝑎𝑛)𝑛∈N i (𝑏𝑛)𝑛∈N dues
sèries numèriques i

𝐴𝑁 =

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛.

Aleshores per a tot naturals 𝑁 i 𝑀 amb 𝑁 ≤ 𝑀 tenim que

𝑀∑︁
𝑛=𝑁

𝑎𝑛𝑏𝑛 = 𝐴𝑀𝑏𝑀 − 𝐴𝑁−1𝑏𝑁 +
𝑀−1∑︁
𝑛=𝑁

𝐴𝑛 (𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1).

Demostració. Tenim que

𝑀∑︁
𝑛=𝑁

𝑎𝑛𝑏𝑛 =

𝑀∑︁
𝑛=𝑁

(𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1)𝑏𝑛

=

𝑀∑︁
𝑛=𝑁

𝐴𝑛𝑏𝑛 −
𝑀∑︁
𝑛=𝑁

𝐴𝑛−1𝑏𝑛

=

𝑀∑︁
𝑛=𝑁

𝐴𝑛𝑏𝑛 −
𝑀−1∑︁
𝑛=𝑁−1

𝐴𝑛𝑏𝑛+1

= 𝐴𝑀𝑏𝑀 − 𝐴𝑁−1𝑏𝑁 +
𝑀−1∑︁
𝑛=𝑁

𝐴𝑛𝑏𝑛 −
𝑀−1∑︁
𝑛=𝑁−1

𝐴𝑛𝑏𝑛+1

= 𝐴𝑀𝑏𝑀 − 𝐴𝑁−1𝑏𝑁 +
𝑀−1∑︁
𝑛=𝑁

𝐴𝑛 (𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1). □

Teorema 9.1.30 (Teorema de Dirichlet). Siguin (𝑎𝑛)𝑛∈N una successió numèrica tal
que existeix un real𝐶 tal que

��∑𝑁
𝑛=0 𝑎𝑛

�� ≤ 𝐶 per a tot 𝑁 natural i (𝑏𝑛)𝑛∈N una successió
numèrica monòtona amb lim𝑛→∞ 𝑏𝑛 = 0. Aleshores la sèrie

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑏𝑛

és convergent.

Demostració. Definim

𝐴𝑁 =

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛.

Per la Sèries del producte de successions (9.1.29) tenim que per a tot naturals 𝑁 i 𝑀
amb 𝑁 < 𝑀

𝑀∑︁
𝑛=𝑁

𝑎𝑛𝑏𝑛 = 𝐴𝑀𝑏𝑀 − 𝐴𝑁−1𝑏𝑁 +
𝑀−1∑︁
𝑛=𝑁

𝐴𝑛 (𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1),

i per la desigualtat triangular tenim que����� 𝑀∑︁
𝑛=𝑁

𝑎𝑛𝑏𝑛

����� ≤ |𝐴𝑀𝑏𝑀 | + |𝐴𝑁−1𝑏𝑁 | +
�����𝑀−1∑︁
𝑛=𝑁

𝐴𝑛 (𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)
�����. (9.16)
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Ara bé, com que per hipòtesi tenim que

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 0,

per la definició de Definicions (1.2.3) trobem que per a tot 𝜀 > 0 real existeix un
natural 𝑛0 tal que per a tot 𝑛 > 𝑛0 tenim

|𝑏𝑛 | <
𝜀

4𝐶
.

Per tant, per a tot 𝑁 > 𝑛0 tenim que

|𝐴𝑀𝑏𝑀 | = |𝑏𝑀 | |𝐴𝑀 |

≤ |𝑏𝑀 |
����� 𝑀∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛

�����
≤ 𝜀

4𝐶
𝐶 =

𝜀

4
,

també tenim

|𝐴𝑀−1𝑏𝑀 | = |𝑏𝑀 | |𝐴𝑀−1 |

≤ |𝑏𝑀 |
�����𝑀−1∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛

�����
≤ 𝜀

4𝐶
𝐶 =

𝜀

4
,

i �����𝑀−1∑︁
𝑛=𝑁

𝐴𝑛 (𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)
����� ≤ 𝑀−1∑︁

𝑛=𝑁

|𝐴𝑛 | |𝑏𝑛 − 𝑏𝑛−1 |

≤
𝑀−1∑︁
𝑛=𝑁

𝐶 |𝑏𝑛 − 𝑏𝑛−1 |

= 𝐶

𝑀−1∑︁
𝑛=𝑁

|𝑏𝑛 − 𝑏𝑛−1 |

= 𝐶 |𝑏𝑁 − 𝑏𝑀 |
≤ 𝐶 (|𝑏𝑁 | + |𝑏𝑀 |)

≤ 𝐶
( 𝜀
4𝐶
+ 𝜀

4𝐶

)
=

2𝜀
4
.

Per (9.16) trobem ����� 𝑀∑︁
𝑛=𝑁

𝑎𝑛𝑏𝑛

����� ≤ 𝜀4 + 𝜀4 + 2𝜀
4
,

i per tant tenim que per a tot 𝜀 > 0 real existeix un natural 𝑛0 tal que per a tot natural 𝑁
i 𝑀 amb 𝑁, 𝑀 ≥ 𝑛0 i 𝑁 ≤ 𝑀 tenim����� 𝑀∑︁

𝑛=𝑁

𝑎𝑛𝑏𝑛

����� ≤ 𝜀,
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i per la Convergència d’una sèrie numèrica (9.1.4) tenim que la sèrie
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑏𝑛

és convergent, com volíem veure. □

Exemple 9.1.31. Volem estudiar la convergència de la sèrie
∞∑︁
𝑛=1

sin(𝑛)
𝑛

.

Solució. Tenim que
e𝑛i = cos(𝑛) + i sin(𝑛).

Per tant tenim que per a tot 𝑁 natural

𝑁∑︁
𝑛=0

e𝑛i =

𝑁∑︁
𝑛=0

cos(𝑛) + i
𝑁∑︁
𝑛=0

sin(𝑛).

Aleshores ����� 𝑁∑︁
𝑛=0

sin(𝑛)
����� ≤

����� 𝑁∑︁
𝑛=0

e𝑛i

�����
=

����� 𝑁∑︁
𝑛=0

(
ei
)𝑛�����

=

�����1 − (
ei)𝑁+1

1 − ei

����� (9.1.3)

≤
����ei − eie𝑁 i

ei − 1

����
=

��ei������1 − e𝑁 i

ei − 1

����
≤

���� 1 + ei

ei − 1

����
≤

1 +
��ei

����ei − 1
�� < 𝐶

per a cert 𝐶 real. També tenim que la successió (𝑛−1)𝑛∈N és monòtonament decreixent
amb

lim
𝑛→∞

1
𝑛
= 0,

i pel Sèries del producte de successions (9.1.30) trobem que la sèrie
∞∑︁
𝑛=1

sin(𝑛)
𝑛

és convergent. ♢
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Teorema 9.1.32 (Criteri d’Abel). Siguin
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie convergent i (𝑏𝑛)𝑛∈N una

successió numèrica monòtona i convergent. Aleshores la sèrie

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑏𝑛

és convergent.

Demostració. Definim

𝐴𝑁 =

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛.

Aleshores tenim que
𝑎𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1 (9.17)

i per tant

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑏𝑛 = 𝐴0𝑏0 +
𝑁∑︁
𝑛=1
(𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1)𝑏𝑛 (9.17)

= 𝐴0𝑏0 + (𝐴1 − 𝐴0)𝑏1 + (𝐴2 − 𝐴1)𝑏2 + · · · + (𝐴𝑁 − 𝐴𝑁−1)𝑏𝑁
= 𝐴0 (𝑏0 − 𝑏1) + 𝐴1 (𝑏1 − 𝑏2) + · · · + 𝐴𝑁−1 (𝑏𝑁−1 − 𝑏𝑁 ) + 𝐴𝑁 𝑏𝑁

= 𝐴𝑁 𝑏𝑁 +
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 (𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1).

Per hipòtesi tenim que
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie convergent, i per la definició de Conver-

gència d’una sèrie numèrica (9.1.2) tenim que existeix un real 𝐿 tal que

lim
𝑁→∞

𝐴𝑁 = 𝐿. (9.18)

També tenim, per hipòtesi, que la successió (𝑏𝑛) és convergent, i per tant existeix un
real 𝑏 tal que

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝑏. (9.19)

Estudiem la convergència absoluta de la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝐴𝑛 (𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1). Com que la

sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent tenim que existeix un real 𝐶 > 0 tal que per a tot 𝑁 natural

es satisfà
|𝐴𝑁 | ≤ 𝐶. (9.20)

Per tant, com que la successió (𝑏𝑛) és monòtona, trobem que

𝑁∑︁
𝑛=0
|𝐴𝑛 (𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1) | ≤

𝑁∑︁
𝑛=0
|𝐶 (𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1) | (9.20)

≤ 𝐶
𝑁∑︁
𝑛=0
|𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1 |

= 𝐶 |𝑏0 − 𝑏𝑁+1 |,

i per (9.19) tenim que

lim
𝑁→∞

𝐶 |𝑏0 − 𝑏𝑁+1 | = 𝐶 |𝑏0 − 𝑏 |,

171



9. Sèries

i per tant la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝐴𝑛 (𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1) és absolutament convergent, i per la proposició

9.1.26 tenim que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝐴𝑛 (𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1) és convergent.

Ara bé, per (9.18) i (9.19) trobem que

lim
𝑁→∞

𝐴𝑁 𝑏𝑁 = 𝐿𝑏,

i per tant tenim que

lim
𝑁→∞

(
𝐴𝑁 𝑏𝑁 +

∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛 (𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)
)
= 𝐿𝑏 + 𝐶 |𝑏0 − 𝑏 |

i per tant

lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑏𝑛 = 𝐿𝑏 + 𝐶 |𝑏0 − 𝑏 |

és convergent, i per la definició de Convergència d’una sèrie numèrica (9.1.2) trobem
que la sèrie

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑏𝑛 és convergent, com volíem veure. □

Exemple 9.1.33. Volem estudiar la convergència de la sèrie

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
𝑛

(
1 + 1

𝑛

)𝑛
. (9.21)

Solució. Tenim que la successió ((
1 + 1

𝑛

)𝑛)
𝑛∈N

és monòtona i convergent, i per l’exercici 9.1.24 trobem que la sèrie

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
𝑛

és convergent. Per tant pel Sèries del producte de successions (9.1.32) tenim que la
sèrie (9.21) és convergent. ♢

9.1.7 Reordenació de sèries
Definició 9.1.34 (Reordenada d’una sèrie). Siguin

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 i

∑∞
𝑛=0 𝑏𝑛 dues sèries tals

que existeix una permutació 𝜎 de N tal que

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝜎 (𝑛) .

Aleshores direm que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑏𝑛 és una reordenada de la sèrie

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛

Lema 9.1.35. Siguin
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie de termes positius convergent i 𝜎 una

permutació de N. Aleshores tenim que

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝜎 (𝑛) ≤
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛.
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Demostració. Fixem un natural 𝑁 i considerem

𝑀 = max{𝜎(1), . . . , 𝜎(𝑁)}

i com que, per la definició de Sèries de termes positius (9.1.7), tenim que 𝑎𝑛 ≥ 0 per a
tot 𝑛 natural trobem que

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑎𝜎 (𝑛) ≤
𝑀∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛,

i per la definició de Convergència d’una sèrie numèrica (9.1.2) trobem que

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝜎 (𝑛) ≤
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛. □

Corol.lari 9.1.36. Siguin
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie de termes positius convergent i 𝜎 una

permutació de N. Aleshores tenim que

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝜎 (𝑛) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛.

Proposició 9.1.37. Siguin
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie absolutament convergent i 𝜎 una permu-

tació de N. Aleshores la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝜎 (𝑛) és absolutament convergent.

Demostració. Per la definició de Convergència absoluta d’una sèrie (9.1.25) tenim que
la sèrie

∞∑︁
𝑛=0
|𝑎𝑛 |

és convergent, i pel corol.lari 9.1.36 trobem que

∞∑︁
𝑛=0

��𝑎𝜎 (𝑛) �� = ∞∑︁
𝑛=0
|𝑎𝑛 |,

i per tant tenim que
∑∞
𝑛=0 𝑎𝜎 (𝑛) és absolutament convergent. □

Notació 9.1.38. Definim

𝑎+𝑛 =

{
𝑎𝑛 si 𝑎𝑛 ≥ 0
0 si 𝑎𝑛 < 0

i 𝑎−𝑛 =

{
0 si 𝑎𝑛 ≥ 0
−𝑎𝑛 si 𝑎𝑛 < 0

Observació 9.1.39. Tenim que

𝑎𝑛 = 𝑎
+
𝑛 − 𝑎−𝑛 i |𝑎𝑛 | = 𝑎+𝑛 + 𝑎−𝑛

Lema 9.1.40. Siguin
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie absolutament convergent i 𝜎 una permutació

de N. Aleshores tenim que
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝜎 (𝑛) .
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Demostració. Aquest enunciat té sentit per la proposició 9.1.37.
Per la definició de Convergència absoluta d’una sèrie (9.1.25) tenim que la sè-

rie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és absolutament convergent si i només si les sèries

∑∞
𝑛=0 𝑎

+
𝑛 i

∑∞
𝑛=0 𝑎

−
𝑛 són

convergents. Per tant trobem que
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 =

∞∑︁
𝑛=0

(
𝑎+𝑛 − 𝑎−𝑛

)
(9.1.39)

=

∞∑︁
𝑛=0

𝑎+𝑛 −
∞∑︁
𝑛=0

𝑎−𝑛

=

∞∑︁
𝑛=0

𝑎+
𝜎 (𝑛) −

∞∑︁
𝑛=0

𝑎−
𝜎 (𝑛) (9.1.36)

=

∞∑︁
𝑛=0

(
𝑎+
𝜎 (𝑛) − 𝑎

−
𝜎 (𝑛)

)
=

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝜎 (𝑛) , (9.1.39)

com volíem veure. □

Lema 9.1.41. Sigui
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sèrie convergent però no absolutament convergent.

Aleshores les sèries
∑∞
𝑛=0 𝑎

+
𝑛 i

∑∞
𝑛=0 𝑎

−
𝑛 són divergents.

Demostració. Per l’observació 9.1.39 tenim que
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 =

∞∑︁
𝑛=0

(
𝑎+𝑛 − 𝑎−𝑛

)
, (9.22)

i per tant
∞∑︁
𝑛=0

𝑎−𝑛 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎+𝑛 −
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛. (9.23)

Suposem que
∑∞
𝑛=0 𝑎

+
𝑛 és convergent. Aleshores per (9.23) tenim que la sè-

rie
∑∞
𝑛=0 𝑎

−
𝑛 és convergent.

Ara bé, per la definició de Convergència absoluta d’una sèrie (9.1.25) tenim
que les sèries

∑∞
𝑛=0 𝑎

+
𝑛 i

∑∞
𝑛=0 𝑎

−
𝑛 són absolutament convergents, i per (9.22) tenim

que
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és absolutament convergent, però això contradiu l’hipòtesi que

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛

no és absolutament convergent. Per tant ha de ser que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎

+
𝑛 és divergent. El

cas en que suposem que
∑∞
𝑛=0 𝑎

+
𝑛 és convergent és anàleg. □

Teorema 9.1.42 (Teorema de la reordenació de sèries de Riemann). Siguin
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛

una sèrie convergent però no absolutament convergent i 𝐿 un nombre real. Aleshores
existeix una permutació 𝜎 de N tal que

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝜎 (𝑛) = 𝐿.

Demostració. Prenem un 𝛼 real. Tenim per hipòtesi que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 una sè-

rie convergent però no absolutament convergent, i pel lema 9.1.41 trobem que les
sèries

∑∞
𝑛=0 𝑎

+
𝑛 i

∑∞
𝑛=0 𝑎

−
𝑛 són divergents.

Definim

𝑆𝑁 =

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑎+𝑛 i 𝑇𝑁 =

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑎−𝑛 .
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Tenim que 𝑆𝑁 no està fitada superiorment i 𝑇𝑁 no està fitada inferiorment. Per tant
tenim que existeix un mínim natural 𝑛1 tal que

𝑆𝑛1 ≥ 𝛼,

i tenim que

𝛼 ≤ 𝑆𝑛1

= 𝑆𝑛1−1 + 𝑎+𝑛1

< 𝛼 + 𝑎+𝑛1 ,

i per tant
𝛼 < 𝛼 + 𝑎+𝑛1 .

També tenim que existeix un mínim natural 𝑚1 tal que

𝑆𝑛1 + 𝑇𝑚1 ≤ 𝛼,

i tenim que

𝛼 ≥ 𝑆𝑛1 − 𝑇𝑚1

= 𝑆𝑛1 − 𝑇𝑚1−1 − 𝑎−𝑚1

> 𝛼 − 𝑎−𝑚1 ,

i per tant
𝛼 > 𝛼 − 𝑎−𝑚1 .

Definim doncs per a tot 𝑖 natural

𝑛𝑖 = min
𝑛>𝑛𝑖−1

{𝑆𝑛 − 𝑇𝑚𝑖−1 ≥ 𝛼} i 𝑚𝑖 = min
𝑚>𝑚𝑖−1

{𝑆𝑛𝑖 − 𝑇𝑚 ≤ 𝛼},

i trobem que

𝛼 ≥ 𝑆𝑛𝑖 − 𝑇𝑛𝑖
= 𝑆𝑛𝑖 − 𝑇𝑚𝑖−1 − 𝑎−𝑚𝑖

≥ 𝛼 − 𝑎−𝑚𝑖
.

Ara bé, tenim per hipòtesi que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 és convergent, i pel corol.lari 9.1.5

tenim que lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 0, i per tant lim𝑛→∞ 𝑎−𝑛 = 0, i pel Teoremes (1.2.17) trobem
que

lim
𝑖→∞

𝑆𝑛𝑖 − 𝑇𝑚𝑖
= 𝛼. □

Teorema 9.1.43 (Teorema de Cauchy). Siguin
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 i

∑∞
𝑛=0 𝑏𝑛 dues sèries absoluta-

ment convergents i (𝑐𝑛)𝑛∈N una successió tal que per a tot (𝑖, 𝑗) de N × N existeix un
únic 𝑛 tal que 𝑐𝑛 = 𝑎𝑖𝑏 𝑗 i tal que per a tot 𝑛 de N existeix un únic (𝑖, 𝑗) de N × N tal
que 𝑐𝑛 = 𝑎𝑖𝑏 𝑗 . Aleshores tenim que

∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛 =

( ∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛

) ( ∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛

)
.

Demostració. □
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9.2 Successions de funcions

9.2.1 Convergència d’una successió de funcions
Definició 9.2.1 (Successió de funcions). Siguin 𝐼 un interval de R i 𝑓𝑖 : 𝐼 −→ R una
funció real per a tot 𝑖 natural. Aleshores direm que ( 𝑓𝑛)𝑛∈N és una successió de funcions
definides en 𝐼.

Definició 9.2.2 (Convergència puntual). Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions
definides en un interval 𝐼 tal que existeix una funció 𝑓 de 𝐼 a R tal que

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 (𝑥) = 𝑓 (𝑥)

per a tot 𝑥 de 𝐼. Aleshores direm que la successió ( 𝑓𝑛) convergeix puntualment a la
funció 𝑓 .

Exemple 9.2.3. Volem estudiar la convergència puntual de la successió de funci-
ons ( 𝑓𝑛)𝑛∈N definida per

𝑓𝑛 (𝑥) =
𝑛𝑥2 + 1
𝑛𝑥 + 1

en l’interval [1, 2].

Solució. Considerem el límit

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 (𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑛𝑥2 + 1
𝑛𝑥 + 1

= lim
𝑛→∞

𝑛𝑥2 + 1
𝑛𝑥 + 1

1
𝑛

1
𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑥2 + 1
𝑛

𝑥 + 1
𝑛

=
𝑥2

𝑥
= 𝑥,

i per la definició de Convergència d’una sèrie de funcions (9.3.2) trobem que la
successió ( 𝑓𝑛) convergeix puntualment a la funció 𝑓 (𝑥) = 𝑥. ♢

9.2.2 Convergència uniforme
Definició 9.2.4 (Convergència uniforme). Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions
definides en un interval 𝐼 que convergeix puntualment a una funció 𝑓 tal que per a
tot 𝜀 > 0 real existeix un 𝑛0 natural tal que per a tot 𝑛 > 𝑛0 es satisfà

sup
𝑥∈𝐼
| 𝑓𝑛 (𝑥) − 𝑓 (𝑥) | < 𝜀.

Aleshores direm que la successió ( 𝑓𝑛)𝑛∈N convergeix uniformement a 𝑓 i ho denotarem
com 𝑓𝑛 ⇒ 𝑓 .

Observació 9.2.5. Una successió de funcions ( 𝑓𝑛)𝑛∈N sobre un interval 𝐼 convergeix
uniformement a una funció 𝑓 si i només si

lim
𝑛→∞

sup
𝑥∈𝐼
| 𝑓𝑛 (𝑥) − 𝑓 (𝑥) | = 0.
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Demostració. Per la definició de Definicions (1.2.3). □

Exemple 9.2.6. Volem estudiar la convergència uniforme de la successió de funci-
ons ( 𝑓𝑛)𝑛∈N definida per

𝑓𝑛 (𝑥) =
𝑛𝑥2 + 1
𝑛𝑥 + 1

en l’interval [1, 2].

Demostració. Per l’exercici 9.2.3 tenim que la successió de funcions ( 𝑓𝑛) convergeix
puntualment a la funció 𝑓 (𝑥) = 𝑥 en l’interval [1, 2]. Considerem el límit

lim
𝑛→∞

sup
𝑥∈[1,2]

| 𝑓𝑛 (𝑥) − 𝑓 (𝑥) | = lim
𝑛→∞

sup
𝑥∈[1,2]

����𝑛𝑥2 + 1
𝑛𝑥 + 1

− 𝑥
����

= lim
𝑛→∞

sup
𝑥∈[1,2]

����𝑛𝑥2 + 1 − 𝑛𝑥2 − 𝑥
𝑛𝑥 + 1

����
= lim
𝑛→∞

sup
𝑥∈[1,2]

���� 1 − 𝑥
𝑛𝑥 + 1

����
≤ lim
𝑛→∞

sup
𝑥∈[1,2]

1 + |𝑥 |
𝑛𝑥 + 1

≤ lim
𝑛→∞

3
𝑛 + 1

= 0,

i per l’observació 9.2.5 trobem que la successió de funcions ( 𝑓𝑛) convergeix uniforme-
ment a 𝑓 (𝑥) en l’interval [1, 2].

□

Proposició 9.2.7. Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions que convergeixen uni-
formement a una funció 𝑓 . Aleshores la successió ( 𝑓𝑛)𝑛∈N convergeix puntualment
a 𝑓 .

Demostració. □

Teorema 9.2.8 (Condició de Cauchy). Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions sobre
un interval 𝐼. Aleshores la successió ( 𝑓𝑛)𝑛∈N convergeix uniformement a una funció 𝑓

de 𝐼 si i només si per a tot 𝜀 > 0 real existeix un 𝑛0 natural tal que per a tots enters 𝑛
i 𝑚 amb 𝑛0 < 𝑚 < 𝑛 es satisfà

sup
𝑥∈𝐼
| 𝑓𝑛 (𝑥) − 𝑓𝑚 (𝑥) | < 𝜀.

Demostració. □

9.2.3 Continuïtat, integrabilitat i derivabilitat
Teorema 9.2.9. Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions contínues sobre un interval 𝐼
tal que 𝑓𝑛 ⇒ 𝑓 . Aleshores 𝑓 és contínua.

Demostració. □

Teorema 9.2.10. Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions integrables Riemann sobre
un interval 𝐼 tal que 𝑓𝑛 ⇒ 𝑓 . Aleshores 𝑓 és integrable Riemann.
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Demostració. □

Teorema 9.2.11. Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions integrables Riemann sobre
un interval 𝐼 tal que 𝑓𝑛 ⇒ 𝑓 . Aleshores

lim
𝑛→∞

∫
𝐼

𝑓𝑛 (𝑥) d𝑥 =
∫
𝐼

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 (𝑥) d𝑥.

Demostració. □

Teorema 9.2.12. Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions derivables sobre un interval 𝐼
que convergeix uniformement a una funció 𝑓 tal que la successió ( 𝑓 ′𝑛)𝑛∈N convergeix
uniformement a una funció 𝑔. Aleshores tenim que 𝑓 és derivable i que 𝑓 ′ (𝑥) = 𝑔(𝑥).

Demostració. □

9.3 Sèries de funcions

9.3.1 Convergència d’una sèrie de funcions
Definició 9.3.1 (Sèrie de funcions). Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions sobre un
interval 𝐼. Aleshores definim, per a tot 𝑥 de 𝐼,

𝐹 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛 (𝑥)

com la sèrie de funcions de la successió ( 𝑓𝑛)𝑛∈N.

Definició 9.3.2 (Convergència puntual). Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions sobre
un interval 𝐼 i

𝐹𝑁 (𝑥) =
𝑁∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛 (𝑥)

tal que la successió de funcions (𝐹𝑛)𝑛∈N sigui puntualment convergent en 𝐼. Aleshores
direm que la sèrie de funcions de la successió ( 𝑓𝑛)𝑛∈N és convergent puntualment en 𝐼.

Exemple 9.3.3. Exemple de convergència puntual d’una sèrie de funcions.

Solució. ♢

Definició 9.3.4 (Convergència uniforme). Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions
sobre un interval 𝐼 i

𝐹𝑁 (𝑥) =
𝑁∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛 (𝑥)

tal que la successió de funcions (𝐹𝑛)𝑛∈N sigui uniformement convergent en 𝐼. Aleshores
direm que la sèrie de funcions de la successió ( 𝑓𝑛)𝑛∈N és convergent uniformement
en 𝐼.

Exemple 9.3.5. Exemple de convergència uniforme d’una sèrie de funcions.

Solució. ♢
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Teorema 9.3.6 (Condició de Cauchy). Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions sobre
un interval 𝐼. Aleshores la sèrie

∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 (𝑥) és convergent si i només si per a tot 𝜀 > 0

real existeixen enters 𝑁 i 𝑀 amb 𝑁 < 𝑀 tals que

sup
𝑥∈𝐼

����� 𝑀∑︁
𝑛=𝑁

𝑓𝑛 (𝑥)
����� < 𝜀.

Demostració. □

9.3.2 Continuïtat, integrabilitat i derivabilitat

Teorema 9.3.7. Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions contínues sobre un interval 𝐼
tals que la sèrie

∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 (𝑥) convergeixi uniformement a una funció 𝐹 en 𝐼. Aleshores 𝐹

és contínua en 𝐼.

Demostració. □

Teorema 9.3.8. Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions integrables Riemann sobre
un interval 𝐼 tals que la sèrie

∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 (𝑥) convergeixi uniformement a una funció 𝐹

en 𝐼. Aleshores 𝐹 és integrable Riemann en 𝐼.

Demostració. □

Teorema 9.3.9. Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions integrables Riemann sobre
un interval 𝐼 tal que la sèrie de funcions de ( 𝑓𝑛)𝑛∈N sigui uniformement convergent
en 𝐼. Aleshores

∞∑︁
𝑛=0

∫
𝐼

𝑓𝑛 (𝑥) d𝑥 =
∫
𝐼

∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛 (𝑥) d𝑥.

Demostració. □

Teorema 9.3.10. Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions derivables sobre un interval 𝐼
acotat tal que la sèrie de funcions

∑∞
𝑛=0 𝑓

′
𝑛 (𝑥) convergeix uniformement en 𝐼 i existeix

un 𝑥0 ∈ 𝐼 tal que la sèrie de funcions
∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 (𝑥0) sigui convergent. Aleshores tenim

que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 (𝑥) és derivable i( ∞∑︁

𝑛=0
𝑓𝑛 (𝑥)

) ′
=

∞∑︁
𝑛=0

𝑓 ′𝑛 (𝑥).

Demostració. □

9.3.3 Convergència d’una sèrie de funcions

Proposició 9.3.11. Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions sobre un interval 𝐼 tal que
la sèrie de funcions

∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 (𝑥) convergeix uniformement en 𝐼. Aleshores la successió

de funcions ( 𝑓𝑛) convergeix uniformement a 0.

Demostració. □
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Teorema 9.3.12 (Criteri 𝑀 de Weierstrass). Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de funcions
sobre un interval 𝐼 i (𝑀𝑛)𝑛∈N una successió de termes no negatius tals que per a tot 𝑛
natural tenim

sup
𝑥∈𝐼
| 𝑓𝑛 (𝑥) | ≤ 𝑀𝑛

i la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑀𝑛 és convergent. Aleshores la sèrie de funcions

∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 (𝑥) és

uniformement convergent en 𝐼.

Demostració. □

Exemple 9.3.13. Volem estudiar la convergència de la sèrie de funcions

∞∑︁
𝑛=1

sin(𝑛𝑥)
𝑛3

en tot R.

Solució. Observem que

sup
𝑥∈R

���� sin(𝑛𝑥)𝑛3

���� ≤ 1
𝑛3 ,

i per l’exemple 9.1.6 tenim que la sèrie

∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛3

és convergent. Per tant pel Convergència d’una sèrie de funcions (9.3.12) tenim que la
sèrie de funcions

∞∑︁
𝑛=1

sin(𝑛𝑥)
𝑛3

és convergent en tot R. ♢

Teorema 9.3.14 (Criteri de Dirichlet). Siguin ( 𝑓𝑛)𝑛∈N i (𝑔𝑛)𝑛∈N dues successions de
funcions sobre un interval 𝐼 tals que 𝑔𝑛 (𝑥) és monòtona per a tot 𝑛 natural, la successió
de funcions (𝑔𝑛) convergeix uniformement a 0 i existeix un real 𝑀 tal que

sup
𝑥∈𝐼

����� 𝑁∑︁
𝑛=0

𝑔𝑛 (𝑥)
����� ≤ 𝑀 per a tot 𝑁 natural.

Aleshores la sèrie de funcions
∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛 (𝑥)𝑔𝑛 (𝑥)

és uniformement convergent en 𝐼.

Demostració. □

Exemple 9.3.15. Exemple del criteri de Dirichlet.

Solució. ♢
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Teorema 9.3.16 (Criteri d’Abel). Siguin ( 𝑓𝑛)𝑛∈N i (𝑔𝑛)𝑛∈N dues sèries de funcions
sobre un interval 𝐼 tals que 𝑔𝑛 és monòtona per a tot 𝑛 natural, existeix un real 𝐿 tal
que per a tot 𝑛 natural

sup
𝑥∈𝐼
|𝑔𝑛 (𝑥) | ≤ 𝐿

i tal que la sèrie de funcions
∑∞
𝑛=0 𝑓𝑛 (𝑥) sigui uniformement convergent en 𝐼. Aleshores

la sèrie de funcions
∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛 (𝑥)𝑔𝑛 (𝑥)

és absolutament convergent en 𝐼.

Demostració. □

Exemple 9.3.17. Exemple del criteri d’Abel.

Solució. ♢

9.3.4 Sèries de potències
Definició 9.3.18 (Sèries de potències). Sigui (𝑎𝑛)𝑛∈N una successió de reals i 𝑥0 un
nombre real. Aleshores direm que la sèrie

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 (𝑥 − 𝑥0)𝑛

és una sèrie de funcions amb terme general 𝑎𝑛 al voltant de 𝑥0.

Observació 9.3.19. Les sèries de potències són sèries de funcions.

Proposició 9.3.20. Sigui
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 (𝑥 − 𝑥0)𝑛 una sèrie de potències tal que existeix un

real 𝑥1 tal que la sèrie
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 (𝑥1 − 𝑥0)𝑛

és convergent. Aleshores la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 (𝑥 − 𝑥0)𝑛 és convergent per a tot 𝑥 tal que

|𝑥 − 𝑥0 | < |𝑥1 − 𝑥0 |.

Demostració. □

Lema 9.3.21. Sigui (𝑎𝑛)𝑛∈N una successió creixent de nombres reals. Aleshores el
límit de (𝑎𝑛) existeix i

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = sup
𝑛∈N

𝑎𝑛.

Demostració. □

Corol.lari 9.3.22. Sigui (𝑎𝑛)𝑛∈N una successió decreixent de nombres reals. Aleshores
el límit de (𝑎𝑛) existeix i

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = inf
𝑛∈N

𝑎𝑛.
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Definició 9.3.23 (Límit superior i inferior). Siguin (𝑎𝑛)𝑛∈N una successió de nombres
reals i (𝑏𝑛)𝑛∈N i (𝑐𝑛)𝑛∈N dues successions satisfent

𝑏𝑛 = sup
𝑘∈N
{𝑎𝑘 | 𝑘 ≥ 𝑛} i 𝑐𝑛 = sup

𝑘∈N
{𝑎𝑘 | 𝑘 ≤ 𝑛}.

Aleshores definim

lim sup
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 i lim inf
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑐𝑛

com el límit superior i límit inferior de (𝑎𝑛).
Aquesta definició té sentit pel lema 9.3.21 i el corol.lari 9.3.22.

Teorema 9.3.24. Sigui
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 (𝑥 − 𝑥0)𝑛 una sèrie de potències i 𝑅 un real tal que

𝑅−1 = lim sup
𝑛→∞

𝑛
√︁
|𝑎𝑛 | .

Aleshores

1. la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 (𝑥−𝑥0)𝑛 és absolutament convergent per a tot 𝑥 satisfent |𝑥 − 𝑥0 | <

𝑅.

2. per a tot real 𝑟 < 𝑅 la sèrie de funcions
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 (𝑥−𝑥0)𝑛 convergeix uniformement

per a tot 𝑥 satisfent |𝑥 − 𝑥0 | ≤ 𝑟 .

3. La sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 (𝑥 − 𝑥0)𝑛 és divergent per a tot 𝑥 satisfent |𝑥 − 𝑥0 | > 𝑅.

Demostració. □

Proposició 9.3.25. Sigui
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 (𝑥 − 𝑥0)𝑛 una sèrie de potències i 𝑅 un real tal que

𝑅−1 = lim sup
𝑛→∞

|𝑎𝑛+1 |
|𝑎𝑛 |

.

Aleshores
𝑅−1 = lim sup

𝑛→∞

𝑛
√︁
|𝑎𝑛 | .

Demostració. □

Definició 9.3.26. Sigui
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 (𝑥 − 𝑥0)𝑛 una sèrie de potències tal que existeix un

real 𝑅 satisfent

1. la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 (𝑥−𝑥0)𝑛 és absolutament convergent per a tot 𝑥 satisfent |𝑥 − 𝑥0 | <

𝑅.

2. per a tot real 𝑟 < 𝑅 la sèrie de funcions
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 (𝑥−𝑥0)𝑛 convergeix uniformement

per a tot 𝑥 satisfent |𝑥 − 𝑥0 | ≤ 𝑟 .

3. La sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 (𝑥 − 𝑥0)𝑛 és divergent per a tot 𝑥 satisfent |𝑥 − 𝑥0 | > 𝑅.

Aleshores direm que 𝑅 és el radi de convergència de la sèrie de potències.

Teorema 9.3.27 (Teorema d’Abel). Sigui
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 (𝑥 − 𝑥0)𝑛 una sèrie de potències

i 𝐿 un real tal que la sèrie
∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝐿

𝑛 és convergent. Aleshores la sèrie de potènci-
es

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 (𝑥 − 𝑥0)𝑛 és uniformement convergent per a tot 𝑥 en l’interval [𝑥0, 𝑥0 + 𝐿].
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Demostració. □

Exemple 9.3.28. Volem estudiar per a quins valor de 𝑥 la sèrie

∞∑︁
𝑛=0

𝑥2𝑛

2𝑛

és convergent.

Solució. ♢

Exemple 9.3.29. Volem calcular la suma

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
𝑛 + 1

.

Solució. ♢

Exemple 9.3.30. Volem calcular la suma

∞∑︁
𝑛=0

𝑥2𝑛

4𝑛 (2𝑛 + 1) .

Solució. ♢

9.3.5 Teorema d’aproximació polinòmica de Weierstrass
Definició 9.3.31 (Suport d’una funció). Sigui 𝑓 : R −→ R una funció. Aleshores
definim

Supp( 𝑓 ) = {𝑥 ∈ R | 𝑓 (𝑥) ≠ 0}

com el suport de 𝑓 .

Definició 9.3.32 (Suport compacte). Sigui 𝑓 : R −→ R una funció tal que Supp( 𝑓 )
sigui un compacte. Aleshores direm que 𝑓 té suport compacte.

Definició 9.3.33 (Convolució). Siguin 𝑓 : R −→ R i 𝑔 : R −→ R dues funcions amb
suport compacte. Aleshores definim

( 𝑓 ∗ 𝑔) (𝑥) =
∫
R
𝑓 (𝑡)𝑔(𝑥 − 𝑡) d𝑡

com la convolució de 𝑓 amb 𝑔.

Definició 9.3.34 (Aproximació de la unitat). Sigui (𝜙𝜀)𝜀∈R una successió de funcions
amb suport compacte tal que

1. 𝜙𝜀 ≥ 0.

2.
∫
R
𝜙𝜀 (𝑥) d𝑥 = 1.

3. per a tot 𝛿 > 0 tenim que (𝜙𝜀) convergeix uniformement a 0 quan 𝜀 tendeix a 0
en l’interval (−𝛿, 𝛿).

Aleshores direm que (𝜙𝜀) és una aproximació de la unitat.
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Lema 9.3.35. Sigui 𝑓 : R −→ R una funció contínua amb suport compacte i (𝜙𝜀)𝜀∈R
una aproximació de la unitat. Aleshores 𝑓 ∗ 𝜙𝜀 convergeix uniformement a 𝑓 quan 𝜀
tendeix a 0.

Demostració. □

Teorema 9.3.36 (Teorema d’aproximació polinòmica de Weierstrass). Sigui 𝑓 : [𝑎, 𝑏] −→
R una funció contínua. Aleshores existeix una successió de polinomis (𝑝𝑛)𝑛∈N que
convergeix uniformement a 𝑓 en l’interval [𝑎, 𝑏].

Demostració. □

Corol.lari 9.3.37. Sigui 𝑓 : [𝑎, 𝑏] −→ R una funció contínua tal que per a tot 𝑛 natural
es satisfà ∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑥𝑛 d𝑥 = 0.

Aleshores 𝑓 (𝑥) = 0.

Demostració. □
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Capítol 10
Integrals impròpies

10.1 Integral impròpia de Riemann

10.1.1 Funcions localment integrables
Definició 10.1.1 (Funció localment integrable). Sigui 𝑓 : [𝑎, 𝑏) −→ R amb 𝑏 ∈ R∪∞
una funció tal que 𝑓 és integrable Riemann per en [𝑎, 𝑥] per a tot 𝑥 < 𝑏. Aleshores
direm que 𝑓 és localment integrable en un interval [𝑎, 𝑏).

Definició 10.1.2 (Integral impròpia). Sigui 𝑓 una funció localment integrable en un
interval [𝑎, 𝑏) tal que existeix el límit

lim
𝑥→𝑏

∫ 𝑥

𝑎

𝑓 (𝑡) d𝑡.

Aleshores denotarem

lim
𝑥→𝑏

∫ 𝑥

𝑎

𝑓 (𝑡) d𝑡 =
∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑡) d𝑡,

i direm que
∫ 𝑏
𝑎
𝑓 (𝑡) d𝑡 és la integral impròpia de 𝑓 , i que la integral impròpia de 𝑓 és

divergent.
Si el límit

lim
𝑥→𝑏

∫ 𝑥

𝑎

𝑓 (𝑡) d𝑡.

no existeix direm que la integral impròpia de 𝑓 és divergent.

Exemple 10.1.3. Volem estudiar la convergència de la integral impròpia∫ ∞

1

1
𝑥𝛼

d𝑥

segons els valors de 𝛼 real.

Solució. ♢

Exemple 10.1.4. Volem estudiar la convergència de la integral impròpia∫ 1

0

1
𝑥𝛼

d𝑥

segons els valors de 𝛼 real.
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Solució. ♢

10.1.2 Integrals impròpies de funcions positives

Lema 10.1.5. Siguin 𝑓 i 𝑔 dues funcions positives localment integrables en un
interval [𝑎, 𝑏) tals que existeixen dos reals 𝐶 > 0 i 𝑥0 < 𝑏 satisfent, per a tot 𝑥
en [𝑥0, 𝑏), que

𝑓 (𝑥) ≤ 𝐶𝑔(𝑥)

i tals que la integral impròpia de 𝑔 és convergent. Aleshores la integral impròpia de 𝑓
és convergent.

Demostració. □

Teorema 10.1.6 (Criteri de comparació). Siguin 𝑓 i 𝑔 dues funcions positives localment
integrables en un interval [𝑎, 𝑏) i

𝐿 = lim
𝑥→𝑏

𝑓 (𝑥)
𝑔(𝑥)

tals que

1. 𝐿 ≠ 0 i 𝐿 ≠ ∞. Aleshores
∫ 𝑏
𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 és convergent si i només si

∫ 𝑏
𝑎
𝑔(𝑥) d𝑥 és

convergent.

2. 𝐿 = 0 i
∫ 𝑏
𝑎
𝑔(𝑥) d𝑥 és convergent. Aleshores

∫ 𝑏
𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 és convergent.

3. 𝐿 = ∞ i
∫ 𝑏
𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 és convergent. Aleshores

∫ 𝑏
𝑎
𝑔(𝑥) d𝑥 és convergent.

Demostració. □

Exemple 10.1.7. Exemple de criteri de comparació d’integrals impròpies.

Solució. ♢

Teorema 10.1.8 (Criteri de la integral). Sigui 𝑓 : [1,∞) −→ (0,∞) una funció
decreixent. Aleshores la integral impròpia

∫ ∞
1 𝑓 (𝑥) d𝑥 és convergent si i només si la

sèrie
∑∞
𝑛=1 𝑓 (𝑛) és convergent.

Demostració. És conseqüència del lema Criteris de convergència (9.1.21) i la definició
d’Funcions localment integrables (10.1.2). □

Exemple 10.1.9. Volem veure per a quins valors de 𝛼 > 0 real la integral∫ ∞

0
𝛼𝑥 d𝑥 (10.1)

és convergent.

Solució. ♢
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10.1.3 Convergència d’una integral impròpia

Teorema 10.1.10 (Condició de Cauchy). Sigui
∫ 𝑏
𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 una funció localment

integrable en [𝑎, 𝑏). Aleshores la integral
∫ 𝑏
𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 és convergent si i només si per a

tot 𝜀 > 0 existeix un 𝑥0 real tal que per a tot 𝑁 i 𝑀 reals amb 𝑁, 𝑀 ≥ 𝑥0 i 𝑁 ≤ 𝑀 < 𝑏

tenim ����∫ 𝑀

𝑁

𝑓 (𝑥) d𝑥
���� < 𝜀.

Demostració. □

Definició 10.1.11 (Convergència absoluta). Sigui
∫ 𝑏
𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 una funció localment

integrable en [𝑎, 𝑏) tal que la integral∫ 𝑏

𝑎

| 𝑓 (𝑥) | d𝑥

és convergent. Aleshores direm que la integral
∫ 𝑏
𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 és absolutament convergent.

Proposició 10.1.12. Sigui
∫ 𝑏
𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 una integral absolutament convergent. Aleshores

la integral
∫ 𝑏
𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 és convergent.

Demostració. □

Exemple 10.1.13. Siguin 𝛼 i 𝛽 dos reals no negatius i 𝑝(𝑥) un polinomi. Volem
estudiar la convergència de la integral∫ ∞

0
𝑝(𝑥)e𝛼𝑥𝛽 d𝑥.

Solució. ♢

Teorema 10.1.14 (Criteri de Dirichlet). Siguin 𝑓 i 𝑔 dues funcions localment integrables
de classe C1 satisfent que existeix un real𝐶 tal que

∫ 𝑥
𝑎
| 𝑓 (𝑥) | d𝑥 < 𝐶 per a tot 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏)

i que 𝑔 és una funció decreixent amb

lim
𝑥→∞

𝑔(𝑥) = 0.

Aleshores la integral ∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) d𝑥

és convergent.

Demostració. □

Exemple 10.1.15. Sigui 𝛼 > 0 un real. Volem estudiar la convergència de la integral∫ ∞

0

sin(𝑥)
𝑥𝛼

d𝑥.

Solució. ♢
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Teorema 10.1.16 (Criteri d’Abel). Siguin 𝑓 i 𝑔 dues funcions localment integrables
satisfent que 𝑓 és monòtona i acotada i que la integral∫ 𝑏

𝑎

𝑔(𝑥) d𝑥

és convergent. Aleshores la integral∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) d𝑥

és convergent.

Demostració. □

Exemple 10.1.17. Volem estudiar la convergència de la integral∫ ∞

0

sin(𝑥)
e𝑥

d𝑥.

Solució. ♢

10.2 Aplicacions de les integrals impròpies

10.2.1 Integrals dependents d’un paràmetre
Teorema 10.2.1. Sigui 𝑓 : [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] −→ R una funció contínua tal que 𝑓 és
derivable respecte la segona variable i 𝜕 𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) és contínua en [𝑎, 𝑏]×[𝑐, 𝑑]. Aleshores

la funció

𝐹 (𝑦) =
∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥

és derivable en l’interval (𝑐, 𝑑) i

𝐹′ (𝑦) =
∫ 𝑏

𝑎

𝜕 𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) d𝑥.

Demostració. □

Exemple 10.2.2 (Integral de Gauss). Volem calcular el valor de la integral∫ ∞

−∞
𝑒−𝑥

2
d𝑥.

Solució.
√
π . ♢

Teorema 10.2.3. Siguin 𝑓 : [𝑎, 𝑏) × [𝑐, 𝑑] una funció contínua tal que la seva derivada
respecte la segona variable existeix i és contínua en [𝑎, 𝑏) × [𝑐, 𝑑] i 𝑦0 un real en [𝑐, 𝑑]
tal que existeixi un 𝛿 > 0 satisfent que la integral∫ 𝑏

𝑎

sup
𝑦∈ (𝑦0−𝛿,𝑦0+𝛿 )

����𝜕 𝑓𝜕𝑦 (𝑥, 𝑦)���� d𝑥
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és convergent. Aleshores la funció

𝐹 (𝑦) =
∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥

és derivable en 𝑦0 i

𝐹′ (𝑦0) =
∫ 𝑏

𝑎

𝜕 𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦0) d𝑥.

Demostració. □

Exemple 10.2.4. Volem calcular∫ ∞

0
e−𝑡 𝑥

sin(𝑥)
𝑥

d𝑥

per 𝑡 > 0.

Solució. π
2 − arctan(𝑡). ♢

Exemple 10.2.5. Volem calcular ∫ 1

0

𝑥2 − 1
log(𝑥) d𝑥.

Solució. log(3). ♢

10.2.2 La funció Gamma d’Euler
Definició 10.2.6 (Gamma d’Euler). Sigui 𝑟 un real positiu. Aleshores definim

Γ(𝑟) =
∫ ∞

0
𝑥𝑟−1e−𝑥 d𝑥

com la funció Gamma d’Euler.

Teorema 10.2.7. La funció Gamma d’Euler és convergent.

Demostració. □

Lema 10.2.8. Sigui 𝑟 > 0 un real. Aleshores

Γ(𝑟 + 1) = 𝑟Γ(𝑟).

Demostració. □

Observació 10.2.9. Es satisfà
Γ(1) = 1.

Demostració. Per la definició de La funció Gamma d’Euler (10.2.6) tenim que

Γ(1) =
∫ ∞

0
e−𝑥 d𝑥 =

e−𝑥

−1

����∞
𝑥=0

= 1. □

Lema 10.2.10. Sigui 𝑛 un natural. Aleshores

Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)!
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Demostració. És conseqüència del lema 10.2.8 i l’observació 10.2.9. □

Teorema 10.2.11. Es satisfà

lim
𝑟→∞

Γ(𝑟 + 1)
𝑒−𝑟𝑟𝑟

√
2π𝑟

= 1.

Demostració. □

Corol.lari 10.2.12 (Fórmula d’Stirling). Es satisfà

lim
𝑛→∞

𝑛!
𝑒−𝑛𝑛𝑛

√
2π𝑛

= 1.

Exemple 10.2.13. Volem calcular

Γ

(
1
2

)
.

Solució.
√
π . ♢
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Capítol 11
Sèries de Fourier

11.1 Funcions periòdiques

11.1.1 Funcions periòdiques complexes
Definició 11.1.1 (Funció 𝑇-periòdica). Sigui 𝑓 : R −→ C una funció tal que existeix
un 𝑇 > 0 real satisfent

𝑇 = min
𝑇∈R+
{ 𝑓 (𝑥 + 𝑇) = 𝑓 (𝑥) per a tot 𝑥 ∈ R}.

Aleshores direm que 𝑓 és una funció 𝑇-periòdica.

Exemple 11.1.2. Volem veure que les funcions

𝑓 (𝑡) = sin(2π𝜔𝑡), 𝑔(𝑡) = cos(2π𝜔𝑡) i ℎ(𝑡) = e2πi𝜔𝑡

són funcions 1
𝜔

-periòdiques.

Solució. ♢

Lema 11.1.3. Sigui 𝑓 una funció 𝑇 periòdica. Aleshores 𝑓 (𝑥 + 𝑇 ′) = 𝑓 (𝑥) per a tot 𝑥
real si i només si existeix un enter 𝐾 tal que 𝑇 ′ = 𝐾𝑇 .

Demostració. □

Proposició 11.1.4. Sigui 𝑓 una funció 𝑇-periòdica i integrable. Aleshores per a tot 𝑎
real es satisfà ∫ 𝑇

0
𝑓 (𝑥) d𝑥 =

∫ 𝑎+𝑇

𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥.

Demostració. □

Lema 11.1.5. Sigui 𝑓 una funció 𝑇-periòdica i contínua. Aleshores | 𝑓 | està acotada.

Demostració. □

Lema 11.1.6. Sigui 𝑓 una funció 𝑇-periòdica. Aleshores no existeix cap sèrie de
potències

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 (𝑥 − 𝑥0)𝑛 tal que

∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 (𝑥 − 𝑥0)𝑛 convergeixi uniformement a 𝑓

en R.

Demostració. □
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11.1.2 Funcions contínues a trossos

Definició 11.1.7 (Funció contínua a trossos). Sigui 𝑓 : [0, 1] −→ C una funció tal que
el conjunt

{𝑥 ∈ [0, 1] | 𝑓 té una discontinuïtat salt finit en 𝑥}

és finit. Aleshores direm que 𝑓 és contínua a trossos.
Denotarem

C = { 𝑓 : [0, 1] −→ C | 𝑓 és contínua a trossos}.

Observació 11.1.8. Si 𝑓 pertany a C aleshores 𝑓 és integrable Riemann.

Demostració. □

Definició 11.1.9 (Conjunt d’extensions periòdiques). Denotarem

P = { 𝑓 : R −→ C | 𝑔 ∈ C i 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥 − 𝑘) per 𝑥 ∈ [𝑘, 𝑘 + 1), 𝑘 ∈ Z}

com el conjunt d’extensions periòdiques. Direm que els elements de P són extensions
periòdiques.

Lema 11.1.10. Siguin 𝑓 i 𝑔 dues extensions periòdiques i 𝜆 un nombre complex.
Aleshores el conjunt P amb les operacions

( 𝑓 + 𝑔) (𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥) i (𝜆 𝑓 ) (𝑥) = 𝜆 𝑓 (𝑥)

és un espai vectorial.

Demostració. □

Teorema 11.1.11. Sigui 𝐸 un P-espai vectorial amb el producte escalar

⟨ 𝑓 , 𝑔⟩ =
∫ 1

0
𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) d𝑥. (11.1)

Aleshores 𝐸 amb la norma (11.1) és un espai vectorial euclidià.

Demostració. □

Exemple 11.1.12. Volem veure que el conjunt

{𝑒𝑛 (𝑥) = 𝑒2πi𝑛𝑥 | 𝑛 ∈ Z}

és un conjunt ortonormal de P.

Solució. ♢
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11.2 Sèries de Fourier

11.2.1 Coeficients de Fourier
Definició 11.2.1 (Coeficients de Fourier). Sigui 𝑓 una extensió periòdica. Definim

�̂� (𝑛) = ⟨ 𝑓 (𝑥), e2πi𝑛𝑥⟩ =
∫ 1

0
𝑓 (𝑥)e−2πi𝑛𝑥 d𝑥

com l’𝑛-èsim coeficient de Fourier de 𝑓 .

Proposició 11.2.2. Siguin 𝑓 i 𝑔 dues extensions periòdiques i 𝜆 i 𝜇 dos nombres
complexos. Aleshores �𝜆 𝑓 + 𝜇𝑔(𝑛) = 𝜆 �̂� (𝑛) + 𝜇�̂�(𝑛).
Demostració. □

Proposició 11.2.3. Sigui 𝑓 una extensió periòdica, 𝜏 un nombre de (0, 1) i 𝑓𝜏 una
funció definida com 𝑓𝜏 (𝑥) = 𝑓 (𝑥 − 𝜏). Aleshores

�̂�𝜏 (𝑛) = e−2πi𝑛𝜏 �̂� (𝑛).

Demostració. □

Proposició 11.2.4. Sigui 𝑓 una extensió periòdica derivable. Aleshores

�̂� ′ (𝑛) = 2πi𝑛 �̂� (𝑛).

Demostració. □

Proposició 11.2.5. Siguin 𝑓 i 𝑔 dues extensions periòdiques. Aleshores�𝑓 ∗ 𝑔(𝑛) = �̂� (𝑛)�̂�(𝑛).

Demostració. □

Definició 11.2.6 (Sèrie de Fourier). Sigui 𝑓 una extensió periòdica. Aleshores definim

S( 𝑓 ) (𝑥) =
∑︁
𝑛∈Z

�̂� (𝑛)e2πi𝑛𝑥

com la sèrie de Fourier de 𝑓 .

Exemple 11.2.7. Volem trobar la sèrie de Fourier de l’extensió periòdica de la funció

𝑓 (𝑥) =
{

sin(π𝑥) si 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
2

0 si 1
2 ≤ 𝑥 ≤ 1

Solució. S( 𝑓 ) (𝑥) = 1
2 sin(π𝑥) − 4

π

∑∞
𝑛=1 (−1)𝑛 𝑛

4𝑛2−1 sin(2π𝑛𝑥). ♢

Proposició 11.2.8. Siguin 𝑓 i 𝑔 dues extensions periòdiques i 𝜆 i 𝜇 dos nombres
complexos. Aleshores

S(𝜆 𝑓 + 𝜇𝑔) (𝑛) = 𝜆 S( 𝑓 ) (𝑛) + 𝜇 S(𝑔) (𝑛).

Demostració. □
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11.2.2 Paritat d’una funció
Definició 11.2.9 (Paritat d’una funció). Sigui 𝑓 : R −→ C una funció tal que per a tot 𝑥
real es satisfà

1. 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (−𝑥). Aleshores direm que 𝑓 és una funció parell.

2. 𝑓 (𝑥) = − 𝑓 (−𝑥). Aleshores direm que 𝑓 és una funció senar.

Exemple 11.2.10. Volem veure que la funció

𝑓 (𝑥) = sin(𝑥)

és senar i que la funció
𝑔(𝑥) = cos(𝑥)

és parell.

Solució. ♢

Proposició 11.2.11. Siguin 𝑓 una funció parell i 𝑔 una funció senar. Aleshores les
funcions 𝑓 2 i 𝑔2 són parells i la funció 𝑓 𝑔 és senar.

Demostració. □

Proposició 11.2.12. Siguin 𝑓 una funció parell i 𝑔 una funció senar tals que 𝑓 i 𝑔 són
integrables en l’interval [−𝑎, 𝑎]. Aleshores∫ 𝑎

−𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 = 2

∫ 𝑎

0
𝑓 (𝑥) d𝑥 i

∫ 𝑎

−𝑎
𝑔(𝑥) d𝑥 = 0.

Demostració. □

Lema 11.2.13. Sigui 𝑓 una extensió periòdica tal que

1. 𝑓 és parell. Aleshores �̂� és parell.

2. 𝑓 és senar. Aleshores �̂� és senar.

Demostració. □

11.2.3 Sèries de Fourier en termes de sinus i cosinus
Proposició 11.2.14. Sigui 𝑓 una extensió periòdica parell. Aleshores

S( 𝑓 ) (𝑥) = 𝐴0 + 2
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 cos(2π𝑛𝑥),

on

𝐴𝑛 =

∫ 1

0
𝑓 (𝑥) cos(2π𝑛𝑥) d𝑥.

Demostració. □
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Proposició 11.2.15. Sigui 𝑓 una extensió periòdica senar. Aleshores

S( 𝑓 ) (𝑥) = 2
∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛 sin(2π𝑛𝑥),

on

𝐵𝑛 =

∫ 1

0
𝑓 (𝑥) sin(2π𝑛𝑥) d𝑥.

Demostració. □

Teorema 11.2.16. Sigui 𝑓 una extensió periòdica. Aleshores

S( 𝑓 ) (𝑥) = 𝐴0 + 2
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 cos(2π𝑛𝑥) + 2
∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛 sin(2π𝑛𝑥),

on

𝐴𝑛 =

∫ 1

0
𝑓 (𝑥) cos(2π𝑛𝑥) d𝑥 i 𝐵𝑛 =

∫ 1

0
𝑓 (𝑥) sin(2π𝑛𝑥) d𝑥.

Demostració. □

11.3 Transformació de Fourier

11.3.1 Convolució de funcions 1-periòdiques
Definició 11.3.1 (Convolució de dues extensions periòdiques). Siguin 𝑓 i 𝑔 dues
extensions periòdiques. Aleshores definim

( 𝑓 ∗ 𝑔) (𝑥) =
∫ 1

0
𝑓 (𝑡)𝑔(𝑥 − 𝑡) d𝑡

com la convolució de 𝑓 amb 𝑔.

Definició 11.3.2 (Aproximació de la unitat en extensions periòdiques). Sigui (𝜙𝜀)𝜀∈R
una successió de funcions tals que 𝜙𝜀 és una extensió periòdica satisfent

1. 𝜙𝜀 ≥ 0.

2.
∫ 1
0 𝜙𝜀 (𝑥) d𝑥 = 1.

3. per a tot 𝛿 > 0 tenim que

lim
𝜀→0

sup
𝑥∈[ 𝛿,1−𝛿 ]

|𝜙𝜀 | = 0.

Aleshores direm que (𝜙𝜀) és una aproximació de la unitat.

Teorema 11.3.3. Sigui 𝑓 una extensió periòdica contínua i (𝜙𝜀)𝜀>0 una aproximació
de la unitat en extensions periòdiques. Aleshores 𝑓 ∗ 𝜙𝜀 convergeix uniformement a 𝑓

en R quan 𝜀 tendeix a 0.
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Demostració. Per la definició d’Convolució de funcions 1-periòdiques (11.3.2) trobem
que ∫ 1

0
𝜙𝜀 (𝑥) d𝑥 = 1,

i per 11.1.4 tenim que ∫ 1

0
𝜙𝜀 (𝑥 − 𝑡) d𝑡 = 1,

i per tant

𝑓 (𝑥) =
∫ 1

0
𝑓 (𝑥)𝜙𝜀 (𝑥 − 𝑡) d𝑡.

Considerem
sup
𝑥∈[0,1]

| ( 𝑓 ∗ 𝜙𝜀) (𝑥) − 𝑓 (𝑥) |.

Tenim que

sup
𝑥∈[0,1]

| ( 𝑓 ∗ 𝜙𝜀) (𝑥) − 𝑓 (𝑥) | = sup
𝑥∈[0,1]

����∫ 1

0
𝑓 (𝑡)𝜙𝜀 (𝑥 − 𝑡) d𝑡 − 𝑓 (𝑥)

���� (11.3.1)

= sup
𝑥∈[0,1]

����∫ 1

0
𝑓 (𝑡)𝜙𝜀 (𝑥 − 𝑡) d𝑡 −

∫ 1

0
𝑓 (𝑥)𝜙𝜀 (𝑥 − 𝑡) d𝑡

����
= sup
𝑥∈[0,1]

����∫ 1

0
( 𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥))𝜙𝜀 (𝑥 − 𝑡) d𝑡

����
≤ sup
𝑥∈[0,1]

∫ 1

0
| 𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) |𝜙𝜀 (𝑥 − 𝑡) d𝑡 (7.1.19)

= sup
𝑥∈[0,1]

∫ 𝑥+ 1
2

𝑥− 1
2

| 𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) |𝜙𝜀 (𝑥 − 𝑡) d𝑡. (11.1.4)

Tenim per hipòtesi que 𝑓 és contínua, i per la definició de Definicions (1.2.4) trobem
que per a tot 𝜂 > 0 existeix un 𝛿 > 0 tal que per a tot 𝑡 satisfent |𝑥 − 𝑡 | > 𝛿 tenim

| 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥) | ≤ 𝜂
2
.

Per tant, amb 𝐼 = [𝑥 − 1
2 , 𝑥 +

1
2 ] i 𝐽 = [0, 1],

sup
𝑥∈𝐽

∫ 𝑥+ 1
2

𝑥− 1
2

| 𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) |𝜙𝜀 (𝑥 − 𝑡) d𝑡 =

= sup
𝑥∈𝐽

(∫
𝑡∈𝐼

|𝑥−𝑡 |<𝛿
| 𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) |𝜙𝜀 (𝑥 − 𝑡) d𝑡 +

∫
𝑡∈𝐼

|𝑥−𝑡 |>𝛿
| 𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) |𝜙𝜀 (𝑥 − 𝑡) d𝑡

)
≤ sup
𝑥∈𝐽

(
𝜂

2

∫
𝑡∈𝐼

|𝑥−𝑡 |<𝛿
𝜙𝜀 (𝑥 − 𝑡) d𝑡 +

∫
𝑡∈𝐼

|𝑥−𝑡 |>𝛿
| 𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) |𝜙𝜀 (𝑥 − 𝑡) d𝑡

)
< sup
𝑥∈𝐽

(
𝜂

2
+

∫
𝑡∈𝐼

|𝑥−𝑡 |>𝛿
| 𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) |𝜙𝜀 (𝑥 − 𝑡) d𝑡

)
,
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i, amb 𝑦 = 𝑥 − 𝑡 tenim que∫
𝑡∈𝐼

|𝑥−𝑡 |>𝛿
| 𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) |𝜙𝜀 (𝑥 − 𝑡) d𝑡 =

∫
𝑡∈[− 1

2 ,
1
2 ]

|𝑦 |>𝛿

| 𝑓 (𝑥 − 𝑦) − 𝑓 (𝑥) |𝜙𝜀 (𝑦) d𝑦

□

11.3.2 Polinomis trigonomètrics
Definició 11.3.4.
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Capítol 12
Teoria de grups

12.1 Grups

12.1.1 Propietats bàsiques dels grups
Definició 12.1.1 (Grup). Siguin 𝐺 ≠ ∅ un conjunt i ∗ : 𝐺 × 𝐺 → 𝐺 una operació que
satisfà

1. Per a tot 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺
𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧.

2. Existeix un 𝑒 ∈ 𝐺 tal que per a tot 𝑥 ∈ 𝐺

𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥.

3. Per a cada 𝑥 ∈ 𝐺 existeix 𝑥′ tal que

𝑥 ∗ 𝑥′ = 𝑥′ ∗ 𝑥 = 𝑒.

Aleshores 𝐺 és un grup amb la l’operació ∗. També direm ∗ dota al conjunt 𝐺
d’estructura de grup.

Proposició 12.1.2. Siguin 𝐺 un grup amb l’operació ∗ i 𝑒 ∈ 𝐺 tal que 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥
per a tot 𝑥 ∈ 𝐺. Aleshores 𝑒 és únic.

Demostració. Suposem que existeix un altre element de 𝐺 amb aquesta propietat,
diguem-ne 𝑒 ∈ 𝐺. Aleshores hauria de ser

𝑒 ∗ 𝑒 = 𝑒,

però per hipòtesi
𝑒 ∗ 𝑒 = 𝑒.

Per tant, ha de ser 𝑒 = 𝑒. □

Definició 12.1.3 (Element neutre d’un grup). Siguin 𝐺 un grup amb l’operació ∗ i 𝑒
un element de 𝐺 tal que 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 per a tot 𝑥 ∈ 𝐺. Aleshores direm que 𝑒 és
l’element neutre de 𝐺.

Aquesta definició té sentit per la proposició 12.1.2.
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Notació 12.1.4. Donat un grup 𝐺 amb l’operació ∗ escriurem

(𝑥1 ∗ 𝑥2) ∗ 𝑥3 = 𝑥1 ∗ 𝑥2 ∗ 𝑥3.

També denotarem
𝑥𝑛 = 𝑥 ∗ 𝑛). . . ∗ 𝑥.

Si denotem la conjugació del grup per + usarem la notació additiva i escriurem

𝑥1 + · · · + 𝑥𝑛

per referir-nos a la conjugació de + amb si mateix 𝑛 vegades.
També denotarem

𝑛𝑥 = 𝑥 + 𝑛)· · · + 𝑥.

Proposició 12.1.5. Siguin 𝐺 un grup amb l’operació ∗ i 𝑎, 𝑏, 𝑐 tres elements de 𝐺.
Aleshores

1. 𝑎 ∗ 𝑐 = 𝑏 ∗ 𝑐 =⇒ 𝑎 = 𝑏.

2. 𝑐 ∗ 𝑎 = 𝑐 ∗ 𝑏 =⇒ 𝑎 = 𝑏.

Demostració. Farem només la demostració del punt (1) ja que l’altre és anàloga.
Com que per hipòtesi 𝐺 és un grup, per la definició de Propietats bàsiques dels

grups (12.1.1) tenim que existeix 𝑐′ tal que 𝑐 ∗ 𝑐′ = 𝑒, on 𝑒 és l’element neutre 𝐺, i
tenim

𝑎 ∗ 𝑐 ∗ 𝑐′ = 𝑏 ∗ 𝑐 ∗ 𝑐′,

el que significa que
𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑏 ∗ 𝑒,

i ens queda 𝑎 = 𝑏. □

Proposició 12.1.6. Siguin𝐺 un grup amb l’operació ∗ i element neutre 𝑒 i 𝑎 un element
de 𝐺. Aleshores existeix un únic 𝑎′ ∈ 𝐺 tal que

𝑎 ∗ 𝑎′ = 𝑎′ ∗ 𝑎 = 𝑒.

Demostració. Notem que existeix un 𝑎′ ∈ 𝐺 que satisfà l’equació per la definició de
Propietats bàsiques dels grups (12.1.1), i per tant la proposició té sentit.

Suposem doncs que existeix 𝑎′′ ∈ 𝐺 tal que

𝑎 ∗ 𝑎′′ = 𝑎′′ ∗ 𝑎 = 𝑒.

Però aleshores tenim
𝑎 ∗ 𝑎′′ = 𝑒 = 𝑎 ∗ 𝑎′,

i per la proposició 12.1.5 ha de ser 𝑎′ = 𝑎′′, com volíem demostrar. □

Definició 12.1.7 (Invers d’un element). Siguin 𝐺 un grup amb l’operació ∗ i element
neutre 𝑒 i 𝑎 un element de 𝐺. Per la definició de grup tenim que existeix un 𝑎′ ∈ 𝐺 tal
que

𝑎 ∗ 𝑎′ = 𝑎′ ∗ 𝑎 = 𝑒.

Aleshores direm que 𝑎′ és l’invers de 𝑎 en 𝐺, i el denotarem per 𝑎−1.
Aquesta definició té sentit per la proposició 12.1.6 i la notació introduïda en 12.1.4.
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Proposició 12.1.8. Sigui 𝐺 un grup amb l’operació ∗ i element neutre 𝑒. Aleshores

𝑒−1 = 𝑒.

Demostració. Per la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.1) tenim que

𝑒 ∗ 𝑒−1 = 𝑒−1 ∗ 𝑒 = 𝑒,

i per ha de ser 𝑒−1 = 𝑒. □

Proposició 12.1.9. Siguin 𝐺 un grup amb l’operació ∗ i 𝑎 un element de 𝐺. Aleshores(
𝑎−1

)−1
= 𝑎.

Demostració. Sigui 𝑒 l’element neutre de 𝐺. Com que
(
𝑎−1)−1 és l’invers de 𝑎−1

tenim (
𝑎−1

)−1
∗ 𝑎−1 = 𝑒

però també tenim que
𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑒.

Per tant és
𝑎 ∗ 𝑎−1 = (𝑎−1)−1 ∗ 𝑎−1,

i per la proposició 12.1.5 ha de ser

𝑎 =

(
𝑎−1

)−1
. □

Proposició 12.1.10. Siguin 𝐺 un grup amb l’operació ∗ i 𝑎, 𝑏 dos elements de 𝐺.
Aleshores

(𝑎 ∗ 𝑏)−1 = 𝑏−1 ∗ 𝑎−1.

Demostració. Sigui 𝑒 l’element neutre de 𝐺. Considerem

(𝑏−1 ∗ 𝑎−1) ∗ (𝑎 ∗ 𝑏) = 𝑏−1 ∗ 𝑎−1 ∗ 𝑎 ∗ 𝑏
= 𝑏−1 ∗ 𝑒 ∗ 𝑏
= 𝑏−1 ∗ 𝑏 = 𝑒.

i de manera anàloga trobem

(𝑎 ∗ 𝑏) ∗ (𝑏−1 ∗ 𝑎−1) = 𝑒.

Així doncs, per la proposició 12.1.6 tenim que 𝑎 ∗ 𝑏 és la inversa de 𝑏−1 ∗ 𝑎−1, és a dir

(𝑎 ∗ 𝑏)−1 = 𝑏−1 ∗ 𝑎−1. □

Lema 12.1.11. Siguin 𝐺 un grup amb l’operació ∗ i 𝑎, 𝑏 dos elements de 𝐺. Aleshores
existeixen 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 únics tals que

𝑏 ∗ 𝑥 = 𝑎 i 𝑦 ∗ 𝑏 = 𝑎.
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Demostració. Fem només una de les demostracions, ja que l’altre és anàloga. Com que
per hipòtesi 𝐺 és un grup, per la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.1)
tenim que existeix 𝑏−1 ∈ 𝐺 tal que 𝑏−1 ∗ 𝑏 = 𝑒, on 𝑒 és l’element neutre de 𝐺. Per tant
considerem

𝑏−1 ∗ (𝑏 ∗ 𝑥) = 𝑏−1 ∗ 𝑎
i per la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.1) tenim que això és equivalent
a

(𝑏−1 ∗ 𝑏) ∗ 𝑥 = 𝑏−1 ∗ 𝑎,
i de nou per la definició de grup, i per la definició de Propietats bàsiques dels grups
(12.1.3),

𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 = 𝑏−1 ∗ 𝑎;
i la unicitat ve donada per la proposició 12.1.2. □

Teorema 12.1.12. Siguin 𝐺 un conjunt i ∗ : 𝐺 × 𝐺 → 𝐺 una operació binària que
satisfà 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 per a tot 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺. Aleshores els següents enunciats
són equivalents:

1. 𝐺 és un grup amb l’operació ∗.

2. 𝐺 ≠ ∅ i per a tot 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 existeix uns únics 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 tals que

𝑏 ∗ 𝑥 = 𝑎 i 𝑦 ∗ 𝑏 = 𝑎.

3. Existeix 𝑒 ∈ 𝐺 tal que per a tot 𝑥 ∈ 𝐺 tenim 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥 i existeix un 𝑥−1 ∈ 𝐺 tal
que 𝑥 ∗ 𝑥−1 = 𝑒.

Demostració. Comencem demostrant (1) =⇒ (2). Suposem que 𝐺 és un grup amb
l’operació. Veiem que 𝐺 no és buit per la definició de Propietats bàsiques dels grups
(12.1.1), i la segona part és el lema 12.1.11.

Demostrem ara (2) =⇒ (3). La primera part es pot veure fixant 𝑥 ∈ 𝐺. Pel punt (2)
tenim que per a cada 𝑎 ∈ 𝐺 existeix un únic 𝑏 ∈ 𝐺 tal que

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑥,

i podem fer
𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑒 = 𝑥 ∗ 𝑒

i substituint ens queda
𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥.

Per veure la segona part notem que pel punt (2) tenim que per a tot 𝑥 ∈ 𝐺 existeix
un 𝑎 ∈ 𝐺 tal que

𝑥 ∗ 𝑎 = 𝑒,

i aleshores 𝑎 = 𝑥−1.
Ara només ens queda veure (3) =⇒ (1). Tenim que per a tot 𝑥 ∈ 𝐺 existeix un 𝑥−1

tal que 𝑥 ∗ 𝑥−1 = 𝑒, i de la mateixa manera, existeix un 𝑦 ∈ 𝐺 tal que 𝑥−1 ∗ 𝑦 = 𝑒. Per
tant

𝑒 = 𝑥−1 ∗ 𝑦
= 𝑥−1 ∗ 𝑒 ∗ 𝑦
= 𝑥−1 ∗ 𝑥 ∗ 𝑥−1 ∗ 𝑦
= 𝑥−1 ∗ 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥−1 ∗ 𝑥.

214



12.1. Grups

Així tenim que per a tot 𝑥 ∈ 𝐺 es compleix 𝑥 ∗ 𝑥−1 = 𝑥−1 ∗ 𝑥 = 𝑒, d’on podem veure
que 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 ∗ 𝑒, i com que, per hipòtesi, l’operació ∗ satisfà 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧
per a tot 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 es compleix la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.1)
i tenim que 𝐺 és un grup amb l’operació ∗.

Així tenim (1) =⇒ (2) =⇒ (3) =⇒ (1), com volíem veure. □

12.1.2 Subgrups i subgrups normals

Definició 12.1.13 (Subgrup). Siguin𝐺 un grup amb l’operació ∗ i𝐻 ⊆ 𝐺 un subconjunt
de 𝐺 tal que 𝐻 sigui un grup amb l’operació ∗. Aleshores diem que 𝐻 és un subgrup
de 𝐺.

També ho denotarem com 𝐻 ≤ 𝐺.

Observació 12.1.14. 𝑒 ∈ 𝐻.

Proposició 12.1.15. Siguin 𝐺 un grup amb l’operació ∗ i 𝐻 un subconjunt de 𝐺.
Aleshores 𝐻 és un subgrup de 𝐺 si i només si per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 tenim que 𝑥 ∗ 𝑦−1 ∈ 𝐻.

Demostració. Sigui 𝑒 l’element neutre de 𝐺. Demostrem primer que la condició és
necessària ( =⇒ ). Això ho podem veure per la definició de Propietats bàsiques dels
grups (12.1.1), ja que tenim que 𝑦−1 existeix i pertany a 𝐻, i per tant 𝑥 ∗ 𝑦−1 també
pertany a 𝐻.

Demostrem ara que la condició és suficient (⇐= ). Tenim que per a tot 𝑥 ∈ 𝐻 es
compleix

𝑥 ∗ 𝑥−1 = 𝑒,

i per tant 𝑒 ∈ 𝐻. També tenim que per a tot 𝑥 ∈ 𝐻 es compleix

𝑒 ∗ 𝑥−1 = 𝑥−1,

i per tant 𝑥−1 ∈ 𝐻.
Ara només ens queda veure que ∗ és tancat en 𝐻; és a dir, que per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻

tenim 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝐻. Com que ja hem vist que 𝑦−1 existeix i pertany a 𝐻, per la proposició
12.1.9 tenim

𝑥 ∗ 𝑦−1 = 𝑥 ∗ 𝑦

i per hipòtesi 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝐻.
Per tant, per la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.1) tenim que 𝐻 és

un grup amb l’operació ∗, i com que per hipòtesi 𝐻 ⊆ 𝐺 per la definició de Subgrups i
subgrups normals (12.1.13) tenim que 𝐻 és un subgrup de 𝐺. □

Proposició 12.1.16. Siguin 𝐺 un grup, {𝐻𝑖}𝑖∈𝐼 una família de subgrups de 𝐺 i 𝐻 =⋂
𝑖∈𝐼 𝐻𝑖 . Aleshores 𝐻 és un subgrup de 𝐺.

Demostració. Ho demostrarem amb la proposició 12.1.15. Siguin ∗ l’operació de 𝐺
i 𝑒 l’element neutre de 𝐺. Tenim 𝐻 ⊆ 𝐺 i 𝐻 ≠ ∅, ja que per l’observació 12.1.14
tenim que 𝑒 ∈ 𝐻. Comprovem ara que per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 tenim 𝑥 ∗ 𝑦−1 ∈ 𝐻. Tenim
que si 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻, per la definició de 𝐻, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻𝑖∈𝐼 ; i com que 𝐻𝑖∈𝐼 és un subgrup
de 𝐺, 𝑥 ∗ 𝑦−1 ∈ 𝐻𝑖∈𝐼 per la proposició 12.1.15, i per tant 𝑥 ∗ 𝑦−1 ∈ 𝐻, com volíem
veure. □
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Proposició 12.1.17. Siguin 𝐺 un grup, 𝑆 ≠ ∅ un subconjunt de 𝐺,

{𝐻𝑖}𝑖∈𝐼 = {𝐻 ⊆ 𝐺 | 𝑆 ≤ 𝐻}

una família de subgrups de 𝐺 i
𝐻 =

⋂
𝑖∈𝐼

𝐻𝑖 .

Aleshores 𝐻 i és un subgrup de 𝐺.

Demostració. Sigui 𝑒 l’element neutre de 𝐺. Comprovem que 𝐻 ≠ ∅. En tenim prou
amb veure que 𝑒 ∈ 𝐻. Per veure que 𝐻 és un subgrup de 𝐺 ho podem fer per la
proposició 12.1.16. □

Definició 12.1.18 (Mínim subgrup generat per un conjunt). Siguin 𝐺 un grup, 𝑆 un
subconjunt de 𝐺,

{𝐻𝑖}𝑖∈𝐼 = {𝐻 ⊆ 𝐺 | 𝑆 ≤ 𝐻}
una família de subgrups de 𝐺 i

𝐻 =
⋂
𝑖∈𝐼

𝐻𝑖 .

Aleshores direm que el subgrup 𝐻 ≤ 𝐺 és el mínim subgrup generat per 𝑆 i ho
denotarem amb ⟨𝑆⟩.

Aquesta definició té sentit per la proposició 12.1.17.

Proposició 12.1.19. Siguin 𝐺 un grup i 𝑔 un element de 𝐺. Aleshores

⟨{𝑔}⟩ = {𝑔𝑖}𝑖∈Z.

Demostració. Sigui ∗ l’operació de 𝐺. Ho demostrem per doble inclusió.
Comencem veient que

{𝑔𝑖}𝑖∈Z ⊆ ⟨{𝑔}⟩.
Per la definició de Subgrups i subgrups normals (12.1.18) tenim que existeix una
família de subconjunts de 𝐺 que denotarem per {𝐻𝑖}𝑖∈𝐼 , amb

{𝑔} ⊆ 𝐻 =
⋂
𝑖∈𝐼

𝐻𝑖 .

Com que {𝐻𝑖}𝑖∈𝐼 són subgrups de 𝐺 tenim que, donat que 𝑔 ∈ 𝐻𝑖 , 𝑔𝑛 ∈ 𝐻𝑖 per a
tot 𝑖 ∈ 𝐼 i tot 𝑛 ∈ Z per la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.1), i per
tant 𝑔𝑛 ∈ 𝐻, el que és equivalent a dir que 𝑔𝑛 ∈ ⟨𝑔⟩ per a tot 𝑛 ∈ Z

Ara veiem que
⟨{𝑔}⟩ ⊆ {𝑔𝑖}𝑖∈Z.

Denotarem 𝐻𝑔 = {𝑔𝑖}𝑖∈Z. Hem de veure que 𝐻𝑔 és un grup amb l’operació ∗.
Observem que per a tot 𝑔𝑖 , 𝑔 𝑗 ∈ 𝐻𝑔 es satisfà 𝑔𝑖 ∗ 𝑔− 𝑗 = 𝑔𝑖− 𝑗 ∈ 𝐻𝑔, i per

tant 𝐻𝑔 ≤ 𝐺. Ara bé, com que {𝑔} ⊆ 𝐻𝑔, tenim que 𝐻𝑔 ∈ {𝐻𝑖}𝑖∈𝐼 , és a dir,
que 𝐻𝑔 pertany a la família de subconjunts de 𝐺 que contenen {𝑔}; el que significa
que ⟨{𝑔}⟩ ≤ 𝐻𝑔, i per tant

⟨{𝑔}⟩ ⊆ {𝑔𝑖}𝑖∈Z. □

Definició 12.1.20 (Ordre d’un grup). Sigui 𝐺 un grup. Direm que |𝐺 | és l’ordre del
grup. Si |𝐺 | és finit direm que 𝐺 és un grup d’ordre finit, i si |𝐺 | no és finit direm
que 𝐺 és un grup d’ordre infinit.
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Proposició 12.1.21. Siguin 𝐺 un grup amb element neutre 𝑒 i 𝑔 un element de 𝐺.
Aleshores

|⟨{𝑔}⟩| = 𝑛 ⇐⇒ 𝑛 = min{𝑘 ∈ N | 𝑔𝑘 = 𝑒}.

Demostració. Sigui ∗ l’operació de 𝐺. Comencem amb la implicació cap a l’esquerra
(⇐= ). Suposem doncs que 𝑛 = min{𝑘 ∈ N | 𝑔𝑘 = 𝑒}. Pel La divisió euclidiana i la
identitat de Bézout (4.2.29) tenim que per a tot 𝑡 ∈ Z existeixen uns únics𝑄 ∈ Z, 𝑟 ∈ N,
amb 𝑟 < 𝑛 tals que 𝑡 = 𝑄𝑛 + 𝑟. Per tant

𝑔𝑡 = 𝑔𝑄𝑚+𝑟

= 𝑔𝑄𝑚 ∗ 𝑔𝑟

= (𝑔𝑚)𝑄 ∗ 𝑔𝑟

= 𝑒𝑄 ∗ 𝑔𝑟 = 𝑔𝑟 .

Per tant, com que 0 ≤ 𝑟 < 𝑛, |⟨{𝑔}⟩| = 𝑛.
Fem ara la implicació cap a la dreta ( =⇒ ). Suposem doncs que |⟨{𝑔}⟩| = 𝑛. Com

que el grup és finit per a cada 𝑖 ∈ Z existeix 𝑗 ∈ Z tal que 𝑔𝑖 = 𝑔 𝑗 i, com que ⟨{𝑔}⟩ és
un grup, per la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.1) existeix 𝑔− 𝑗 ∈ ⟨{𝑔}⟩
tal que 𝑔𝑖− 𝑗 = 𝑒.

Sigui doncs 𝑡 ∈ N tal que 𝑔𝑡 = 𝑒. Aleshores, pel La divisió euclidiana i la identitat
de Bézout (4.2.29) existeixen uns únics 𝑄, 𝑟 ∈ N, amb 𝑟 < 𝑛 tals que 𝑡 = 𝑄𝑛 + 𝑟. Per
tant

𝑔𝑡 = 𝑔𝑄𝑛+𝑟

= 𝑔𝑄𝑛 ∗ 𝑔𝑟

= (𝑔𝑛)𝑄 ∗ 𝑔𝑟

= 𝑒𝑄 ∗ 𝑔𝑟

= 𝑔𝑟 = 𝑒.

i per tant 𝑟 = 0, i tenim 𝑡 = 𝑄𝑛, i per tant 𝑛 = min{𝑘 ∈ N | 𝑔𝑘 = 𝑒}. □

Definició 12.1.22 (Conjugació entre conjunts sobre grups). Siguin 𝐺 un grup amb
l’operació ∗ i 𝐻 un subconjunt de 𝐺. Aleshores definim

𝐺𝐻 = {𝑔 ∗ ℎ | 𝑔 ∈ 𝐺, ℎ ∈ 𝐻} i 𝐻𝐺 = {ℎ ∗ 𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺, ℎ ∈ 𝐻}.

Definició 12.1.23 (Subgrup normal). Siguin𝐺 un grup i 𝐻 un subgrup de𝐺. Aleshores
direm que 𝐻 és un subgrup normal de 𝐺 si per a tot 𝑥 ∈ 𝐺 tenim

{𝑥}𝐻 = 𝐻{𝑥}.

Ho denotarem com 𝐻 ⊴ 𝐺.

Proposició 12.1.24. Siguin 𝐺 un grup i 𝐻 un subgrup de 𝐺. Aleshores són equivalents

1. {𝑥}𝐻 = 𝐻{𝑥} per a tot 𝑥 ∈ 𝐺.

2. {𝑥−1}𝐻{𝑥} = 𝐻 per a tot 𝑥 ∈ 𝐺.

3. {𝑥−1}𝐻{𝑥} ⊆ 𝐻 per a tot 𝑥 ∈ 𝐺.
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Demostració. Sigui ∗ l’operació de 𝐺. Comencem demostrant (1) =⇒ (2). Suposem
que 𝐻 és un subgrup normal de 𝐺, per la definició de Subgrups i subgrups normals
(12.1.23) tenim {𝑥}𝐻 = 𝐻{𝑥} per a tot 𝑥 ∈ 𝐺. Aleshores tenim

{𝑥}𝐻{𝑥−1} = 𝐻{𝑥}{𝑥−1}
= {ℎ ∗ 𝑥 ∗ 𝑥−1 | ℎ ∈ 𝐻}
= {ℎ | ℎ ∈ 𝐻} = 𝐻.

Continuem demostrant (2) =⇒ (3). Suposem que {𝑥}𝐻{𝑥−1} = 𝐻. Tenim
que {𝑥}𝐻{𝑥−1} = 𝐻 ⊆ 𝐻.

Demostrem ara (3) =⇒ (1). Suposem doncs que {𝑥−1}𝐻{𝑥} ⊆ 𝐻 per a tot 𝑥 ∈ 𝐺.
Això significa que per a tot ℎ ∈ 𝐻 existeix un ℎ′ ∈ 𝐻 tal que 𝑥 ∗ ℎ ∗𝑥−1 = ℎ′, i aleshores,
per la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.1), 𝑥 ∗ ℎ = ℎ′ ∗ 𝑥 ∈ 𝐻, i per
tant 𝑥 ∗ ℎ ∈ 𝐻{𝑥} per a tot 𝑥 ∈ 𝐺. Així hem vist que {𝑥}𝐻 ⊆ 𝐻{𝑥}. Per veure l’altre
inclusió es pot donar un argument anàleg, i per tant {𝑥}𝐻 = 𝐻{𝑥}.

I així hem vist que (1) =⇒ (2) =⇒ (3) =⇒ (1) i hem acabat. □

12.1.3 Grups cíclics i grups abelians
Definició 12.1.25 (Grup abelià). Sigui 𝐺 un grup amb l’operació + tal que per a
tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 satisfà

𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥.
Aleshores direm que 𝐺 és un grup abelià.

Proposició 12.1.26. Sigui 𝐺 un grup amb l’operació +. Aleshores 𝐺 és un grup abelià
si i només si per a tot 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 es compleix

−(𝑎 + 𝑏) = −𝑎 − 𝑏.

Demostració. Que la condició és necessària ( =⇒ ) ho podem veure amb la definició
de Grups cíclics i grups abelians (12.1.25) i la proposició 12.1.10.

Demostrem ara que la condició és suficient ( ⇐= ). Diem que l’element neutre
de 𝐺 és 𝑒. Per la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.1) tenim que

(𝑎 + 𝑏) − (𝑎 + 𝑏) = 𝑒, (12.1)

que és equivalent a

(𝑎 + 𝑏) − (𝑎 + 𝑏) − (−(𝑎 + 𝑏)) = −(−(𝑎 + 𝑏)),

i aleshores

𝑎 + 𝑏 = −(−(𝑎 + 𝑏))
= −(−𝑏 − 𝑎) (Proposició 12.1.10)
= −(−(𝑏 + 𝑎)) (Hipótesi (12.1))
= 𝑏 + 𝑎, (Proposició 12.1.9)

i per la definició de Grups cíclics i grups abelians (12.1.25), 𝐺 és un grup abelià. □

Definició 12.1.27 (Grup cíclic). Siguin 𝐺 un grup amb l’operació ∗ i 𝑔 un element
de 𝐺. Aleshores diem que el grup ⟨{𝑔}⟩ amb l’operació ∗ és un grup cíclic i que 𝑔 és
un generador del grup.
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Proposició 12.1.28. Sigui 𝐺 un grup cíclic. Aleshores 𝐺 és un grup abelià.

Demostració. Sigui ∗ l’operació de 𝐺. Com que 𝐺 és un grup cíclic, per la definició
de Grups cíclics i grups abelians (12.1.27) tenim que existeix un 𝑔 tal que ⟨{𝑔}⟩ = 𝐺.
Siguin 𝑎, 𝑏 dos elements de𝐺, i com que𝐺 és un grup cíclic, ha de ser 𝑎 = 𝑔𝑚 i 𝑏 = 𝑔𝑛

per a certs 𝑚, 𝑛 ∈ N. Ara bé, tenim que 𝑔𝑚 ∗ 𝑔𝑛 = 𝑔𝑚 ∗ 𝑔𝑛, ja que

𝑔𝑛 ∗ 𝑔𝑚 = 𝑔𝑛+𝑚

= 𝑔𝑚+𝑛 = 𝑔𝑚 ∗ 𝑔𝑛

i aleshores 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎, i per la definició de Grups cíclics i grups abelians (12.1.25)
hem acabat. □

Proposició 12.1.29. Siguin 𝐺 un grup cíclic i 𝐻 un subgrup de 𝐺. Aleshores 𝐻 és un
grup cíclic.

Demostració. Siguin ∗ l’operació de 𝐺 i 𝑒 l’element neutre de 𝐺. Per l’observació
12.1.14 tenim que 𝑒 ∈ 𝐻. Si 𝐻 = {𝑒} no hi ha res a demostrar. Suposem que 𝐻 ≠ {𝑒},
aleshores existeix un 𝑔 ∈ 𝐺 tal que 𝑔𝑛 ∈ 𝐻 per a cert 𝑛 ∈ N. Sigui doncs 𝑚 l’enter més
petit tal que 𝑔𝑚 ∈ 𝐻; volem demostrar que 𝐻 = ⟨{𝑔𝑚}⟩.

Sigui 𝑎 un element de 𝐻. Aleshores com que 𝑎 ∈ 𝐻 ⊆ 𝐺, 𝑎 = 𝑔𝑡 per a cert 𝑡 ∈ N, i
pel La divisió euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.29) existeixen𝑄, 𝑟 ∈ N, amb 𝑟 < 𝑚
tals que 𝑡 = 𝑄𝑚 + 𝑟 , i per tant 𝑔𝑡 = 𝑔𝑄𝑚+𝑟 . Aleshores tenim

𝑔𝑟 = (𝑔𝑚)−𝑄 ∗ 𝑔𝑡 ,

i ha de ser 𝑔𝑟 ∈ 𝐻, ja que 𝑔𝑚 ∈ 𝐻, i per la definició de Propietats bàsiques dels grups
(12.1.1) tenim que (𝑔𝑚)−1 ∈ 𝐻. Per tant 𝑔𝑟 ∈ 𝐻. Però ara bé, 𝑚 era el mínim enter tal
que 𝑔𝑚 ∈ 𝐻, i 𝑟 < 𝑚, per tant ha de ser 𝑔𝑟 = 𝑒, és a dir, 𝑟 = 0 i per tant 𝑡 = 𝑄𝑚; el
que significa que 𝐻 = {(𝑔𝑚)𝑄 | 𝑄 ∈ N} i per la proposició 12.1.19 𝐻 = ⟨{𝑔𝑚}⟩ i hem
acabat. □

Proposició 12.1.30. Siguin 𝐺 un grup cíclic d’ordre 𝑛 finit i 𝑑 ∈ N un divisor de 𝑛.
Aleshores existeix un únic subgrup de 𝐺 d’ordre 𝑑.

Demostració. □

12.1.4 Grup quocient

Proposició 12.1.31. Siguin𝐺 un grup amb l’operació ∗ i𝐻 un subgrup de𝐺. Aleshores
la relació

𝑥 ∼ 𝑦 ⇐⇒ 𝑥 ∗ 𝑦−1 ∈ 𝐻 per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺

és una relació d’equivalència.

Demostració. Sigui 𝑒 l’element neutre del grup 𝐺. Comprovem les propietats de la
definició de relació d’equivalència:

1. Reflexiva: Sigui 𝑥 ∈ 𝐺. Aleshores 𝑥 ∗ 𝑥−1 = 𝑒, i tenim l’observació 12.1.14.
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2. Simètrica: Siguin 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 i suposem que 𝑥 ∼ 𝑦, això significa que 𝑥 ∗ 𝑦−1 ∈ 𝐻, i
per la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.1) tenim que (𝑥 ∗ 𝑦−1)−1 ∈
𝐻, ja que per hipòtesi 𝐻 és un grup, i per les proposicions 12.1.10 i 12.1.9 tenim
que

(𝑥 ∗ 𝑦−1)−1 = 𝑦 ∗ 𝑥−1,

i això és 𝑦 ∼ 𝑥.

3. Transitiva: Siguin 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 i suposem que 𝑥 ∼ 𝑦 i 𝑦 ∼ 𝑧. Per tant 𝑥 ∗ 𝑦−1 ∈ 𝐻,
i 𝑦 ∗ 𝑧−1 ∈ 𝐻. Com que per hipòtesi 𝐻 és un grup, tenim que

(𝑥 ∗ 𝑦−1) ∗ (𝑦 ∗ 𝑧−1) ∈ 𝐻,

que és equivalent a 𝑥 ∗ 𝑧−1 ∈ 𝐻, i per tant 𝑥 ∼ 𝑧.

I per la definició de Relacions d’equivalència (3.3.2) hem acabat. □

Proposició 12.1.32. Siguin 𝐺 un grup amb l’operació ∗ i 𝐻 un subgrup de 𝐺 i ∼ una
relació d’equivalència tal que

𝑥 ∼ 𝑦 ⇐⇒ 𝑥 ∗ 𝑦−1 ∈ 𝐻 per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺.

Aleshores el conjunt quocient 𝐺/𝐻 amb l’operació

∗ : 𝐺/𝐻 × 𝐺/𝐻 −→ 𝐺/𝐻
[𝑥] ∗ [𝑦] ↦−→ [𝑥 ∗ 𝑦]

és un grup si i només si 𝐻 és un subgrup normal de 𝐺.

Demostració. □

Definició 12.1.33 (Grup quocient). Siguin 𝐺 un grup amb l’operació ∗ i 𝑁 un subgrup
normal de 𝐺. Aleshores direm que el grup 𝐺/𝑁 amb l’operació

∗ : 𝐺/𝑁 × 𝐺/𝑁 −→ 𝐺/𝑁
[𝑥] ∗ [𝑦] ↦−→ [𝑥 ∗ 𝑦]

és el grup quocient 𝐺 mòdul 𝑁 .
Aquesta definició té sentit per la proposició 12.1.32.

Lema 12.1.34. Siguin 𝐺 un grup amb l’operació ∗, 𝐻 un subgrup de 𝐺, 𝑥 un element
de 𝐺 i

𝑓𝑥 : 𝐻 −→ {𝑥}𝐻
ℎ ↦−→ 𝑥 ∗ ℎ

una aplicació. Aleshores 𝑓𝑥 és bĳectiva.

Demostració. Veiem que aquesta funció és bĳectiva trobant la seva inversa:

𝑓 −1
𝑥 : {𝑥}𝐻 −→ 𝐻

𝑦 ↦−→ 𝑥−1 ∗ 𝑦

i comprovant 𝑓𝑥 ( 𝑓 −1
𝑥 (ℎ)) = ℎ i 𝑓 −1

𝑥 ( 𝑓𝑥 (ℎ)) = ℎ. Per tant 𝑓 és bĳectiva1. □

1de fet, 𝑓 −1
𝑥 = 𝑓𝑥−1
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Observació 12.1.35. {𝑥}𝐺 = 𝐺.

Teorema 12.1.36 (Teorema de Lagrange). Siguin 𝐺 un grup d’ordre finit i 𝐻 un
subgrup de 𝐺. Aleshores |𝐻 | divideix |𝐺 |.

Demostració. Sigui ∗ l’operació de 𝐺. Fixem 𝑥 ∈ 𝐺 i considerem la funció

𝑓𝑥 : 𝐻 −→ {𝑥}𝐻
ℎ ↦−→ 𝑥 ∗ ℎ

Pel lema 12.1.34 trobem |𝐻 | = |{𝑥}𝐻 |. Tenim que |𝐺 | és el resultat de multiplicar
el número de classes d’equivalència pel nombre d’elements d’una de les classes, és a
dir

|𝐺 | = |𝐺/𝐻 | |𝐻 |

i per tant |𝐻 | divideix |𝐺 |. □

Corol.lari 12.1.37. Sigui 𝐺 un grup d’ordre 𝑝 primer. Aleshores 𝐺 és un grup cíclic.

Demostració. Sigui 𝑒 l’element neutre de 𝐺. Prenem un element 𝑔 ∈ 𝐺 diferent de 𝑒
i considerem el subgrup de 𝐺 generat per 𝑔. Pel Grup quocient (12.1.36) tenim que
l’ordre de ⟨{𝑔}⟩ divideix l’ordre de 𝐺 i com que per hipòtesi l’orde de 𝐺 és primer
i 𝑔1 ≠ 𝑒, ja que 𝑔 és per hipòtesi diferent de l’element neutre, tenim que |⟨{𝑔}⟩| = 𝑝, i
per tant ⟨{𝑔}⟩ = 𝐺 i per la definició de Grups cíclics i grups abelians (12.1.27) tenim
que 𝐺 és un grup cíclic. □

Definició 12.1.38 (L’índex d’un subgrup en un grup). Siguin𝐺 un grup i 𝐻 un subgrup
de 𝐺. Aleshores definim

[𝐺 : 𝐻] = |𝐺 ||𝐻 |
com l’índex de 𝐻 a 𝐺.

12.2 Tres Teoremes d’isomorfisme entre grups

12.2.1 Morfismes entre grups
Definició 12.2.1 (Morfisme entre grups). Siguin 𝐺1 un grup amb l’operació ∗, 𝐺2 un
grup amb l’operació ◦ i 𝑓 : 𝐺1 → 𝐺2 una aplicació que, per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺1 satisfà

𝑓 (𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (𝑦).

Aleshores diem que 𝑓 és un morfisme entre grups. Definim també

1. Si 𝑓 és injectiva direm que 𝑓 és un monomorfisme entre grups.

2. Si 𝑓 és exhaustiva direm que 𝑓 és un epimorfisme entre grups.

3. Si 𝑓 és bĳectiva direm que 𝑓 és un isomorfisme entre grups. També escriu-
rem 𝐺1 � 𝐺2 i direm que 𝐺1 i 𝐺2 són grups isomorfs.

4. Si 𝐺1 = 𝐺2 direm que 𝑓 és un endomorfisme entre grups.

5. Si 𝐺1 = 𝐺2 i 𝑓 és bĳectiva direm que 𝑓 és un automorfisme entre grups.

221



12. Teoria de grups

Proposició 12.2.2. Siguin 𝐺1 un grup amb element neutre 𝑒, 𝐺2 un grup amb element
neutre 𝑒′ i 𝑓 : 𝐺1 → 𝐺2 un morfisme entre grups. Aleshores

1. 𝑓 (𝑒) = 𝑒′.

2. 𝑓
(
𝑥−1) = 𝑓 (𝑥)−1 per a tot 𝑥 ∈ 𝐺1.

Demostració. Siguin ∗ l’operació del grup𝐺1 i ◦ l’operació del grup𝐺2. Veiem primer
el punt (1). Per la definició de morfisme tenim que per a tot 𝑥 ∈ 𝐺1

𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (𝑒) = 𝑓 (𝑥 ∗ 𝑒) (Morfismes entre grups (12.2.1))
= 𝑓 (𝑥) (Propietats bàsiques dels grups (12.1.3))
= 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑒′

i per la proposició 12.1.5 tenim 𝑓 (𝑒) = 𝑒′.
Per demostrar el punt (2) en tenim prou en veure que per a tot 𝑥 ∈ 𝐺

𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (𝑥−1) = 𝑓 (𝑥 ∗ 𝑥−1) (Morfismes entre grups (12.2.1))
= 𝑓 (𝑒) (Propietats bàsiques dels grups (12.1.7))
= 𝑓 (𝑥−1 ∗ 𝑥) (Morfismes entre grups (12.2.1))
= 𝑓 (𝑥−1) ◦ 𝑓 (𝑥)

i pel punt (1) d’aquesta proposició 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (𝑥−1) = 𝑓 (𝑥−1) ◦ 𝑓 (𝑥) = 𝑒′, i per la
proposició 12.1.6 tenim que 𝑓 (𝑥−1) = 𝑓 (𝑥)−1, com volíem. □

Proposició 12.2.3. Siguin 𝐺, 𝐻 i 𝐾 tres grups i 𝑓 : 𝐺 −→ 𝐻 i 𝑔 : 𝐻 −→ 𝐾 dos
morfismes entre grups. Aleshores 𝑔( 𝑓 ) : 𝐺 −→ 𝐾 és un morfisme entre grups.

Demostració. Siguin ∗, ◦ i + les operacions de 𝐺, 𝐻 i 𝐾, respectivament. Per la
definició de Morfismes entre grups (12.2.1) tenim que per a tot 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐻 i ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻
tenim 𝑓 (𝑔1 ∗ 𝑔2) = 𝑓 (𝑔1) ◦ 𝑓 (𝑔2) i 𝑔(ℎ1 ◦ ℎ2) = 𝑔(ℎ1) + 𝑔(ℎ2). Per tant

𝑔( 𝑓 (𝑔1 ∗ 𝑔2)) = 𝑔( 𝑓 (𝑔1) ◦ 𝑓 (𝑔2)) = 𝑔( 𝑓 (𝑔1)) + 𝑔( 𝑓 (𝑔2)),

i per la definició de Morfismes entre grups (12.2.1) hem acabat. □

Proposició 12.2.4. Siguin 𝐺1 i 𝐺2 dos grups tals que

𝐺1 � 𝐺2.

Aleshores

1. 𝐺1 és un grup abelià si i només si 𝐺2 és un grup abelià.

2. 𝐺1 és un grup cíclic si i només si 𝐺2 és un grup cíclic.

Demostració. Siguin ∗ l’operació de 𝐺1 i ◦ l’operació de 𝐺2. Per la definició de
Morfismes entre grups (12.2.1) tenim que existeix un 𝑓 : 𝐺1 → 𝐺2 un isomorfisme
entre grups.

Comencem demostrant el punt (1). Suposem doncs que 𝐺1 és un grup abelià. Per
la definició de Grups cíclics i grups abelians (12.1.25) tenim que per a tot 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺1 es
compleix 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎. Aleshores tenim

𝑓 (𝑎 ∗ 𝑏) = 𝑓 (𝑏 ∗ 𝑎)
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i per la definició de Morfismes entre grups (12.2.1) tenim que

𝑓 (𝑎) ◦ 𝑓 (𝑏) = 𝑓 (𝑏) ◦ 𝑓 (𝑎),

i per tant, com que per la definició de Morfismes entre grups (12.2.1) 𝑓 és un bĳectiu,𝐺2
satisfà la definició de Grups cíclics i grups abelians (12.1.25).

Demostrem ara el punt (2). Suposem doncs que 𝐺1 és un grup cíclic. Per la
definició de Grups cíclics i grups abelians (12.1.27) tenim que 𝐺1 = {𝑔𝑖}𝑖∈Z per a
un cert 𝑔 ∈ 𝐺1. Per tant, com que 𝑓 és bĳectiva per la definició de Morfismes entre
grups (12.2.1) tenim que per a tot 𝑥 ∈ 𝐺2 es compleix 𝑥 = 𝑓 (𝑔𝑖) per a un cert 𝑖 ∈ Z, i
per la definició de Morfismes entre grups (12.2.1) tenim que2 𝑓 (𝑔𝑖) = 𝑓 (𝑔)𝑖 , i per la
definició de Grups cíclics i grups abelians (12.1.27) 𝐺2 és un grup cíclic. □

Definició 12.2.5 (Nucli i imatge d’un morfisme entre grups). Siguin 𝐺1 un grup amb
element neutre 𝑒, 𝐺2 un grup amb element neutre 𝑒′ i 𝑓 : 𝐺1 → 𝐺2 un morfisme entre
grups. Aleshores definim el nucli de 𝑓 com

ker( 𝑓 ) = {𝑥 ∈ 𝐺1 | 𝑓 (𝑥) = 𝑒′},

i la imatge de 𝑓 com
Im( 𝑓 ) = { 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐺2 | 𝑥 ∈ 𝐺1}.

Observació 12.2.6. ker( 𝑓 ) ⊆ 𝐺1, Im( 𝑓 ) ⊆ 𝐺2.

Proposició 12.2.7. Siguin 𝐺1 i 𝐺2 dos grups i 𝑓 : 𝐺1 → 𝐺2 un morfisme entre grups.
Aleshores

1. ker( 𝑓 ) és un subgrup normal de 𝐺1.

2. Im( 𝑓 ) és un subgrup de 𝐺2.

Demostració. Aquest enunciat té sentit per l’observació 12.2.6.
Siguin ∗ l’operació de 𝐺1 i ◦ l’operació de 𝐺2 i 𝑒 l’element neutre de 𝐺1 i 𝑒′

l’element neutre de 𝐺2. Primer comprovem el punt (1). Comencem veient que ker( 𝑓 )
és un subgrup de 𝐺1. Per la proposició 12.1.15 tenim que ens cal amb veure que
si 𝑎, 𝑏 ∈ ker( 𝑓 ), aleshores 𝑎 ∗ 𝑏−1 ∈ ker( 𝑓 ). Això és cert ja que si 𝑎, 𝑏 ∈ ker( 𝑓 )
aleshores 𝑓 (𝑎) = 𝑒′ i 𝑓 (𝑏−1) = 𝑒′, i per tant 𝑎 ∗ 𝑏−1 = 𝑒 ∗ 𝑒−1 = 𝑒, el que significa
que 𝑓 (𝑎 ∗ 𝑏−1) = 𝑒′, i tenim 𝑎 ∗ 𝑏−1 ∈ ker( 𝑓 ).

Comprovem ara que el subgrup és normal. Per la proposició 12.1.24 en tenim
prou en veure que per a tot 𝑥 ∈ ker( 𝑓 ) i 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑥 ∗ 𝑔 ∗ 𝑥−1 ∈ ker( 𝑓 ). Això ho veiem
notant que si 𝑔 ∈ ker( 𝑓 ), 𝑓 (𝑔) = 𝑒′, i per tant 𝑓 (𝑥 ∗ 𝑔 ∗ 𝑥−1) = 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑒′ ◦ 𝑓 (𝑥−1)i
això és 𝑓 (𝑥 ∗ 𝑥−1) = 𝑒′, i per tant 𝑥 ∗ 𝑔 ∗ 𝑥−1 ∈ ker( 𝑓 ).

Acabem veient el punt (2). De nou per la proposició 12.1.15 tenim que si per
a tot 𝑓 (𝑎), 𝑓 (𝑏) ∈ Im( 𝑓 ) tenim 𝑓 (𝑎) ◦ 𝑓 (𝑏)−1 ∈ Im( 𝑓 ) aleshores Im( 𝑓 ), és un
subgrup de 𝐺2. Això és cert, ja que per la definició de Morfismes entre grups
(12.2.1) i la proposició 12.2.2 tenim 𝑓 (𝑎) ◦ 𝑓 (𝑏)−1 = 𝑓 (𝑎 ∗ 𝑏−1); i per la definició
de grup 𝑎 ∗ 𝑏−1 ∈ 𝐺1, i per la definició de Morfismes entre grups (12.2.1) tenim
que 𝑓 (𝑎) ◦ 𝑓 (𝑏)−1 ∈ Im( 𝑓 ), i per tant Im( 𝑓 ) és un subgrup de 𝐺2, com volíem
veure. □

Proposició 12.2.8. Siguin𝐺1 un grup amb element neutre 𝑒,𝐺2 un grup, i 𝑓 : 𝐺1 → 𝐺2
un morfisme entre grups. Aleshores

2el primer és amb l’operació ∗ i el segon amb l’operació ◦.
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1. 𝑓 és un monomorfisme si i només si ker( 𝑓 ) = {𝑒}.

2. 𝑓 és un epimorfisme si i només si Im( 𝑓 ) = 𝐺2.

Demostració. Siguin ∗ l’operació de 𝐺1, ◦ l’operació de 𝐺2 i 𝑒′ l’element neutre
de 𝐺2. Comencem fent la demostració del punt (1) per la implicació cap a la dreta
( =⇒ ). Suposem doncs que 𝑓 és un monomorfisme, i per tant injectiva. Per la
definició de Morfismes entre grups (12.2.5) tenim que ker( 𝑓 ) = {𝑥 ∈ 𝐺1 | 𝑓 (𝑥) = 𝑒′}.
Suposem 𝑥 ∈ 𝐺1, és a dir, 𝑓 (𝑥) = 𝑒′. Ara bé, com que 𝑓 és injectiva per la proposició
12.2.2 ha de ser ker( 𝑓 ) = {𝑒}.

Demostrem ara la implicació cal a l’esquerra (⇐= ). Suposem doncs que ker( 𝑓 ) =
{𝑒}. Siguin 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺1 dos elements que satisfacin 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑦). Com que, per la
proposició 12.2.7 ker( 𝑓 ) és un subgrup de 𝐺1, tenim que 𝑥 ∗ 𝑦−1 ∈ 𝐺1, i per tant

𝑓 (𝑥 ∗ 𝑦−1) = 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (𝑦−1) (Morfismes entre grups (12.2.1))
= 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (𝑦)−1 (Proposició 12.2.2)
= 𝑓 (𝑦) ◦ 𝑓 (𝑦)−1 = 𝑒′,

i per tant 𝑥 ∗ 𝑦−1 ∈ ker( 𝑓 ), però per hipòtesi teníem ker( 𝑓 ) = {𝑒}, i per tant ha de
ser 𝑥 ∗ 𝑦−1 = 𝑒, el que és equivalent a 𝑥 = 𝑦, i per tant 𝑓 és injectiva.

Demostrem ara el punt (2) començant per la implicació cap a la dreta ( =⇒ ).
Suposem doncs que 𝑓 és un epimorfisme, i per tant exhaustiva, i per tant per a
cada 𝑦 ∈ 𝐺2 existeix un 𝑥 ∈ 𝐺1 tal que 𝑓 (𝑥) = 𝑦, i per la definició d’Morfismes entre
grups (12.2.5) tenim que Im( 𝑓 ) = 𝐺2.

Acabem demostrant la implicació cap a l’esquerra ( ⇐= ). Suposem doncs
que Im( 𝑓 ) = 𝐺2 i prenem 𝑦 ∈ 𝐺2. Aleshores per la definició d’Morfismes entre grups
(12.2.5) tenim que existeix un 𝑥 ∈ 𝐺1 tal que 𝑓 (𝑥) = 𝑦, i per tant 𝑓 és exhaustiva. □

Proposició 12.2.9. Siguin 𝐺1 i 𝐺2 dos grups i 𝑓 : 𝐺1 → 𝐺2 un morfisme entre grups.
Aleshores

1. Si 𝐻1 ≤ 𝐺1 =⇒ { 𝑓 (ℎ) ∈ 𝐺2 | ℎ ∈ 𝐻1} ≤ 𝐺2.

2. Si 𝐻2 ≤ 𝐺2 =⇒ {ℎ ∈ 𝐺1 | 𝑓 (ℎ) ∈ 𝐻2} ≤ 𝐺1.

3. Si 𝐻2 ⊴ 𝐺2 =⇒ {ℎ ∈ 𝐺1 | 𝑓 (ℎ) ∈ 𝐻2} ⊴ 𝐺1.

Demostració. Siguin ∗ l’operació de 𝐺1 i ◦ l’operació de 𝐺2. Comprovem primer el
punt (1). Suposem doncs que 𝐻1 és un subgrup de 𝐺1. Denotarem 𝐻 = { 𝑓 (ℎ) ∈
𝐺2 | ℎ ∈ 𝐻1}. Siguin 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻1; per la proposició 12.1.15 només ens cal veure
que 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (𝑦)−1 ∈ 𝐻. Això és

𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (𝑦)−1 = 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (𝑦−1) (Proposició 12.2.2)
= 𝑓 (𝑥 ∗ 𝑦−1). (Morfismes entre grups (12.2.1))

Ara bé, com que 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻1 i 𝐻1 és un subgrup de 𝐺1, per la proposició 12.1.15 tenim
que 𝑥 ∗ 𝑦−1 ∈ 𝐻1, i per tant 𝑓 (𝑥 ∗ 𝑦−1) ∈ 𝐻, i per la definició de Morfismes entre grups
(12.2.1) i la proposició 12.2.2 tenim que 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (𝑦)−1 ∈ 𝐻, i per tant 𝐻 és un subgrup
de 𝐺2, com volíem veure.

Comprovem ara el punt (2). Suposem doncs que 𝐻2 és un subgrup de 𝐺2 i
denotem 𝐻 = {ℎ ∈ 𝐺1 | 𝑓 (ℎ) ∈ 𝐻2}. Per la proposició 12.1.15 només ens cal
veure que per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 es satisfà 𝑥 ∗ 𝑦−1 ∈ 𝐻. Si 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 aleshores tenim

224



12.2. Tres Teoremes d’isomorfisme entre grups

que 𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑦) ∈ 𝐻2, i com que 𝐻2 és un grup, aleshores per la definició de Propietats
bàsiques dels grups (12.1.1) ha de ser 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (𝑦−1) ∈ 𝐻2 Aleshores, per la definició de
Morfismes entre grups (12.2.1) tenim 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (𝑦−1) = 𝑓 (𝑥 ∗ 𝑦−1), i per tant 𝑥 ∗ 𝑦−1 ∈ 𝐻
i així tenim que 𝐻 és un subgrup de 𝐺1.

Veiem el punt (3) per acabar. Suposem doncs que 𝐻2 és un subgrup normal de 𝐺2
i definim 𝐻 = {ℎ ∈ 𝐺1 | 𝑓 (ℎ) ∈ 𝐻2}. Per demostrar-ho prenem 𝑔 ∈ 𝐺1, ℎ ∈ 𝐻1 tal
que 𝑓 (ℎ) ∈ 𝐻 i fem

𝑓 (𝑔) ◦ 𝑓 (ℎ) ◦ 𝑓 (𝑔)−1 = 𝑓 (𝑔) ◦ 𝑓 (ℎ) ◦ 𝑓 (𝑔−1) (Proposició 12.2.2)
= 𝑓 (𝑔 ∗ ℎ ∗ 𝑔−1) (Morfismes entre grups (12.2.1))

Ara bé, com que 𝐻2 és un subgrup normal de 𝐺2, tenim que, per a tot 𝑔 ∈ 𝐺1, 𝑓 (𝑔 ∗ ℎ ∗
𝑔−1) ∈ 𝐻2, i per tant 𝑔 ∗ ℎ ∗ 𝑔−1 ∈ 𝐻, que satisfà la definició de Subgrups i subgrups
normals (12.1.23) per la proposició 12.1.24. □

Teorema 12.2.10 (Teorema de representació de Cayley). Sigui 𝐺 un grup amb
l’operació ∗. Aleshores 𝐺 és isomorf a un subgrup de S𝐺 amb l’operació ◦, on S𝐺 és
el grup simètric dels elements de 𝐺.

Demostració. Sigui 𝑒 l’element neutre de 𝐺. Definim

𝜑 : 𝐺 −→ S𝐺 (12.2)
𝑔 ↦−→ 𝜎𝑔 : 𝐺 −→ 𝐺 (12.3)

𝑥 ↦−→ 𝑔 ∗ 𝑥

Tenim que 𝜎𝑔 és bĳectiva ja que és una permutació. Comprovarem que 𝜑 és un mono-
morfisme entre grups. Veiem primer que és un morfisme entre grups. Prenem 𝑔, 𝑔′ ∈ 𝐺.
Per la definició (12.2) tenim que 𝜑(𝑔 ∗ 𝑔′) = 𝜎𝑔∗𝑔′ . Per veure que 𝜎𝑔∗𝑔′ = 𝜎𝑔 ◦ 𝜎𝑔′
observem que per a tot 𝑥 ∈ 𝐺

𝜎𝑔∗𝑔′ (𝑥) = 𝑔 ∗ 𝑔′ ∗ 𝑥
= 𝑔 ∗ 𝜎𝑔′ (𝑥)
= 𝜎𝑔 ◦ 𝜎𝑔′ (𝑥),

i per la definició de Morfismes entre grups (12.2.1) tenim que 𝜑 és un morfisme entre
grups. Veiem ara que 𝜑 és un monomorfisme. Per la definició de Morfismes entre
grups (12.2.5) tenim que

ker(𝜑) = {𝑥 ∈ 𝐺 | 𝑓 (𝑥) = Id𝐺}.

Ara bé, 𝜎𝑔 = Id és, per la definició (12.3), equivalent a dir que 𝑔 ∗𝑥 = 𝑥 per a tota 𝑥 ∈ 𝐺,
i per la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.3) això és si i només si 𝑔 = 𝑒, i
per tant

ker(𝜑) = {𝑒},

i per la proposició 12.2.8 tenim que 𝜑 és un monomorfisme, com volíem veure.
Per tant, per la proposició 12.2.9 tenim que

𝐺 � Im(𝜑) ≤ S𝐺 . □

225



12. Teoria de grups

12.2.2 Teoremes d’isomorfisme entre grups
Teorema 12.2.11. Siguin 𝐺1 un grup amb l’operació ∗, 𝐺2 un grup amb l’operació ◦
i 𝑓 : 𝐺1 → 𝐺2 un morfisme entre grups. Aleshores 𝐺1/ker( 𝑓 ) � Im( 𝑓 ).

Demostració. Siguin 𝑒 l’element neutre de 𝐺1 i 𝑒′ l’element neutre de 𝐺2. Definim
l’aplicació

𝜑 : 𝐺1/ker( 𝑓 ) ←→ Im( 𝑓 ) (12.4)
[𝑥] ↦−→ 𝑓 (𝑥)

Comprovem primer que aquesta aplicació està ben definida:
Suposem que [𝑥] = [𝑥′]. Això és que 𝑥′ ∈ {𝑥} ker( 𝑓 ), i equivalentment 𝑥′ = 𝑥 ∗ ℎ

per a cert ℎ ∈ ker( 𝑓 ). Per tant

𝜑( [𝑥′]) = 𝜑( [𝑥 ∗ ℎ]) (Definició (12.1.33))
= 𝑓 (𝑥 ∗ ℎ) (Definició (12.4))
= 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (ℎ) (Morfismes entre grups (12.2.1))
= 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑒′ (Morfismes entre grups (12.2.5))
= 𝑓 (𝑥) = 𝜑( [𝑥]) (Definició (12.4))

i per tant 𝜑 està ben definida. Veiem ara que 𝜑 és un morfisme entre grups. Tenim que

𝜑( [𝑥] ∗ [𝑦]) = 𝜑( [𝑥 ∗ 𝑦]) (Definició (12.1.33))
= 𝑓 (𝑥 ∗ 𝑦) (Definició (12.4))
= 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (𝑦) (Morfismes entre grups (12.2.1))
= 𝜑( [𝑥]) ◦ 𝜑( [𝑦]), (Definició (12.4))

i per la definició de Morfismes entre grups (12.2.1) 𝜑 és un morfisme entre grups.
Continuem demostrant que 𝜑 és injectiva. Per la definició de Morfismes entre grups
(12.2.5) tenim que ker(𝜑) = {[𝑥] ∈ 𝐺/ker( 𝑓 ) | 𝜑( [𝑥]) = 𝑒}, i per tant ker(𝜑) = ker( 𝑓 ),
ja que 𝑓 (𝑥) = 𝑒 si i només si 𝑥 ∈ ker( 𝑓 ), i per tant ker(𝜑) = [𝑒] i per la proposició
12.2.8 𝜑 és injectiva.

Per veure que 𝜑 és exhaustiva veiem que si [𝑥] ∈ 𝐺1/ker( 𝑓 ), per la definició de
Grup quocient (12.1.33) tenim que 𝑥 = 𝑥′ ∗ 𝑦 per a uns certs 𝑥′ ∈ 𝐺2, ℎ ∈ ker( 𝑓 ), i per
tant

𝜑( [𝑥]) = 𝜑( [𝑥′ ∗ ℎ])
= 𝜑( [𝑥′] ∗ [ℎ]) (Grup quocient (12.1.33))
= 𝑓 (𝑥′) ◦ 𝑓 (𝑒) (Morfismes entre grups (12.2.1))
= 𝑓 (𝑥′) (Propietats bàsiques dels grups (12.1.1))
= 𝑓 (𝑥 ∗ ℎ−1)
= 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (ℎ−1) (Morfismes entre grups (12.2.1))
= 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑓 (ℎ)−1 (Proposició 12.2.2)
= 𝑓 (𝑥) ◦ 𝑒−1 = 𝑓 (𝑥). (Proposició 12.1.8)

Així veiem que Im(𝜑) = Im( 𝑓 ). Per tant 𝜑 és un isomorfisme, i per la definició
d’Morfismes entre grups (12.2.1) tenim 𝐺1/ker( 𝑓 ) � Im( 𝑓 ), com volíem veure. □
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Teorema 12.2.12 (Primer Teorema de l’isomorfisme). Siguin 𝐺1 i 𝐺2 dos grups
i 𝑓 : 𝐺1 → 𝐺2 un epimorfisme entre grups. Aleshores

1. 𝐺1/ker( 𝑓 ) � 𝐺2.

2. L’aplicació

𝜑1 : {𝐻 | ker( 𝑓 ) ≤ 𝐻 ≤ 𝐺} ←→ {𝐾 | 𝐾 ≤ 𝐺2} (12.5)
𝐻 ↦−→ { 𝑓 (ℎ) ∈ 𝐺2 | ℎ ∈ 𝐻}

és bĳectiva.

3. L’aplicació

𝜑2 : {𝐻 | ker( 𝑓 ) ≤ 𝐻 ⊴ 𝐺} ←→ {𝐾 | 𝐾 ⊴ 𝐺2} (12.6)
𝐻 ↦−→ { 𝑓 (ℎ) ∈ 𝐺2 | ℎ ∈ 𝐻}

és bĳectiva.

Demostració. Siguin ∗ l’operació de 𝐺1, 𝑒 l’element neutre de 𝐺1 i 𝑒′ l’element neutre
de 𝐺2.

El punt (1) és conseqüència del Teorema 12.2.11, ja que si 𝑓 és exhaustiva, Im( 𝑓 ) =
𝐺2, i per tant 𝐺1/ker( 𝑓 ) � 𝐺2.

Per veure el punt (2) comencem demostrant que 𝜑1 està ben definida. Siguin 𝐻1 =

𝐻2 ∈ {𝐻 | ker( 𝑓 ) ≤ 𝐻 ≤ 𝐺}. Aleshores, per la hipòtesi (12.5) tenim 𝜑1 (𝐻1) =
{ 𝑓 (ℎ) ∈ 𝐺2 | ℎ ∈ 𝐻1} i 𝜑1 (𝐻2) = { 𝑓 (ℎ) ∈ 𝐺2 | ℎ ∈ 𝐻2}, i com que 𝑓 és una
aplicació, i per tant ben definida, 𝜑1 (𝐻1) = 𝜑1 (𝐻2).

Continuem comprovant que 𝜑1 és bĳectiva. Per veure que és injectiva pre-
nem 𝐻1, 𝐻2 ∈ {𝐻 | ker( 𝑓 ) ≤ 𝐻 ≤ 𝐺} tals que 𝜑1 (𝐻1) = 𝜑1 (𝐻2). Això, per la hipòtesi
(12.5) és

{ 𝑓 (ℎ) ∈ 𝐺2 | ℎ ∈ 𝐻1} = { 𝑓 (ℎ) ∈ 𝐺2 | ℎ ∈ 𝐻2}.

Per tant siguin ℎ1 ∈ 𝐻1, ℎ2 ∈ 𝐻2 tals que 𝑓 (ℎ1) = 𝑓 (ℎ2). Equivalentment, per la
proposició 12.1.6 i la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.7) i la proposició
12.1.8 tenim les igualtats 𝑓 (ℎ−1

2 ∗ ℎ1) = 𝑓 (ℎ−1
1 ∗ ℎ2) = 𝑒′, i per la definició de

Morfismes entre grups (12.2.5) tenim ℎ−1
2 ∗ ℎ1, ℎ

−1
1 ∗ ℎ2 ∈ ker( 𝑓 ), i per la hipòtesi

(12.5) això és ℎ−1
2 ∗ ℎ1 ∈ ker( 𝑓 ) ⊆ 𝐻2 i ℎ−1

1 ∗ ℎ2 ∈ ker( 𝑓 ) ⊆ 𝐻1. Observem que això
és que ℎ1 ∈ {ℎ2} ker( 𝑓 )) ⊆ 𝐻2 i ℎ2 ∈ {ℎ1} ker( 𝑓 )) ⊆ 𝐻1. Això vol dir que 𝐻1 ⊆ 𝐻2
i 𝐻2 ⊆ 𝐻1, i per doble inclusió això és 𝐻1 = 𝐻2, com volíem veure.

Per veure que 𝜑1 és exhaustiva tenim que per la proposició 12.2.9 i per la hipòtesi
(12.5) tenim que donat un conjunt 𝐾 tal que 𝐾 ≤ 𝐺2 aleshores el conjunt 𝐻 = {𝑘 ∈
𝐺1 | 𝑓 (ℎ) ∈ 𝐾} satisfà 𝐻 ≤ 𝐺1, i per la definició de Morfismes entre grups (12.2.5)
tenim que es compleix ker( 𝑓 ) ≤ 𝐻 ≤ 𝐺1, i per tant 𝜑1 (𝐻) = 𝐾, i per tant 𝜑 és
exhaustiva i per tant bĳectiva.

Es pot demostrar el punt (3) amb el mateix argument que hem donat per demostrar
el punt (2). □

Proposició 12.2.13. Siguin 𝐺 un grup i 𝐻, 𝐾 subgrups de 𝐺. Aleshores

1. Si 𝐾 ⊴ 𝐺, aleshores 𝐻𝐾 ≤ 𝐺.

2. Si 𝐻, 𝐾 ⊴ 𝐺, aleshores 𝐻𝐾 ⊴ 𝐺.
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Demostració. Sigui ∗ l’operació de 𝐺. Comencem veient el punt (1). Per la proposició
12.1.15 només ens cal comprovar que per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻𝐾 es satisfà 𝑥 ∗ 𝑦−1 ∈ 𝐻𝐾.
Siguin doncs 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻𝐾, que podem reescriure com 𝑥 = ℎ1 ∗ 𝑘1 i 𝑦 = ℎ2 ∗ 𝑘2.
Calculem 𝑥 ∗ 𝑦−1:

𝑥 ∗ 𝑦−1 = ℎ1 ∗ 𝑘1 ∗ (ℎ2 ∗ 𝑘2)−1

= ℎ1 ∗ 𝑘1 ∗ 𝑘−1
2 ∗ ℎ

−1
2 (Proposició 12.1.10)

= ℎ1 ∗ 𝑘1 ∗ ℎ−1
2 ∗ 𝑘

−1
2 , (Subgrups i subgrups normals (12.1.23))

= ℎ1 ∗ ℎ−1
2 ∗ 𝑘1 ∗ 𝑘−1

2 , (Subgrups i subgrups normals (12.1.23))

i com que, per la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.1) tenim ℎ1 ∗ℎ−1
2 ∈ 𝐻

i 𝑘1 ∗ 𝑘−1
2 ∈ 𝐾 , veiem que 𝑥 ∗ 𝑦−1 ∈ 𝐻𝐾 , com volíem demostrar.

La demostració del punt (2) és anàloga a la del punt (1). □

Lema 12.2.14. Siguin 𝐺 un grup, 𝐻 un subgrup de 𝐺 i 𝐾 un subgrup normal de 𝐺.
Aleshores 𝐻 ∩ 𝐾 ⊴ 𝐻.

Demostració. Siguin ∗ l’operació de 𝐺. Prenem 𝑥 ∈ 𝐻 i 𝑦 ∈ 𝐻 ∩ 𝐾 . Per la proposició
12.1.24 només hem de veure que per a tot 𝑥 ∈ 𝐻 i 𝑦 ∈ 𝐻 ∩𝐾 , es satisfà 𝑥−1 ∗ 𝑦 ∗ 𝑥 ∈ 𝐻.
Ara bé, com que 𝐾 és un grup normal, per la mateixa proposició 12.1.24, com que
per hipòtesi 𝑦 ∈ 𝐻 ∩ 𝐾, i en particular 𝑦 ∈ 𝐾, tenim que 𝑥−1 ∗ 𝑦 ∗ 𝑥 ∈ 𝐾. Per veure
que 𝑥−1 ∗ 𝑦 ∗ 𝑥 ∈ 𝐻 tenim prou amb veure que 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻, i com que 𝐻 és un subgrup
de 𝐺, i per tant un grup, per la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.1)
tenim que 𝑥−1 ∗ 𝑦 ∗ 𝑥 ∈ 𝐻, i per tant 𝑥−1 ∗ 𝑦 ∗ 𝑥 ∈ 𝐻 ∩ 𝐾 . □

Teorema 12.2.15 (Segon Teorema de l’isomorfisme). Siguin 𝐺 un grup, 𝐻 un subgrup
de 𝐺 i 𝐾 un subgrup normal de 𝐺. Aleshores

(𝐻𝐾)/𝐾 � 𝐻/(𝐻 ∩ 𝐾).

Demostració. Aquest enunciat té sentit pel lema 12.2.14.
Siguin ∗ l’operació de 𝐺 i 𝑒 l’element neutre de 𝐺. Definim

𝑓 : 𝐻𝐾 −→ 𝐻/(𝐻 ∩ 𝐾) (12.7)
ℎ ∗ 𝑘 ↦−→ [ℎ] .

Demostrarem que 𝑓 és un epimorfisme; però primer cal veure que 𝑓 està ben definida.
Prenem doncs ℎ1∗𝑘1, ℎ2∗𝑘2 ∈ 𝐻𝐾 amb ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 i 𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝐾 tals que ℎ1∗𝑘1 = ℎ2∗𝑘2,
i per tant ℎ−1

2 ∗ℎ1 = 𝑘2∗𝑘−1
1 . Ara bé, com que per hipòtesi i per la definició de Propietats

bàsiques dels grups (12.1.7) tenim que ℎ1, ℎ
−1
2 ∈ 𝐻 i a la vegada 𝑘2, 𝑘

−1
1 ∈ 𝐾, per la

definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.1) tenim ℎ−1
2 ∗ ℎ1 ∈ 𝐻 i 𝑘2 ∗ 𝑘−1

1 ∈ 𝐾 i
com que ℎ−1

2 ∗ ℎ1 = 𝑘2 ∗ 𝑘−1
1 tenim que [ℎ−1

2 ∗ ℎ1] = [𝑘−1
2 ∗ 𝑘1] = [𝑒], i per la definició

de Grup quocient (12.1.33) tenim que [ℎ1] = [ℎ2] i per tant 𝑓 està ben definida.
Veiem ara que 𝑓 és un morfisme entre grups. Prenem ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 i 𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝐾 , i per

tant ℎ1 ∗ 𝑘1, ℎ2 ∗ 𝑘2 ∈ 𝐻𝐾 , i fem

𝑓 (ℎ1 ∗ 𝑘1 ∗ ℎ2 ∗ 𝑘2) = [ℎ1 ∗ ℎ2] (Definició (12.7))
= [ℎ1] ∗ [ℎ2] (Definició (12.1.33))
= 𝑓 (ℎ1 ∗ 𝑘1) ∗ 𝑓 (ℎ2 ∗ 𝑘2) (Definició (12.7))
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i per tant 𝑓 satisfà la definició de Morfismes entre grups (12.2.1).
Continuem veient que 𝑓 és exhaustiva. Prenem [ℎ] ∈ 𝐻/(𝐻 ∩ 𝐾). Per la definició

(12.7) tenim que 𝑓 (ℎ ∗ 𝑘) = [ℎ] per a qualsevol 𝑘 ∈ 𝐾 , i per tant 𝑓 és exhaustiva.
Per tant 𝑓 és un epimorfisme, i per tant, pel Teoremes d’isomorfisme entre grups

(12.2.12) tenim
𝐻𝐾/ker( 𝑓 ) � 𝐻/(𝐻 ∩ 𝐾).

Ara bé, per la definició de Morfismes entre grups (12.2.5) tenim que ker( 𝑓 ) = {ℎ1∗𝑘2 ∈
𝐻𝐾 | 𝑓 (ℎ1 ∗ 𝑘1) = [𝑒]}, i per tant ker( 𝑓 ) = 𝐾 i trobem

𝐻𝐾/𝐾 � 𝐻/(𝐻 ∩ 𝐾). □

Teorema 12.2.16 (Tercer Teorema de l’isomorfisme). Siguin 𝐺 un grup i 𝐻, 𝐾 dos
subgrups normals de 𝐺 amb 𝐾 ⊆ 𝐻. Aleshores

𝐺/𝐻 � (𝐺/𝐾)/(𝐻/𝐾).

Demostració. Definim les aplicacions

𝜑1 : 𝐺 −→ 𝐺/𝐾 i 𝜑2 : 𝐺/𝐾 −→ (𝐺/𝐾)/(𝐻/𝐾)
𝑔 ↦−→ [𝑔] [𝑔] ↦−→ [𝑔] .

Veiem que 𝜑1 i 𝜑2 són morfismes.
Per la proposició 12.2.3 tenim que 𝜑2 (𝜑1) : 𝐺 −→ (𝐺/𝐾)/(𝐻/𝐾) és un epimorfis-

me entre grups, i pel Teoremes d’isomorfisme entre grups (12.2.12) trobem

𝐺/ker(𝜑2 (𝜑1)) � (𝐺/𝐾)/(𝐻/𝐾).

Veiem ara que ker(𝜑2 (𝜑1)) = 𝐻. Per la definició de Grup quocient (12.1.33) tenim
que 𝐺/𝐾 = {𝑔𝐾 | 𝑔 ∈ 𝐺} i 𝐻/𝐾 = {ℎ𝐾 | ℎ ∈ 𝐻}, i per tant

(𝐺/𝐾)/(𝐻/𝐾) = {𝑔𝐾ℎ𝐾 | 𝑔 ∈ 𝐺, ℎ ∈ 𝐻}, (12.8)

però com que, per hipòtesi, 𝐻 i 𝐾 són subgrups normals de 𝐺, per la definició de
Subgrups i subgrups normals (12.1.23) podem reescriure (12.8) com

(𝐺/𝐾)/(𝐻/𝐾) = {𝑔ℎ𝐾 | 𝑔 ∈ 𝐺, ℎ ∈ 𝐻}. (12.9)
Ara bé, com que per hipòtesi 𝐾 ⊆ 𝐻 podem reescriure (12.9) com

(𝐺/𝐾)/(𝐻/𝐾) = {𝑔𝐻 | 𝑔 ∈ 𝐺},

i trobem, per la definició de Morfismes entre grups (12.2.5), que ker(𝜑2 (𝜑1)) = 𝐻, i
per tant

𝐺/𝐻 � (𝐺/𝐾)/(𝐻/𝐾). □

12.3 Tres Teoremes de Sylow

12.3.1 Accions sobre grups
Definició 12.3.1 (Acció d’un grup sobre un conjunt). Siguin𝐺 un grup amb l’operació ∗
i element neutre 𝑒, 𝑋 un conjunt no buit i

· : 𝐺 × 𝑋 −→ 𝑋

(𝑔, 𝑥) ↦−→ 𝑔 · 𝑥

una operació que satisfaci
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1. 𝑒 · 𝑥 = 𝑥 per a tot 𝑥 ∈ 𝑋 .

2. (𝑔1 ∗ 𝑔2) · 𝑥 = 𝑔1 · (𝑔2 · 𝑥) per a tot 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺.

Aleshores direm que · és una acció de 𝐺 sobre 𝑋 . També direm que 𝑋 és un 𝐺-conjunt
amb l’acció ·.

Proposició 12.3.2. Siguin 𝑋 un 𝐺-conjunt amb l’acció · i ∼ una relació sobre el
conjunt 𝑋 tal que per a tot 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 diem que 𝑥1 ∼ 𝑥2 si i només si existeix un 𝑔 ∈ 𝐺
tal que 𝑥1 = 𝑔 · 𝑥2. Aleshores la relació ∼ és una relació d’equivalència.

Demostració. Siguin ∗ l’operació de 𝐺 i 𝑒 l’element neutre del grup 𝐺. Comprovem
que ∼ satisfà la definició de Relacions d’equivalència (3.3.2):

1. Reflexiva: Sigui 𝑥 ∈ 𝑋 . Per la definició d’Accions sobre grups (12.3.1) tenim
que 𝑥 = 𝑥 · 𝑒, i per tant 𝑥 ∼ 𝑥.

2. Simètrica: Siguin 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 tals que 𝑥1 ∼ 𝑥2. Per tant existeix 𝑔 ∈ 𝐺
tal que 𝑥1 = 𝑔 · 𝑥2. Per la definició d’Accions sobre grups (12.3.1) tenim
que 𝑔 · 𝑥2 ∈ 𝑋 , i per tant podem prendre 𝑔−2 · (𝑔 ∗ 𝑥2), que és equivalent
a 𝑔−2 · (𝑔 · 𝑥2) = 𝑔−2 · 𝑥1, i així 𝑥2 = 𝑔−1 · 𝑥1, i per tant 𝑥2 ∼ 𝑥1.

3. Transitiva: Siguin 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ 𝑋 tals que 𝑥1 ∼ 𝑥2 i 𝑥2 ∼ 𝑥3. Per tant existei-
xen 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 tals que 𝑥1 = 𝑔1 · 𝑥2 i 𝑥2 = 𝑔2 · 𝑥3, i per tant 𝑥1 = 𝑔1 · (𝑔2 · 𝑥3), i
per la definició d’Accions sobre grups (12.3.1) això és 𝑥1 = (𝑔1 ∗ 𝑔2) · 𝑥3, i com
que 𝐺 és un grup, 𝑔1 ∗ 𝑔2 ∈ 𝐺, i tenim que 𝑥1 ∼ 𝑥3.

per tant ∼ és una relació d’equivalència. □

Definició 12.3.3 (Òrbita d’un element d’un 𝐺-conjunt). Siguin 𝑋 un 𝐺-conjunt amb
l’acció · i ∼ una relació d’equivalència sobre 𝑋 tal que per a tot 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 diem
que 𝑥1 ∼ 𝑥2 si i només si existeix un 𝑔 ∈ 𝐺 tal que 𝑥1 = 𝑔 · 𝑥2. Aleshores direm
que O(𝑥) = [𝑥] és l’òrbita de 𝑥.

Aquesta definició té sentit per la proposició 12.3.2.

Definició 12.3.4 (Estabilitzador d’un element per una acció). Siguin 𝑋 un 𝐺-conjunt
amb l’acció · i 𝑥 un element de 𝑋 . Aleshores direm que el conjunt

St(𝑥) = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔 · 𝑥 = 𝑥}

és l’estabilitzador de 𝑥 per l’acció ·.

Proposició 12.3.5. Siguin 𝑋 un 𝐺-conjunt amb l’acció · i St(𝑥) l’estabilitzador d’un
element 𝑥 de 𝑋 per l’acció ·. Aleshores 𝑔 ∈ St(𝑥) si i només si 𝑔−1 ∈ St(𝑥).

Demostració. Sigui ∗ l’operació de 𝐺. Per la definició de Accions sobre grups (12.3.4)
tenim que 𝑔 ∈ St(𝑥) si i només si 𝑔 · 𝑥 = 𝑥. Ara bé, si prenem 𝑔−1 · (𝑔 · 𝑥) = 𝑔−1 · 𝑥, i
per la definició d’Accions sobre grups (12.3.1) tenim que 𝑔−1 · (𝑔 · 𝑥) = (𝑔−1 ∗ 𝑔) · 𝑥,
i per la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.7) tenim que 𝑔−1 · 𝑥 i per
tant 𝑔−1 ∈ St(𝑥). □

Proposició 12.3.6. Siguin 𝑋 un 𝐺-conjunt amb l’acció · i St(𝑥) l’estabilitzador de 𝑥
per l’acció ·. Aleshores St(𝑥) és un subgrup de 𝐺.
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Demostració. Sigui ∗ l’operació de 𝐺. Per la proposició 12.1.15 només ens cal veure
que per a tot 𝑔1, 𝑔2 ∈ St(𝑥) es compleix 𝑔1 ∗ 𝑔−1

2 ∈ St(𝑥).
Prenem doncs 𝑔1, 𝑔2 ∈ St(𝑥). Per la proposició 12.3.5 tenim que 𝑔−1

2 ∈ St(𝑥), i per
tant, per la definició de Accions sobre grups (12.3.4) tenim que (𝑔1 ∗ 𝑔−1

2 ) · 𝑥 = 𝑥, i per
tant 𝑔1 ∗ 𝑔−1

2 ∈ St(𝑥). □

Proposició 12.3.7. Siguin𝐺 un grup d’ordre finit, 𝑋 un𝐺-conjunt finit amb una acció ·
i St(𝑥) l’estabilitzador d’un element 𝑥 de 𝑋 per l’acció ·. Aleshores

|𝐺/St(𝑥) | = |O(𝑥) | = [𝐺 : St(𝑥)] .

Demostració. Sigui ∗ l’operació de 𝐺. Considerem

𝑓 : 𝐺/St(𝑥) −→ O(𝑥)
[𝑔] ↦−→ 𝑔 · 𝑥

Volem veure que 𝑓 és una aplicació bĳectiva, per tant mirem si està ben definida:
Siguin [𝑔1], [𝑔2] ∈ 𝐺/St(𝑥) tals que [𝑔1] = [𝑔2]. Per tant 𝑔1 = 𝑔2 ∗ 𝑔′ per

a cert 𝑔′ ∈ St(𝑥), i per la definició de Accions sobre grups (12.3.4) tenim 𝑔1 · 𝑥 =

𝑥, (𝑔2∗𝑔′) ·𝑥 = 𝑥, i per la definició d’Accions sobre grups (12.3.1) això és 𝑔2 · (𝑔′ ·𝑥) = 𝑥,
i per la proposició 12.3.5 𝑔2 · 𝑥 = 𝑥, i per tant 𝑓 està ben definida.

Veiem ara que 𝑓 és injectiva. Prenem 𝑔 · 𝑥, 𝑔′ · 𝑥 ∈ O(𝑥) tals que 𝑔 · 𝑥 = 𝑔′ · 𝑥. Això,
per la definició d’Accions sobre grups (12.3.1), és equivalent a dir 𝑥 = (𝑔−1 ∗ 𝑔′) · 𝑥, i
per la definició de Accions sobre grups (12.3.4) tenim que 𝑔−1 ∗ 𝑔 ∈ St(𝑥). Per tant, per
la definició de Grup quocient (12.1.33) tenim que [𝑔] = [𝑔′], i per tant 𝑓 és injectiva.

Per veure que 𝑓 és exhaustiva veiem que per a qualsevol 𝑔 · 𝑥 ∈ O(𝑥), 𝑓 ( [𝑔]) = 𝑔 · 𝑥,
i per tant 𝑓 és exhaustiva i tenim que |St(𝑥) | = |O(𝑥) |, ja que per la definició d’Tipus
d’aplicacions (3.2.9) tenim que 𝑓 és una bĳecció. □

12.3.2 Teoremes de Sylow
Definició 12.3.8 (𝑝-subgrup de Sylow). Siguin 𝐺 un grup tal que |𝐺 | = 𝑝𝑛𝑚 amb 𝑝
primer que no divideix 𝑚 i 𝑃 un subgrup de 𝐺 amb |𝑃 | = 𝑝𝑛. Aleshores direm que 𝑃
és un 𝑝-subgrup de Sylow de 𝐺.

Lema 12.3.9. Siguin 𝑝 un primer i 𝑚 un enter positiu tal que 𝑝 no divideixi 𝑚.
Aleshores per a tot 𝑛 natural tenim que (

𝑝𝑛𝑚

𝑝𝑛

)
(12.10)

no és divisible per 𝑝.

Demostració. Tenim que(
𝑝𝑛𝑚

𝑝𝑛

)
=
𝑝𝑛𝑚(𝑝𝑛𝑚 − 1) · · · (𝑝𝑛𝑚 − 𝑝𝑛 + 1)
𝑝𝑛 (𝑝𝑛 − 1) · · · (𝑝𝑛 − 𝑝𝑛 + 1) =

𝑝𝑛−1∏
𝑖=0

𝑝𝑛𝑚 − 𝑖
𝑝𝑛 − 𝑖 . (12.11)

Com que, per hipòtesi, 𝑝 és primer aquesta expressió només serà divisible per 𝑝 si ho
són els elements del numerador. Fixem doncs 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑝𝑛 + 1} i estudiem l’𝑖-èsim
terme del producte de (12.11). Notem primer que si 𝑖 = 0 aquest terme no és divisible
per 𝑝. Imposem ara també que 𝑖 ≠ 0. Si el denominador, 𝑝𝑛𝑚 − 𝑖, és divisible per 𝑝
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tindrem que 𝑝𝑛𝑚 − 𝑖 = 𝑝𝑘𝑚′, on 𝑚′ no és divisible per 𝑝, i per tant 𝑘 serà l’exponent
més gran que satisfaci la igualtat. Si aïllem 𝑖 obtindrem 𝑖 = 𝑝𝑘 (𝑝𝑛−𝑘𝑚 − 𝑚′). Ara bé,
tenim doncs que 𝑝𝑛 − 𝑖 = 𝑝𝑛 − 𝑝𝑘 (𝑝𝑛−𝑘𝑚 − 𝑚′), i això és 𝑝𝑛 − 𝑝𝑘 (𝑝𝑛−𝑘𝑚 − 𝑚′) =
𝑝𝑘 (𝑝𝑛−𝑘 (1 − 𝑚) − 𝑚′), i per tant tindrem que l’𝑖-èsim terme del producte de (12.11)
serà de la forma

𝑝𝑛𝑚 − 𝑖
𝑝𝑛 − 𝑖 =

𝑝𝑘𝑚′

𝑝𝑘 (𝑝𝑛−𝑘 (1 − 𝑚) − 𝑚′)
=

𝑚′

𝑝𝑛−𝑘 (1 − 𝑚) − 𝑚′
,

i així veiem que aquest 𝑖-èsim terme del producte no serà divisible per 𝑝; i com que
això és cert per a qualsevol 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑝𝑛 + 1} tenim que (12.10) tampoc ho serà, com
volíem veure. □

Teorema 12.3.10 (Primer Teorema de Sylow). Siguin 𝐺 un grup tal que |𝐺 | = 𝑝𝑛𝑚
amb 𝑝 primer que no divideix 𝑚. Aleshores existeix un subconjunt 𝑃 ⊆ 𝐺 tal que 𝑃
sigui un 𝑝-subgrup de Sylow de 𝐺.

Demostració. Sigui P𝑝𝑛 (𝐺) = {𝐻 ⊆ 𝐺 | |𝐻 | = 𝑝𝑛} = {𝐻1, . . . , 𝐻𝑘} el conjunt de
subconjunts d’ordre 𝑝𝑛 de 𝐺. Aleshores tenim que

𝑘 =
��P𝑝𝑛 (𝐺)�� = (

𝑝𝑛𝑚

𝑝𝑛

)
,

i pel lema 12.3.9 tenim que 𝑝 no divideix 𝑘 .
Siguin ∗ l’operació de 𝐺 i 𝑒 l’element neutre de 𝐺. Definim

· : 𝐺 × P𝑝𝑛 (𝐺) −→ P𝑝𝑛 (𝐺) (12.12)
(𝑔, 𝑋) ↦−→ {𝑔}𝑋.

Veurem que · és una acció de𝐺 sobreP𝑝𝑛 (𝐺). Primer hem de veure que, efectivament, ·
està ben definida. Prenem 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 i 𝑋1, 𝑋2 ∈ P𝑝𝑛 (𝐺) tals que 𝑔1 = 𝑔2 i 𝑋1 = 𝑋2.
Per tant tenim 𝑔1 ·𝑋1 = 𝑔2 ·𝑋2 ja que {𝑔1}𝑋1 = {𝑔2}𝑋2. Per veure que 𝑔1 ·𝑋1 ∈ P𝑝𝑛 (𝐺)
en tenim prou amb veure que, per a tot 𝑋 ∈ P𝑝𝑛 (𝐺), si fixem 𝑔 ∈ 𝐺 l’aplicació 𝑔 · 𝑋
té inversa, que per la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.7) és 𝑥−1 · 𝑋 , i
per tant 𝑋 ∈ P𝑝𝑛 (𝐺).

Comprovem que · satisfà la definició d’Accions sobre grups (12.3.1). Tenim
que 𝑒 · 𝑋 = 𝑋 per a tot 𝑋 ∈ P𝑝𝑛 (𝐺) ja que, per la definició de Subgrups i subgrups
normals (12.1.22), 𝑒𝑋 = 𝑋 .

De nou per la definició de Subgrups i subgrups normals (12.1.22) veiem que per a
tot 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 i 𝑋 ∈ P𝑝𝑛 (𝐺) tenim que

(𝑔1 ∗ 𝑔2) · 𝑋 = {𝑔1 ∗ 𝑔2}𝑋
= {𝑔1}{𝑔2}𝑋
= {𝑔1}({𝑔2}𝑋) = 𝑔1 · (𝑔2 · 𝑋).

i per tant · satisfà la definició d’Accions sobre grups (12.3.1).
Veiem ara que existeix almenys un element 𝑋 ∈ P𝑝𝑛 (𝐺) tal que la seva òrbita,O(𝑋),

tingui ordre no divisible per 𝑝. Per veure això observem que per la definició de Accions
sobre grups (12.3.3) veiem que O(𝑋) és un classe d’equivalència, i per tant l’ordre
del conjunt P𝑝𝑛 és la suma dels ordres de les òrbites dels seus elements, O(𝑋), i si 𝑝
dividís l’ordre de O(𝑋) per a tot 𝑋 ∈ P𝑝𝑛 tindríem que 𝑝 també divideix 𝑘 , però ja hem
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vist que això no pot ser. Per tant existeix almenys un element 𝑋 ∈ P𝑝𝑛 tal que |O(𝑋) |
no és divisible per 𝑝. Fixem aquest conjunt 𝑋 .

Prenem l’estabilitzador de 𝑋 , St(𝑋). Per la proposició 12.3.7 tenim que |St(𝑋) |
divideix 𝑝𝑛. Prenem també 𝑥𝑜 ∈ 𝑋 i 𝑔 ∈ St(𝑋). Per la definició de Accions sobre
grups (12.3.4) tenim que {𝑔}𝑋 = 𝑋 , i per tant 𝑔 ∗ 𝑥0 ∈ 𝑋 , i equivalentment 𝑔 ∈ 𝑋{𝑥−1

0 }.
Així veiem que St(𝑋) ⊆ 𝑋{𝑥−1

0 }, i per tant tenim que |St(𝑋) | ≤ |𝑋{𝑥0}|. Observem
que 𝑋{𝑥0} ∈ P𝑝𝑛 (𝐺) i per tant |𝑋{𝑥0}| = 𝑝𝑛. Ara bé, l’ordre de St(𝑋) divideix 𝑝𝑛,
però acabem de veure que |St(𝑋) | ≤ 𝑝𝑛. Per tant ha de ser |St(𝑋) | = 𝑝𝑛, i per tant, per
la proposició 12.3.6 tenim que St(𝑋) ≤ 𝐺, i per tant, per la definició de Teoremes de
Sylow (12.3.8), St(𝑋) és un 𝑝-subgrup de Sylow. □

Corol.lari 12.3.11 (Teorema de Cauchy per grups). Siguin 𝐺 un grup d’ordre finit
i 𝑝 un primer que divideix l’ordre de 𝐺. Aleshores existeix un element 𝑔 ∈ 𝐺 tal que
l’ordre de 𝑔 sigui 𝑝.

Demostració. Sigui 𝑒 l’element neutre de 𝐺. Pel Teoremes de Sylow (12.3.10) tenim
que existeix un 𝑝-subgrup de Sylow 𝑃 de 𝐺, que per la definició de Teoremes de Sylow
(12.3.8) té ordre 𝑝𝑛 per a cert 𝑛 ∈ N. Ara bé, pel Grup quocient (12.1.36) tenim que
per a tot 𝑥 ∈ 𝑃 diferent del neutre el grup cíclic generar per 𝑥 ha de tenir ordre 𝑝𝑡

amb 𝑡 ∈ {2, . . . , 𝑛}, i per tant l’element 𝑥𝑝𝑡−1 té ordre 𝑝, ja que(
𝑥𝑝

𝑡−1
) 𝑝

= 𝑥𝑝
𝑡

= 𝑒. □

Lema 12.3.12. Siguin 𝐺 un grup d’ordre 𝑝𝑛 on 𝑝 és un primer, 𝑋 un 𝐺-conjunt finit
amb una acció · i

𝑋𝐺 = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑔 · 𝑥 = 𝑥 per a tot 𝑔 ∈ 𝐺}

un conjunt. Aleshores
|𝑋𝐺 | ≡ |𝑋 | (mod 𝑝).

Demostració. Siguin O(𝑥1), . . . ,O(𝑥𝑟 ) les òrbites dels elements de 𝑋 . Aleshores, com
que per la definició de Accions sobre grups (12.3.3) aquestes són classes d’equivalència,
tenim que

𝑋 =

𝑟⋃
𝑖=1
O(𝑥𝑖),

i com que aquestes òrbites són disjuntes per ser classes d’equivalència

|𝑋 | =
𝑟∑︁
𝑖=0
|O(𝑥𝑖) |. (12.13)

Ara bé, per les proposicions 12.3.7 i 12.3.6 i el Grup quocient (12.1.36) tenim que
l’ordre O(𝑥𝑖) divideix l’ordre de 𝑋 , i per tant els únics elements amb òrbites que tinguin
un ordre que no sigui divisible per 𝑝 són els elements del conjunt 𝑋𝐺; i com que les
òrbites d’aquests elements tenen un únic element tenim que

|𝑋𝐺 | =
∑︁
𝑥∈𝑋𝐺

|O(𝑥) |,

i per tant, recordant que totes les altres òrbites tenen ordre divisible per 𝑝, trobem, amb
(12.13), que

|𝑋𝐺 | ≡ |𝑋 | (mod 𝑝). □
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Teorema 12.3.13 (Segon Teorema de Sylow). Siguin 𝐺 un grup d’ordre finit, 𝑝 un
primer que divideixi l’ordre de 𝐺 i 𝑃1, 𝑃2 dos 𝑝-subgrups de Sylow de 𝐺. Aleshores
existeix 𝑔 ∈ 𝐺 tal que

{𝑔}𝑃1{𝑔−1} = 𝑃2.

Demostració. Observem que aquest enunciat té sentit pel Teoremes de Sylow (12.3.10).
Definim el conjunt 𝑋 = {{𝑥}𝑃1 | 𝑥 ∈ 𝐺} i

· : 𝑃2 × 𝑋 −→ 𝑋 (12.14)
(𝑦, {𝑥}𝑃1) ↦−→ {𝑦}{𝑥}𝑃1.

Primer veurem que · és una acció. Per veure que · està ben definida pre-
nem {𝑥}𝑃1, {𝑥′}𝑃1 ∈ 𝑋 tals que {𝑥}𝑃1 = {𝑥′}𝑃1. Aleshores per a tot 𝑦 ∈ 𝑃2
tindrem 𝑦 · {𝑥}𝑃1 = {𝑦}{𝑥}𝑃1 i 𝑦 · {𝑥′}𝑃1 = {𝑦}{𝑥′}𝑃1, i com que per hipòte-
si {𝑥}𝑃1 = {𝑥′}𝑃1, ha de ser {𝑦}{𝑥}𝑃1 = {𝑦}{𝑥′}𝑃1.

Siguin ∗ l’operació de 𝐺 i 𝑒 l’element neutre de 𝐺. Comprovem que · satisfà la
definició d’Accions sobre grups (12.3.1). Veiem que per a tot 𝑦 ∈ 𝑃2, {𝑥}𝑃1 ∈ 𝑋 es
compleix que 𝑦 · {𝑥}𝑃1 ∈ 𝑋 . Per la definició (12.14) tenim 𝑦 · {𝑥}𝑃1 ∈ 𝑋 = {𝑦}{𝑥}𝑃1 =

{𝑦 ∗ 𝑥}𝑃1, i com que per hipòtesi 𝐺 és un grup i 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, per la definició de Propietats
bàsiques dels grups (12.1.1) tenim que 𝑦 ∗ 𝑥 ∈ 𝐺, i per tant 𝑦 · {𝑥}𝑃1 ∈ 𝑋 .

Tenim que

𝑒 · {𝑥}𝑃1 = {𝑒}{𝑥}𝑃1

= {𝑒 ∗ 𝑥}𝑃1 = {𝑥}𝑃1. (Propietats bàsiques dels grups (12.1.3))

i per últim veiem que per a tot 𝑦, 𝑦′ ∈ 𝐺 tenim (𝑦 ∗ 𝑦′) · 𝑃1 = 𝑦 · (𝑦′ · 𝑃1). Això és

(𝑦 ∗ 𝑦′) · 𝑃1 = {𝑦 ∗ 𝑦′}𝑃1

= {𝑦}{𝑦′}𝑃1

= {𝑦}({𝑦′}𝑃1) = 𝑦 · (𝑦′ · 𝑃1). (Definició (12.14))

i per la definició d’Accions sobre grups (12.3.1) tenim que 𝑋 és un 𝐺-conjunt.
Definim el conjunt

𝑋𝑃2 = {{𝑥}𝑃1 ∈ 𝑋 | 𝑦 · {𝑥}𝑃1 = {𝑥}𝑃1 per a tot 𝑦 ∈ 𝑃2}. (12.15)

Aleshores pel lema 12.3.12 tenim que��𝑋𝑃2

�� ≡ |𝑋 | (mod 𝑝).

Ara bé, per la definició de Grup quocient (12.1.38) i (12.14) tenim que |𝑋 | = [𝐺 :
𝑃1], i per hipòtesi tenim que |𝑋 | = 𝑝𝑛𝑚

𝑝𝑛
= 𝑚, en particular

��𝑋𝑃2

�� ≠ 0. Així
veiem que existeix almenys un element que satisfà la definició de 𝑋𝑃2 , (12.15); és
a dir, existeix almenys un {𝑥}𝑃1 tal que 𝑦 · {𝑥}𝑃1 = {𝑥}𝑃1 per a tot 𝑦 ∈ 𝑃2, i
per tant tenim que {𝑦}{𝑥}𝑃1 = {𝑥}𝑃1, i per tant {𝑥−1}{𝑦}{𝑥}𝑃1 ∈ {𝑥−1}{𝑥}𝑃1, i
equivalentment 𝑥−1 ∗ 𝑦 ∗ 𝑥 ∈ 𝑃1 per a tot 𝑦 ∈ 𝑃2, i per tant {𝑥−1}𝑃2{𝑥} ⊆ 𝑃1, però,
per hipòtesi, al ser els dos 𝑝-subgrups de Sylow, per la definició de Teoremes de Sylow
(12.3.8) trobem |𝑃1 | = |𝑃2 | =

��{𝑥−1}𝑃2{𝑥}
�� i tenim que {𝑥}𝑃1{𝑥−1} = 𝑃2. □

Corol.lari 12.3.14. Un grup 𝐺 finit té un únic 𝑝-subgrup de Sylow si i només si aquest
és un subgrup normal.
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Teorema 12.3.15 (Tercer Teorema de Sylow). Siguin 𝐺 un grup d’ordre 𝑝𝑛𝑚 on 𝑝 és
un primer que no divideix 𝑚 i 𝑛𝑝 el número de 𝑝-subgrups de Sylow de 𝐺. Aleshores
𝑛𝑝 ≡ 1 (mod 𝑝) i 𝑛𝑝 divideix l’ordre de 𝐺.

Demostració. Definim el conjunt

𝑋 = {𝑇 ⊆ 𝐺 | 𝑇 és un 𝑝-subgrup de Sylow de 𝐺}.

Pel Teoremes de Sylow (12.3.10) tenim que 𝑋 és no buit3 i fixem 𝑃 ∈ 𝑋 .
Definim

· : 𝑃 × 𝑋 −→ 𝑋 (12.16)
(𝑔, 𝑇) ↦−→ {𝑔}𝑇{𝑔−1}.

Siguin ∗ l’operació de 𝐺 i 𝑒 l’element neutre de 𝐺. Anem a veure que · és una acció.
Veiem que · està ben definida, ja que si 𝑇 ∈ 𝑋 , aleshores per a tot 𝑥 ∈ 𝐺, i en particular
per a tot 𝑥 ∈ 𝑃 ja que 𝑃 ≤ 𝐺, tenim

��{𝑥}𝑇{𝑥−1}
�� = |𝑇 |, i per tant

��{𝑥}𝑇{𝑥−1}
�� ∈ 𝑋 per

la definició de Teoremes de Sylow (12.3.8). Veiem ara que · satisfà les condicions de la
definició d’Accions sobre grups (12.3.1). Sigui 𝑒 l’element neutre de 𝐺. Tenim que
per a tot 𝑇 ∈ 𝑋

𝑒 · 𝑇 = {𝑒}𝑇{𝑒−1} (Definició (12.16))
= 𝑇

i per a tot 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝑃 i 𝑇 ∈ 𝑋

(𝑔1 ∗ 𝑔2) · 𝑇 = {𝑔1 ∗ 𝑔2}𝑇{𝑔1 ∗ 𝑔2
−1} (Definició (12.16))

= {𝑔1 ∗ 𝑔2}𝑇{𝑔−1
2 ∗ 𝑔

−1
1 } (Proposició 12.1.10)

= {𝑔1}{𝑔2}𝑇{𝑔−1
2 }{𝑔

−1
1 }

= {𝑔1}(𝑔2 · 𝑇){𝑔−1
1 } (Definició (12.16))

= 𝑔1 · (𝑔2 · 𝑇) (Definició (12.16))

i per tant, per la definició d’Accions sobre grups (12.3.1) 𝑋 és un 𝑃-conjunt amb
l’acció ·.

Definim el conjunt

𝑋𝑃 = {𝑇 ∈ 𝑋 | 𝑔 · 𝑇 = 𝑇 per a tot 𝑔 ∈ 𝑃},

i per la definició (12.16) tenim que si 𝑇 ∈ 𝑋𝑃 aleshores per a tot 𝑔 ∈ 𝐺 es com-
pleix {𝑔}𝑇{𝑔−1} = 𝑇 . Ara bé, això és que 𝑇 = 𝑃 per a tot 𝑇 ∈ 𝑋𝑃 , i per tant |𝑋𝑃 | = 1.
Aleshores pel lema 12.3.12 tenim que

|𝑋 | ≡ |𝑋𝑃 | (mod 𝑝),

o equivalentment
|𝑋 | ≡ 1 (mod 𝑝).

Per veure que |𝑋 | divideix l’ordre de 𝐺 prenem 𝑃 ∈ 𝑋 i tenim, pel Teoremes de
Sylow (12.3.13) i la definició de Accions sobre grups (12.3.3), que

O(𝑃) = 𝑋,
3Tindrem que |𝑋 | = 𝑛𝑝 .
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on O(𝑃) és l’òrbita de 𝑃, i per tant

|O(𝑃) | = |𝑋 |,

i per les proposicions 12.3.6 i 12.3.7 i el Grup quocient (12.1.36) tenim que |𝑋 | divideix
l’ordre de 𝐺. □

Corol.lari 12.3.16. Si𝐺 té ordre 𝑝𝑛𝑞𝑚 on 𝑝, 𝑞 són primers amb 𝑝 < 𝑞 aleshores 𝑛𝑞 = 1,
i pel corol·lari 12.3.14, el 𝑝-subgrup de Sylow de 𝐺 és un subgrup normal de 𝐺.

236



Capítol 13
Teoria d’anells

13.1 Anells

13.1.1 Propietats bàsiques dels anells i subanells
Definició 13.1.1 (Anell). Sigui 𝑅 un conjunt no buit i

+ : 𝑅 × 𝑅 −→ 𝑅 · : 𝑅 × 𝑅 −→ 𝑅

dues operacions que satisfan

1. 𝑅 amb l’operació + és un grup abelià.

2. Existeix un element 𝑒 de 𝑅 tal que 𝑥 · 𝑒 = 𝑒 · 𝑥 = 𝑥 per a tot 𝑥 ∈ 𝑅.

3. Per a tot 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 tenim

𝑥 · (𝑦 · 𝑧) = (𝑥 · 𝑦) · 𝑧.

4. Per a tot 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 tenim

𝑥 · (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧 i (𝑥 + 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · 𝑧 + 𝑦 · 𝑧.

Aleshores direm que 𝑅 és un anell amb la suma + i el producte ·. També direm que 𝑅
és un anell amb element neutre pel producte 𝑒.

Si per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 tenim 𝑥 · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥 direm que 𝑅 és un anell commutatiu.

Proposició 13.1.2. Sigui 𝑅 un anell amb element neutre pel producte 𝑒. Aleshores
l’element neutre pel producte de 𝑅 és únic.

Demostració. Sigui · el producte de 𝑅. Suposem que existeix un altre 𝑒′ tal que 𝑥 · 𝑒′ =
𝑒′ · 𝑥 = 𝑥 per a tot 𝑥 ∈ 𝑅. Aleshores tindríem

𝑒 · 𝑒′ = 𝑒′ · 𝑒 = 𝑒

a la vegada que
𝑒 · 𝑒′ = 𝑒′ · 𝑒 = 𝑒′

i per tant ha de ser 𝑒 = 𝑒′ i tenim que aquest és únic. □

237



13. Teoria d’anells

Definició 13.1.3 (Elements neutres d’un anell). Sigui 𝑅 un anell. Aleshores direm
que 0𝑅 és l’element neutre de 𝑅 per la suma i 1𝑅 és l’element neutre de 𝑅 pel producte
i els denotarem per 0𝑅 i 1𝑅, respectivament.

Aquesta definició té sentit per la proposició 12.1.2 i la proposició 13.1.2.

Notació 13.1.4. Donat un anell 𝑅 un anell amb el producte ·. Aleshores escriurem

(𝑥1 · 𝑥2) · 𝑥3 = 𝑥1 · 𝑥2 · 𝑥3.

Això té sentit per la definició d’Propietats bàsiques dels anells i subanells (13.1.1).
També, si el context ho permet (quan treballem amb un únic anell 𝑅), denotarem 1𝑅 = 1
i 0𝑅 = 0.

Proposició 13.1.5. Sigui 𝑅 un anell amb la suma + i el producte ·. Aleshores per a
tot 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 tenim

1. 0 · 𝑎 = 𝑎 · 0 = 0.

2. (−1) · 𝑎 = 𝑎 · (−1) = −𝑎.

3. (−𝑎) · (−𝑏) = 𝑎 · 𝑏.

4. (−𝑎) · 𝑏 = 𝑎 · (−𝑏) = −(𝑎 · 𝑏).

Demostració. Comprovem el punt (1). Només veurem que 0 · 𝑎 = 0 ja que l’altre
demostració és anàloga. Com que 0 = 0 + 0 per la definició de Propietats bàsiques dels
anells i subanells (13.1.3), per la definició d’Propietats bàsiques dels anells i subanells
(13.1.1) tenim que

0 · 𝑎 = (0 + 0) · 𝑎
= 0 · 𝑎 + 0 · 𝑎

i per tant, per la definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.1)

0 · 𝑎 − (0 · 𝑎) = 0 · 𝑎 + 0 · 𝑎 − (0 · 𝑎)

d’on veiem
0 · 𝑎 = 0,

com volíem veure.
Veiem ara el punt (2). Per la definició d’Propietats bàsiques dels anells i subanells

(13.1.1) tenim

1 · 𝑎 + (−1) · 𝑎 = (1 − 1) · 𝑎 i (−1) · 𝑎 + 1 · 𝑎 = (−1 + 1) · 𝑎

i per tant, com que 1− 1 = −1 + 1 = 0 per la definició de Propietats bàsiques dels anells
i subanells (13.1.3), tenim que 𝑎 + (−1) · 𝑎 = (−1) · 𝑎 + 𝑎 = 0, però per la proposició
12.1.6 tenim que (−1) · 𝑎 = −𝑎. L’altre igualtat és anàloga.

Continuem veient el punt (3). Pel punt (2) tenim que

(−𝑎) · (−𝑏) = 𝑎 · (−1) · (−1) · 𝑏.

Ara bé, pel punt (2) de nou tenim que (−1) · (−1) = −(−1), i per la proposició 12.1.9
tenim que −(−1) = 1 i per tant

(−𝑎) · (−𝑏) = 𝑎 · 𝑏.
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Per veure el punt (4) només veurem que (−𝑎) ·𝑏 = −(𝑎 ·𝑏) ja que l’altre demostració
és anàloga. Pel punt (2) tenim que

−(𝑎 · 𝑏) = (−1) · (𝑎 · 𝑏) i (−𝑎) · 𝑏 = (−1) · 𝑎 · 𝑏.
Ara bé, per la definició d’Propietats bàsiques dels anells i subanells (13.1.1)

(−1) · 𝑎 · 𝑏 − (−1) · (𝑎 · 𝑏) = (−1 − (−1)) · (𝑎 · 𝑏),
i per la proposició 12.1.9 tenim que −(−1) = 1 i per tant, per la definició de Propietats
bàsiques dels grups (12.1.1) tenim −1 + 1 = 0 i trobem

(−1) · 𝑎 · 𝑏 − (−1) · (𝑎 · 𝑏) = 0 · (𝑎 · 𝑏) = 0,

i podem veure també que

(−1) · (𝑎 · 𝑏) − (−1) · 𝑎 · 𝑏 = 0

de manera anàloga. Aleshores, per la proposició 12.1.6 tenim que

(−𝑎) · 𝑏 = −(𝑎 · 𝑏),
com volíem veure. □

Proposició 13.1.6. Siguin 𝑅 un anell amb el producte · i 𝑎 un element de 𝑅 tal que
existeixi 𝑏 ∈ 𝑅 que satisfaci

𝑎 · 𝑏 = 𝑏 · 𝑎 = 1.
Aleshores 𝑏 és únic.

Demostració. Suposem que existeix un altre element 𝑏′ ∈ 𝑅 tal que

𝑎 · 𝑏′ = 𝑏′ · 𝑎 = 1.

Aleshores tenim
𝑎 · 𝑏 = 𝑎 · 𝑏′

i per tant
𝑏 · 𝑎 · 𝑏 = 𝑏 · 𝑎 · 𝑏′

i com que per hipòtesi 𝑏 · 𝑎 = 1 per la definició de Propietats bàsiques dels anells i
subanells (13.1.3) trobem

𝑏 = 𝑏′. □

Definició 13.1.7 (Element invertible). Siguin 𝑅 un anell amb el producte · i 𝑥 un
element de 𝑅 tal que existeixi 𝑥′ ∈ 𝑅 tals que

𝑥 · 𝑥′ = 𝑥′ · 𝑥 = 1.

Aleshores direm que 𝑥 és invertible o que 𝑥 és un element invertible de 𝑅.

Definició 13.1.8 (L’invers d’un element). Siguin 𝑅 un anell amb el producte · i 𝑥 un
element invertible de 𝑅. Aleshores denotarem per 𝑥−1 l’element de 𝑅 tal que

𝑥 · 𝑥−1 = 𝑥−1 · 𝑥 = 1.

Direm que 𝑥−1 és l’invers de 𝑥.
Aquesta definició té sentit per la proposició 13.1.6.

Definició 13.1.9 (Subanell). Siguin 𝑅 un anell amb la suma + i el producte · i 𝑆 ⊆ 𝑅
un subconjunt amb 1 ∈ 𝑆 tal que per a tot 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 tenim 𝑎 · 𝑏, 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑆 i 𝑆 un anell
amb la suma + i el producte ·. Aleshores direm que 𝑆 és un subanell de 𝑅

Ho denotarem amb 𝑆 ≤ 𝑅.
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13.1.2 Ideals i ideals principals
Definició 13.1.10 (Ideal). Siguin 𝑅 un anell commutatiu amb la suma + i el producte ·
amb 1 ≠ 0 i 𝐼 un subconjunt no buit de 𝑅 tal que 𝐼 sigui un subgrup del grup 𝑅 amb la
suma + i tal que per a tot 𝑥 ∈ 𝐼, 𝑟 ∈ 𝑅 tenim 𝑟 · 𝑥 ∈ 𝐼. Aleshores direm que 𝐼 és un
ideal de 𝑅.

Observació 13.1.11. 0 ∈ 𝐼.

Notació 13.1.12. Si 𝐼 és un ideal d’un anell 𝑅 denotarem 𝐼 ⊳ 𝑅.

Proposició 13.1.13. Siguin 𝑅 un anell commutatiu amb la suma + i el producte ·
amb 1 ≠ 0 i 𝐼 un subconjunt no buit de 𝑅. Aleshores tenim que 𝐼 és un ideal de 𝑅 si i
només si

1. Per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 tenim 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼.

2. Per a tot 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝐼 tenim 𝑟 · 𝑥 ∈ 𝐼.

Demostració. Veiem que la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem que 𝐼 és un ideal
de 𝑅. Hem de veure que per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼, 𝑟 ∈ 𝑅 tenim 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼 i 𝑟 · 𝑥 ∈ 𝐼. Per la
definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.1) tenim que 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼, ja que, per la
definició d’Ideals i ideals principals (13.1.10) tenim que 𝐼 és un grup amb la suma +.
També trobem 𝑟 · 𝑥 ∈ 𝐼 per la definició d’Ideals i ideals principals (13.1.10).

Veiem ara que la condició és necessària (⇐= ). Suposem que per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼, 𝑟 ∈ 𝑅
tenim 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼 i 𝑟 · 𝑥 ∈ 𝐼. Per la proposició 12.1.15 tenim que 𝐼 és un subgrup del
grup 𝑅 amb la suma +, i per la definició d’Ideals i ideals principals (13.1.10) tenim
que 𝐼 és un ideal de 𝑅. □

Proposició 13.1.14. Siguin 𝐼, 𝐽 dos ideals d’un anell 𝑅 amb la suma + i el producte ·.
Aleshores els conjunts

1. 𝐼 + 𝐽 = {𝑥 + 𝑦 | 𝑥 ∈ 𝐼, 𝑦 ∈ 𝐽}.

2. 𝐼 ∩ 𝐽.

3. 𝐼𝐽 = {𝑥1 · 𝑦1 + . . . 𝑥𝑛 · 𝑦𝑛 | 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐼, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 ∈ 𝐽, 𝑛 ∈ N}.

són ideals de 𝑅.

Demostració. Comencem demostrant el punt (1). Per la proposició 13.1.13 només ens
cal veure que per a tot 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 + 𝐽, 𝑟 ∈ 𝑅 tenim 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼 + 𝐽 i 𝑟 · 𝑎 ∈ 𝐼 + 𝐽. Prenem
doncs 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 + 𝐽. Aleshores tenim 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 i 𝑏 = 𝑏1 + 𝑏2 per a certs 𝑎1, 𝑏1 ∈ 𝐼
i 𝑎2, 𝑏2 ∈ 𝐽. Volem veure que 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼 + 𝐽. Això és

𝑎1 + 𝑎2 − (𝑏1 + 𝑏2) = 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑏1 − 𝑏2 (13.1.5)
= (𝑎1 − 𝑏1) + (𝑎2 − 𝑏2)

(Grups cíclics i grups abelians (12.1.25))

i com que, per hipòtesi, 𝐼, 𝐽 són ideals de 𝑅 per la proposició 13.1.13 tenim que 𝑎1−𝑏1 ∈
𝐼 i 𝑎2 − 𝑏2 ∈ 𝐽, i per tant 𝑎 − 𝑏 = (𝑎1 − 𝑏1) + (𝑎2 − 𝑏2) ∈ 𝐼 + 𝐽.

Veiem ara que per a tot 𝑟 ∈ 𝑅 es satisfà 𝑟 · 𝑎 ∈ 𝐼 + 𝐽. Tenim

𝑟 · 𝑎 = 𝑟 · (𝑎1 + 𝑎2) (Propietats bàsiques dels anells i subanells (13.1.1))
= 𝑟 · 𝑎1 + 𝑟 · 𝑎2 (Propietats bàsiques dels anells i subanells (13.1.1))
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i per la proposició 13.1.13 tenim que 𝑟 ·𝑎1 ∈ 𝐼 i 𝑟 ·𝑎2 ∈ 𝐽, i per tant 𝑟 ·𝑎 = 𝑟 ·𝑎1+𝑟 ·𝑎2 ∈
𝐼 + 𝐽. Aleshores per la proposició 13.1.13 tenim que 𝐼 + 𝐽 és un ideal de l’anell 𝑅.

Veiem ara el punt (2). Per la proposició 13.1.13 només ens cal veure que per a
tot 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽, 𝑟 ∈ 𝑅 tenim 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽 i 𝑟 · 𝑎 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽. Prenem doncs 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽, i
per tant 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 i 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐽, i per la proposició 13.1.13 tenim que 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼 i 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐽,
i tenim que 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽.

Per veure que 𝑟 · 𝑎 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽 per a tot 𝑟 ∈ 𝑅 tenim per la definició d’Ideals i ideals
principals (13.1.10) que 𝑟 · 𝑎 ∈ 𝐼 i 𝑟 · 𝑎 ∈ 𝐽, i per tant 𝑟 · 𝑎 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽 i per la proposició
13.1.13 𝐼 ∩ 𝐽 és un ideal de 𝑅.

Acabem veient el punt (3). Per la proposició 13.1.13 només ens cal veure que per a
tot 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼𝐽, 𝑟 ∈ 𝑅 tenim 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼𝐽 i 𝑟 · 𝑎 ∈ 𝐼𝐽. Prenem doncs 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼𝐽, i tenim
que 𝑎 = 𝑥1 ·𝑦1+· · ·+𝑥𝑛 ·𝑦𝑛, 𝑏 = 𝑥′1 ·𝑦

′
1+· · ·+𝑥

′
𝑚 ·𝑦′𝑚 per a certs 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥

′
1, . . . , 𝑥

′
𝑚 ∈

𝐼, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, 𝑦
′
1, . . . , 𝑦

′
𝑚 ∈ 𝐽. Per veure que 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼𝐽 fem, per la proposició 13.1.5,

𝑎 − 𝑏 = 𝑥1 · 𝑦1 + · · · + 𝑥𝑛 · 𝑦𝑛 − (𝑥′1 · 𝑦
′
1 + · · · + 𝑥

′
𝑚 · 𝑦′𝑚) =

= 𝑥1 · 𝑦1 + · · · + 𝑥𝑛 · 𝑦𝑛 − 𝑥′1 · 𝑦
′
1 − · · · − 𝑥

′
𝑚 · 𝑦′𝑚

i com que 𝐼 és, per hipòtesi, un anell, per les proposicions 13.1.5 i 13.1.13 tenim
que −𝑥′1, . . . ,−𝑥

′
𝑚 ∈ 𝐼 i 𝑎 − 𝑏 = 𝑥1 · 𝑦1 + · · · + 𝑥𝑛 · 𝑦𝑛 − 𝑥′1 · 𝑦

′
1 − · · · − 𝑥

′
𝑚 · 𝑦′𝑚 ∈ 𝐼𝐽.

Veiem ara que per a tot 𝑟 ∈ 𝑅 es satisfà 𝑟 · 𝑎 ∈ 𝐼. Això és

𝑟 · 𝑎 = 𝑟 · (𝑥1 · 𝑦1 + · · · + 𝑥𝑛 · 𝑦𝑛)
= 𝑟 · 𝑥1 · 𝑦1 + · · · + 𝑟 · 𝑥𝑛 · 𝑦𝑛 (13.1.5)

i com que 𝐼 és, per hipòtesi, un anell, per les proposicions 13.1.5 i 13.1.13 tenim
que 𝑟 · 𝑥1, . . . , 𝑟 · 𝑥𝑛 ∈ 𝐼, i per tant 𝑟 · 𝑎 = 𝑟 · 𝑥1 · 𝑦1 + · · · + 𝑟 · 𝑥𝑛 · 𝑦𝑛 ∈ 𝐼𝐽 i per la
proposició 13.1.13 tenim que 𝐼𝐽 és un ideal de 𝑅. □

Definició 13.1.15 (Ideal principal). Sigui 𝐼 un ideal d’un anell 𝑅 amb el producte · tal
que 𝐼 = {𝑎}𝑅 = 𝑅{𝑎} = {𝑟 · 𝑎 | 𝑟 ∈ 𝑅} per a cert 𝑎 ∈ 𝐼. Aleshores direm que 𝐼 és un
anell principal de 𝑅. Ho denotarem amb 𝐼 = (𝑎).

Notació 13.1.16. Si (𝑎) és un ideal principal d’un anell 𝑅 denotarem (𝑎) ⊴ 𝑅.

13.1.3 Cossos i l’anell quocient
Definició 13.1.17 (Cos). Sigui K un anell commutatiu amb la suma + i el producte ·
amb 1 ≠ 0 tal que K \ {0} sigui un grup abelià amb el producte ·. Aleshores direm
que K és un cos amb la suma + i el producte ·.

Proposició 13.1.18. Sigui K un anell commutatiu amb 1 ≠ 0. Aleshores tenim que K
és un cos si i només si els únics ideals de K són (0) i K.

Demostració. Siguin + la suma de 𝑅 i · el producte de 𝑅. Comencem comprovant que
la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem doncs que K és un cos amb la suma + i el
producte · i que 𝐼 és un ideal de K amb 𝐼 ≠ (0), i per tant existeix 𝑎 ∈ K, 𝑎 ≠ 0 tal
que 𝑎 ∈ 𝐼. Com que, per hipòtesi, K \ {0} és un grup amb l’operació · i 𝑎 ≠ 0 per la
definició de Propietats bàsiques dels grups (12.1.7) existeix 𝑎−1 ∈ K tal que 𝑎 · 𝑎−1 = 1,
i per la definició d’Ideals i ideals principals (13.1.10) trobem que 1 ∈ 𝐼, i per tant per
la proposició 13.1.13 tenim que per a tot 𝑥 ∈ K tenim 𝑥 · 1 = 𝑥 ∈ 𝐼, i per tant 𝐼 = K.

Veiem ara que la condició és necessària ( ⇐= ). Suposem que els únics ideals
de K són (0) i K. Prenem un element 𝑎 ∈ K, 𝑎 ≠ 0 i considerem l’ideal principal (𝑎),
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que per hipòtesi ha de ser (𝑎) = (1) = K, i per la definició d’Ideals i ideals principals
(13.1.15) tenim que existeix 𝑎′ ∈ (1) tal que 𝑎 · 𝑎′ = 1, i per tant, per la definició de
Propietats bàsiques dels grups (12.1.1) tenim que K \ {0} és un grup amb el producte ·
i per la definició de Cossos i l’anell quocient (13.1.17) tenim que K és un cos amb la
suma + i el producte ·. □

Proposició 13.1.19. Sigui 𝐼 un ideal d’un anell 𝑅 amb la suma +. Aleshores la relació

𝑥 ∼ 𝑦 ⇐⇒ 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼 per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅

és una relació d’equivalència.

Demostració. Sigui · el producte de 𝑅. Comprovem que ∼ satisfà la definició de
Relacions d’equivalència (3.3.2):

1. Reflexiva: Prenem 𝑥 ∈ 𝑅. Per l’observació 13.1.11 tenim que 0 ∈ 𝐼, i per
tant 𝑥 − 𝑥 = 0 ∈ 𝐼 i veiem que 𝑥 ∼ 𝑥.

2. Simètrica: Siguin 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼 tals que 𝑥1 ∼ 𝑥2. Això és que 𝑥1 − 𝑥2 ∈ 𝐼. Per la
definició d’Ideals i ideals principals (13.1.10) tenim que (−1) · (𝑥1 − 𝑥2) ∈ 𝐼, i
per la proposició 13.1.5 tenim que 𝑥2 − 𝑥1 ∈ 𝐼, és a dir, 𝑥2 ∼ 𝑥1.

3. Transitiva: Siguin 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ 𝑅 tals que 𝑥1 ∼ 𝑥2 i 𝑥2 ∼ 𝑥3. Per la definició
d’Ideals i ideals principals (13.1.10) tenim que 𝑥3 − 𝑥2 ∈ 𝐼, i per la proposició
13.1.13 tenim que 𝑥1 − 𝑥2 − (𝑥3 − 𝑥2) ∈ 𝐼. Ara bé, per la proposició 13.1.5 tenim
que això és 𝑥1 − 𝑥3 ∈ 𝐼, i per tant 𝑥1 ∼ 𝑥3.

Per tant ∼ és una relació d’equivalència. □

Proposició 13.1.20. Sigui 𝐼 un ideal d’un anell 𝑅 amb la suma + i el producte ·.
Aleshores 𝑅/𝐼 amb la suma [𝑥] + [𝑦] = [𝑥 + 𝑦] i el producte [𝑥] · [𝑦] = [𝑥 · 𝑦] és un
anell.

Demostració. Aquest enunciat té sentit per la proposició 13.1.19.
Per la proposició 12.1.31 tenim que 𝑅/𝐼 és un grup amb l’operació +, i com que

[𝑥] + [𝑦] = [𝑥 + 𝑦]
= [𝑦 + 𝑥] (Grups cíclics i grups abelians (12.1.25))
= [𝑦] + [𝑥]

tenim que 𝑅/𝐼 és un grup abelià amb la suma +. Veiem ara que per a tot 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅/𝐼
tenim [𝑥] · ( [𝑦] · [𝑧]) = ( [𝑥] · [𝑦]) · [𝑧] i [𝑥] · ( [𝑦] + [𝑧]) = [𝑥] · [𝑦] + [𝑥] · [𝑧]. Tenim

[𝑥] · ( [𝑦] · [𝑧]) = [𝑥] · [𝑦 · 𝑧]
= [𝑥 · (𝑦 · 𝑧)]
= [(𝑥 · 𝑦) · 𝑧]
= [𝑥 · 𝑦] · [𝑧] = ( [𝑥] · [𝑦]) · [𝑧]

i

[𝑥] · ( [𝑦] + [𝑧]) = [𝑥] · [𝑦 + 𝑧]
= [𝑥 · (𝑦 + 𝑧)]
= [𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧] = [𝑥] · [𝑦] + [𝑥] · [𝑧]
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i per la definició d’Propietats bàsiques dels anells i subanells (13.1.1) tenim que 𝑅/𝐼 és
un anell amb la suma + i el producte ·, com volíem veure. □

Definició 13.1.21 (Anell quocient). Siguin 𝑅 un anell commutatiu amb 1 ≠ 0 i 𝐼 un
ideal de 𝑅. Aleshores direm que 𝑅/𝐼 és un anell quocient.

Aquesta definició té sentit per la proposició 13.1.20.

13.2 Tres Teoremes d’isomorfisme entre anells

13.2.1 Morfismes entre anells
Definició 13.2.1 (Morfisme entre anells). Siguin 𝑅 un anell commutatiu amb la suma +𝑅
i el producte ∗𝑅, 𝑆 un anell commutatiu amb la suma +𝑆 i el producte ∗𝑆 amb 1𝑅 ≠ 0𝑅
i 1𝑆 ≠ 0𝑆 i 𝑓 : 𝑅 −→ 𝑆 una aplicació tal que

1. 𝑓 (𝑥 +𝑅 𝑦) = 𝑓 (𝑥) +𝑆 𝑓 (𝑦) per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅.

2. 𝑓 (𝑥 ∗𝑅 𝑦) = 𝑓 (𝑥) ∗𝑆 𝑓 (𝑦) per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅.

3. 𝑓 (1𝑅) = 1𝑆 .

Aleshores diem que 𝑓 és un morfisme entre anells. Definim també

1. Si 𝑓 és injectiva direm que 𝑓 és un monomorfisme entre anells.

2. Si 𝑓 és exhaustiva direm que 𝑓 és un epimorfisme entre anells.

3. Si 𝑓 és bĳectiva direm que 𝑓 és un isomorfisme entre anells. També escriurem 𝑅 �
𝑆.

4. Si 𝑅 = 𝑆 direm que 𝑓 és un endomorfisme entre anells.

5. Si 𝑅 = 𝑆 i 𝑓 és bĳectiva direm que 𝑓 és un automorfisme entre anells.

Observació 13.2.2. Si 𝑓 és un morfisme entre anells aleshores 𝑓 és un morfisme entre
grups.

Proposició 13.2.3. Siguin 𝑅 i 𝑆 dos anells commutatius amb 1𝑅 ≠ 0𝑅 i 1𝑆 ≠ 0𝑆
i 𝑓 : 𝑅 −→ 𝑆 un morfisme entre anells. Aleshores

1. 𝑓 (0𝑅) = 0𝑆 .

2. 𝑓 (−𝑥) = − 𝑓 (𝑥) per a tot 𝑥 ∈ 𝑅.

Demostració. Siguin +𝑅 la suma de 𝑅 i +𝑆 la suma de 𝑆. Per l’observació 13.2.2 tenim
que 𝑓 és un morfisme entre els grups 𝑅 amb la suma +𝑅 i 𝑆 amb la suma +𝑆 , i per la
proposició 12.2.2 tenim que 𝑓 (0𝑅) = 0𝑆 i 𝑓 (−𝑥) = − 𝑓 (𝑥) per a tot 𝑥 ∈ 𝑅. □

Definició 13.2.4 (Nucli i imatge). Siguin 𝑅 i 𝑆 dos anells commutatius amb 1𝑅 ≠ 0𝑅
i 1𝑆 ≠ 0𝑆 i 𝑓 : 𝑅 −→ 𝑆 un morfisme entre anells. Aleshores definim

ker( 𝑓 ) = {𝑥 ∈ 𝑅 | 𝑓 (𝑥) = 0𝑆}

com el nucli de 𝑓 , i

Im( 𝑓 ) = {𝑦 ∈ 𝑆 | 𝑓 (𝑥) = 𝑦 per a cert 𝑥 ∈ 𝑅}

com la imatge de 𝑓 .
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Observació 13.2.5. ker( 𝑓 ) ⊆ 𝑅, Im( 𝑓 ) ⊆ 𝑆.

Proposició 13.2.6. Siguin 𝑅 i 𝑆 dos anells commutatius amb 1𝑅 ≠ 0𝑅 i 1𝑆 ≠ 0𝑆
i 𝑓 : 𝑅 −→ 𝑆 un morfisme entre anells. Aleshores

1. ker( 𝑓 ) ⊳ 𝑅.

2. Im( 𝑓 ) ≤ 𝑆.

Demostració. Aquest enunciat té sentit per l’observació 13.2.6
Siguin +𝑅 la suma de 𝑅, ∗𝑅 el producte de 𝑅, +𝑆 la suma de 𝑆 i ∗𝑆 el producte de 𝑆.

Comencem veient el punt (1). Com que, per la proposició 13.2.3, tenim que 𝑓 (0𝑅) = 0𝑆
veiem, per la definició de Morfismes entre anells (13.2.4), que ker( 𝑓 ) ≠ ∅. Prenem
doncs 𝑎 ∈ ker( 𝑓 ). Observem que, per la definició de Morfismes entre anells (13.2.1),
tenim que 𝑓 (𝑟 ∗𝑅 𝑎) = 𝑓 (𝑟) ∗𝑆 𝑓 (𝑎) per a tot 𝑟 ∈ 𝑅, i per tant, com que per la definició
de Morfismes entre anells (13.2.4) es compleix 𝑓 (𝑎) = 0𝑆 tenim que

𝑓 (𝑟 ∗𝑅 𝑎) = 𝑓 (𝑟) ∗𝑆 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑟) ∗𝑆 0𝑆 = 0𝑆

i per tant 𝑟 ∗𝑅 𝑎 ∈ ker( 𝑓 ) per a tot 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑎 ∈ ker( 𝑓 ). Ara bé per la definició d’Ideals i
ideals principals (13.1.10) tenim que ker( 𝑓 ) és un ideal de 𝑅.

Veiem ara el punt (2). Veiem que per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ Im( 𝑓 ) tenim 𝑥 ∗𝑆 𝑦 ∈ Im( 𝑓 ).
Per la definició d’Morfismes entre anells (13.2.4) tenim que existeixen 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 tals
que 𝑓 (𝑎) = 𝑥 i 𝑓 (𝑏) = 𝑦. Ara bé, per la definició d’Propietats bàsiques dels anells i
subanells (13.1.1) tenim que 𝑎 ∗𝑅 𝑏 = 𝑐 ∈ 𝑅, i per tant per la definició d’Morfismes
entre anells (13.2.4) tenim que 𝑓 (𝑐) = 𝑥 ∗𝑆 𝑦 ∈ Im( 𝑓 ). Veiem ara que Im( 𝑓 ) és un
anell amb la suma +𝑆 i el producte ∗𝑆 . Com que, per l’observació 13.2.2 tenim que 𝑓
és un morfisme entre grups per la proposició 12.2.7 tenim que Im( 𝑓 ) és un subgrup del
grup 𝑆 amb la suma +𝑆; i per la definició d’Propietats bàsiques dels anells i subanells
(13.1.1) tenim que per a tot 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 es satisfà

𝑥 ∗𝑅 (𝑦 ∗𝑅 𝑧) = (𝑥 ∗𝑅 𝑦) ∗𝑅 𝑧 i 𝑥 ∗𝑅 (𝑦 +𝑅 𝑧) = 𝑥 ∗𝑅 𝑦 +𝑅 𝑥 ∗𝑅 𝑧,

i per la definició de Propietats bàsiques dels anells i subanells (13.1.9) tenim que Im( 𝑓 )
és un subanell de 𝑆. □

Proposició 13.2.7. Siguin 𝑅 , 𝑆 i 𝐷 tres anells commutatius amb 1𝑅 ≠ 0𝑅, 1𝑆 ≠ 0𝑆
i 1𝐷 ≠ 0𝐷 i 𝑓 : 𝑅 −→ 𝑆, 𝑔 : 𝑆 −→ 𝐷 dos morfismes entre anells. Aleshores 𝑔◦ 𝑓 : 𝑅 −→
𝐷 és un morfisme entre anells.

Demostració. Siguin +𝑅 la suma de 𝑅, ∗𝑅 el producte de 𝑅, +𝑆 la suma de 𝑆, ∗𝑆 el
producte de 𝑆, +𝐷 la suma de 𝐷 i ∗𝐷 el producte de 𝐷. Per la definició de Morfismes
entre anells (13.2.1) trobem que

𝑔( 𝑓 (𝑥 +𝑅 𝑦)) = 𝑔( 𝑓 (𝑥) +𝑆 𝑔(𝑦))
= 𝑔( 𝑓 (𝑥)) +𝐷 𝑔( 𝑓 (𝑥)),

i

𝑔( 𝑓 (𝑥 ∗𝑅 𝑦)) = 𝑔( 𝑓 (𝑥) ∗𝑆 𝑔(𝑦))
= 𝑔( 𝑓 (𝑥)) ∗𝐷 𝑔( 𝑓 (𝑥)).
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També tenim
𝑔( 𝑓 (1𝑅)) = 𝑔(1𝑆) = 1𝐷

i per la definició de Morfismes entre anells (13.2.1) tenim que 𝑔 ◦ 𝑓 és un morfisme
entre anells, com volíem veure. □

Corol.lari 13.2.8. Si 𝑓 , 𝑔 són isomorfismes aleshores 𝑔 ◦ 𝑓 és isomorfisme.

Lema 13.2.9. Siguin 𝑅 i 𝑆 dos anells commutatius amb 1𝑅 ≠ 0𝑅 i 1𝑆 ≠ 0𝑆 i 𝑓 : 𝑅 −→ 𝑆

un morfisme entre anells. Aleshores

ker( 𝑓 ) és un ideal de 𝑅 i Im( 𝑓 ) és un subanell de 𝑆.

Demostració. Siguin +𝑅 la suma de 𝑅, ∗𝑅 el producte de 𝑅, +𝑆 la suma de 𝑆 i ∗𝑆
el producte de 𝑆. Comencem veient que ker( 𝑓 ) és un ideal de 𝑅. Per l’observació
13.2.2 tenim que ker( 𝑓 ) és un morfisme entre grups, i per la proposició 12.2.7 tenim
que ker( 𝑓 ) és un subgrup del grup 𝑅 amb la suma +𝑅.

Prenem 𝑥 ∈ ker( 𝑓 ) i 𝑟 ∈ 𝑅. Volem veure que 𝑟 ∗𝑅 𝑟 ∈ ker( 𝑓 ). Tenim

𝑓 (𝑟 ∗𝑅 𝑥) = 𝑓 (𝑟) ∗𝑆 𝑓 (𝑥) (Morfismes entre anells (13.2.1))
= 𝑓 (𝑟) ∗𝑆 0𝑆 (Morfismes entre anells (13.2.4))
= 0𝑆 (Propietats bàsiques dels anells i subanells (13.1.3))

i per la definició de Morfismes entre anells (13.2.4) tenim que 𝑟 ∗𝑅 𝑥 ∈ ker( 𝑓 ), i per la
proposició 13.1.13 tenim que ker( 𝑓 ) és un ideal de 𝑅.

Veiem ara que Im( 𝑓 ) és un subanell de 𝑆. Per l’observació 13.2.2 tenim que Im( 𝑓 )
és un morfisme entre grups, i per la proposició 12.2.7 tenim que Im( 𝑓 ) és un subgrup
del grup 𝑆 amb la suma +𝑆 .

Prenem 𝑥, 𝑦 ∈ Im( 𝑓 ). Volem veure que 𝑥 ∗𝑆 𝑦 ∈ Im( 𝑓 ). Per la definició
d’Morfismes entre anells (13.2.4) tenim que existeixen 𝑥′, 𝑦′ ∈ 𝑅 tals que 𝑓 (𝑥′) = 𝑥
i 𝑓 (𝑦′) = 𝑦. Ara bé, per la definició d’Propietats bàsiques dels anells i subanells
(13.1.1) tenim que 𝑥′ ∗𝑅 𝑦′ ∈ 𝑅, i per tant

𝑓 (𝑥′ ∗𝑅 𝑦′) + 𝑓 (𝑥′) ∗𝑆 𝑓 (𝑦′) (Morfismes entre anells (13.2.1))
= 𝑥 ∗𝑆 𝑦

i per la definició de Morfismes entre grups (12.2.5) trobem que 𝑥 ∗𝑆 𝑦 ∈ Im( 𝑓 ).
També tenim, per la definició de Morfismes entre anells (13.2.1), que 1𝑆 ∈ Im( 𝑓 ),

ja que 𝑓 (1𝑅) = 1𝑆 , i per tant, per la definició de Propietats bàsiques dels anells i
subanells (13.1.9), tenim que Im( 𝑓 ) és un subanell de 𝑆. □

13.2.2 Teoremes d’isomorfisme entre anells
Teorema 13.2.10 (Primer Teorema de l’isomorfisme). Siguin 𝑅 i 𝑆 dos anells i 𝜑 : 𝑅 −→
𝑆 un morfisme entre anells. Aleshores

𝑅/ker(𝜑) � Im(𝜑).

Demostració. Aquest enunciat té sentit per la proposició 13.2.6. □

Teorema 13.2.11 (Segon Teorema de l’isomorfisme). Siguin 𝑅 un anell commutatiu
amb 1 ≠ 0 i 𝐼 i 𝐽 dos ideals de 𝑅. Aleshores

(𝐼 + 𝐽)/𝐼 � 𝐽/(𝐼 ∩ 𝐽).
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Demostració. □

Lema 13.2.12. Siguin 𝑅 un anell commutatiu amb 1 ≠ 0 i 𝐼 i 𝐽 dos ideals de 𝑅 tals
que 𝐼 ⊆ 𝐽. Aleshores 𝐽/𝐼 és un ideal de 𝑅/𝐼.

Demostració. □

Teorema 13.2.13 (Tercer Teorema de l’isomorfisme). Siguin 𝑅 un anell commutatiu
amb 1 ≠ 0 i 𝐼 i 𝐽 dos ideals de 𝑅 tals que 𝐼 ⊆ 𝐽. Aleshores

(𝑅/𝐼)/(𝐽/𝐼) � 𝑅/𝐽.

Demostració. Aquest enunciat té sentit pel lema 13.2.12. □

13.2.3 Característica d’un anell
Definició 13.2.14 (Característica). Sigui 𝑅 un anell amb la suma +. Direm que 𝑅 té
característica 𝑛 > 0 si

𝑛 = min
𝑚∈N

{
1 + 𝑚)· · · + 1 = 0

}
.

Ho denotarem amb ch(𝑅) = 𝑛. Si aquest 𝑛 no existeix diem que 𝑅 té característica 0
i ch(𝑅) = 0.

Proposició 13.2.15. Siguin 𝑅 un anell amb la suma + i

𝑓 : Z −→ 𝑅

𝑛 ↦−→ 1 + 𝑛)· · · + 1

una aplicació. Aleshores 𝑓 és un morfisme entre anells i ker( 𝑓 ) = (ch(𝑅)).

Demostració. Aquest enunciat té sentit per la proposició 13.2.6.
Sigui · el producte de 𝑅. Comencem veient que 𝑓 és un morfisme entre anells.

Veiem que 𝑓 és un morfisme entre els grup. Tenim que per a tot 𝑛, 𝑚 ∈ Z

𝑓 (𝑛 + 𝑚) = 1 + 𝑛+𝑚)· · · + 1

= (1 + 𝑛)· · · + 1) + (1 + 𝑚)· · · + 1)
= 𝑓 (𝑛) + 𝑓 (𝑚)

i per la definició de Morfismes entre grups (12.2.1) tenim que 𝑓 és un morfisme entre
grups. Veiem ara que 𝑓 (1) = 1. Tenim que 𝑓 (1) = 1 · 1 = 1 i per tant per la definició
de Morfismes entre anells (13.2.1) tenim que 𝑓 és un morfisme entre anells.

Veiem ara que ker( 𝑓 ) = (ch(𝑛)). Per la definició de Morfismes entre anells (13.2.4)
tenim que ker( 𝑓 ) = {𝑥 ∈ N | 𝑓 (𝑛) = 0}. Per tant

ker( 𝑓 ) = {𝑛 ∈ N | 𝑛 · 1 = 0}

i per la definició de Característica d’un anell (13.2.14) tenim que 𝑛 = ch(𝑅), i per
tant ker( 𝑓 ) = {𝑘 · 𝑛 | 𝑘 ∈ N}. Ara bé, per la definició d’Ideals i ideals principals
(13.1.10) tenim que ker( 𝑓 ) = (𝑛), com volíem veure. □

Corol.lari 13.2.16. Si ch(𝑅) = 0 aleshores existeix un subanell 𝑆 de 𝑅 tal que 𝑆 � Z.
Si ch(𝑅) = 𝑛 aleshores existeix un subanell 𝑆 de 𝑅 tal que 𝑆 � Z/(𝑛).
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13.3 Dominis

13.3.1 Dominis d’integritat, ideals primers i maximals
Definició 13.3.1 (Divisor de 0). Siguin 𝑅 amb el producte · un anell commutatiu
amb 1 ≠ 0 i 𝑎, 𝑏 ≠ 0 dos elements de 𝑅 tals que 𝑎 · 𝑏 = 0. Aleshores diem que 𝑎 és un
divisor de 0 en 𝑅.

Definició 13.3.2 (Dominis d’integritat). Sigui 𝐷 un anell commutatiu amb 1 ≠ 0 tal
que no existeix cap 𝑎 ∈ 𝐷 tal que 𝑎 sigui un divisor de 0 en 𝐷. Aleshores direm que 𝐷
és un domini d’integritat.

Proposició 13.3.3. Siguin 𝐷 un domini d’integritat amb el producte · i 𝑎 ≠ 0 un
element de 𝐷. Aleshores

𝑎 · 𝑥 = 𝑎 · 𝑦 =⇒ 𝑥 = 𝑦.

Demostració. Sigui + la suma de 𝐷. Tenim

𝑎 · 𝑥 − 𝑎 · 𝑦 = 0

i per la proposició 13.1.5 tenim que

(𝑥 − 𝑦) · 𝑎 = 0.

Ara bé, com que, per hipòtesi, 𝐷 és un domini d’integritat i 𝑎 ≠ 0 tenim que ha de
ser 𝑥 − 𝑦 = 0, i per tant trobem 𝑥 = 𝑦. □

Definició 13.3.4 (Ideal primer). Sigui 𝐼 un ideal d’un anell 𝑅 amb 𝐼 ≠ 𝑅 tal que
si 𝑎 · 𝑏 ∈ 𝐼 tenim 𝑎 ∈ 𝐼 o 𝑏 ∈ 𝐼. Aleshores direm que 𝐼 és un ideal primer de 𝑅.

Proposició 13.3.5. Sigui 𝐼 un ideal d’un anell 𝑅 amb 𝐼 ≠ 𝑅. Aleshores

𝑅/𝐼 és un domini d’integritat ⇐⇒ 𝐼 és un ideal primer de 𝑅.

Demostració. Siguin + la suma de 𝑅 i · el producte de 𝑅. Comencem demostrant que
la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem doncs que 𝑅/𝐼 és un domini d’integritat i
prenem [𝑎], [𝑏] ∈ 𝑅/𝐼 tals que [𝑎] · [𝑏] = [0]. Aleshores per la definició d’Cossos i
l’anell quocient (13.1.21) tenim que 𝑎 · 𝑏 ∈ 𝐼. Ara bé, com que per hipòtesi 𝑅/𝐼 és un
domini d’integritat tenim que ha de ser [𝑎] = [0] ó [𝑏] = [0], i per tant trobem que ha
de ser 𝑎 ∈ 𝐼 o 𝑏 ∈ 𝐼, i per la definició d’Dominis d’integritat, ideals primers i maximals
(13.3.4) trobem que 𝐼 és un ideal primer de 𝑅.

Veiem ara que la condició és necessària (⇐= ). Suposem doncs que 𝐼 és un ideal
primer de 𝑅. Per la proposició 13.1.20 tenim que 𝑅/𝐼 és un anell commutatiu amb 1 ≠ 0.
Prenem doncs 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 ∉ 𝐼 i suposem que existeix 𝑏 ∈ 𝑅 tal que [𝑎] · [𝑏] = [0].
Això és que 𝑎 · 𝑏 ∈ 𝐼, i com que per hipòtesi 𝐼 és un ideal primer, per la definició
d’Dominis d’integritat, ideals primers i maximals (13.3.4) trobem que ha de ser 𝑏 ∈ 𝐼,
i per tant [𝑏] = [0] i per la definició de Dominis d’integritat, ideals primers i maximals
(13.3.2) tenim que 𝑅/𝐼 és un domini d’integritat. □

Corol.lari 13.3.6. Un anell 𝑅 és un domini d’integritat si i només si (0) és un ideal
primer.

Definició 13.3.7 (Ideal maximal). Sigui 𝑀 un ideal d’un anell 𝑅 amb 𝑀 ≠ 𝑅 tal que
per a tot ideal 𝐼 de 𝑅 amb 𝑀 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝑅 ha de ser 𝐼 = 𝑀 o 𝐼 = 𝑅. Aleshores direm
que 𝑀 és un ideal maximal de 𝑅.
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Proposició 13.3.8. Sigui 𝑀 un ideal d’un anell 𝑅 amb 1 ≠ 0. Aleshores

𝑅/𝑀 és un cos ⇐⇒ 𝑀 és un ideal maximal de 𝑅.

Demostració. Aquest enunciat té sentit per la proposició 13.1.20.
Comencem veient la implicació cap a la dreta ( =⇒ ). Suposem doncs que 𝑅/𝑀

és un cos i prenem un ideal 𝐼/𝑀 de 𝑅/𝑀. Aleshores ha de ser 𝑀 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝑅. Per la
proposició 13.1.18 tenim que els únics ideals de 𝑅/𝑀 són ( [0]) i 𝑅/𝑀 , i per tant ha de
ser 𝐼 = 𝑀 ó 𝐼 = 𝑅, i per la definició d’Dominis d’integritat, ideals primers i maximals
(13.3.7) tenim que 𝑀 és un ideal maximal de 𝑅.

Veiem ara la implicació cap a l’esquerra ( ⇐= ). Suposem doncs que 𝑀 és un
ideal maximal de l’anell 𝑅 i considerem, per la proposició 13.1.20, l’anell 𝑅/𝑀 . Per la
proposició 13.1.18 tenim que només hem de veure que els únics ideals de 𝑅/𝑀 són (0)
i 𝑅. Prenem un ideal 𝐼/𝑀 de 𝑅/𝑀. Aquest ha de ser tal que 𝑀 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝑅, i per la
definició d’Dominis d’integritat, ideals primers i maximals (13.3.7) tenim que ha de
ser 𝐼 = 𝑀 o 𝐼 = 𝑅, i per tant 𝐼/𝑀 ha de ser ( [0]) ó 𝑅/𝑀 i per la proposició 13.1.20
tenim que 𝑅/𝑀 és un cos. □

Corol.lari 13.3.9. 𝑀 és maximal =⇒ 𝑀 és primer.

Teorema 13.3.10. Sigui 𝑅 un anell commutatiu amb 1 ≠ 0. Aleshores 𝑅 és un domini
d’integritat si i només si 𝑅 \ {0} és un cos.

Demostració. □

Proposició 13.3.11. Sigui 𝐼 ≠ (0) un ideal primer d’un domini d’integritat 𝐷.
Aleshores 𝐼 és maximal.

Demostració. Sigui · el producte de 𝐷. Posem 𝐼 = (𝑎). Per hipòtesi tenim que 𝑎 ≠ 0 i
que 𝐼 és un ideal primer. Sigui 𝑏 ∈ 𝐷 tal que (𝑎) ⊆ (𝑏). Aleshores tenim que 𝑎 ∈ (𝑏),
i per la definició d’Ideals i ideals principals (13.1.15) tenim que 𝑎 = 𝑎′ · 𝑏 per a
cert 𝑎′ ∈ 𝐷. Aleshores, per la definició d’Dominis d’integritat, ideals primers i
maximals (13.3.4), tenim que 𝑎′ ∈ (𝑎) ó 𝑏 ∈ (𝑎).

Suposem que 𝑎′ ∈ (𝑎). Aleshores tenim que 𝑎′ = 𝑎 · 𝛽 per a cert 𝛽 ∈ 𝐷, i per
tant 𝑎 = 𝑎 · 𝛽 · 𝑏, i per la proposició 13.3.3 tenim que 1 = 𝛽 · 𝑏, i per tant 1 ∈ (𝑏),
d’on trobem (𝑏) = 𝑅. Suposem ara que 𝑏 ∈ 𝐼. Aleshores (𝑎) = (𝑏), i per la definició
d’Dominis d’integritat, ideals primers i maximals (13.3.7) tenim que 𝐼 = (𝑎) és un
ideal maximal de 𝐷, com volíem veure. □

13.3.2 Lema de Zorn
Definició 13.3.12 (Relació d’ordre). Sigui 𝐴 un conjunt no buit i ≤ una relació binària
en 𝐴 que satisfaci

1. Reflexiva: 𝑎 ≤ 𝑎 per a tot 𝑎 ∈ 𝐴.

2. Antisimètrica: 𝑎 ≤ 𝑏 i 𝑏 ≤ 𝑎 impliquen 𝑎 = 𝑏 per a tot 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴.

3. Transitiva: Si 𝑎 ≤ 𝑏 i 𝑏 ≤ 𝑐, aleshores 𝑎 ≤ 𝑐 per a tot 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴.

Aleshores direm que ≤ és una relació d’ordre.
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Definició 13.3.13 (Cadena). Siguin C un conjunt i ≤ una relació d’ordre en 𝐴 tal que
per a tot 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 es satisfà 𝑎 ≤ 𝑏 ó 𝑏 ≤ 𝑎. Aleshores direm que C amb ≤ és una
cadena.

Proposició 13.3.14. Siguin 𝑌 i X ⊆ P(𝑌 ) dos conjunts tals que per a tot 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑋
tenim 𝐴 ⊆ 𝐵 o 𝐵 ⊆ 𝐴. Aleshores X amb ⊆ és una cadena.

Demostració. Comprovem que ⊆ satisfà les condicions de la definició de Lema de
Zorn (13.3.12):

1. Reflexiva: Si 𝐴 ∈ X tenim 𝐴 = 𝐴, i en particular 𝐴 ⊆ 𝐴.

2. Antisimètrica: Si 𝐴, 𝐵 ∈ X tals que 𝐴 ⊆ 𝐵 i 𝐵 ⊆ 𝐴 tenim, per doble inclusió,
que 𝐴 = 𝐵.

3. Transitiva: Si 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ X tals que 𝐴 ⊆ 𝐵 i 𝐵 ⊆ 𝐶 aleshores 𝐴 ⊆ 𝐶.

per tant, per les definicions de Lema de Zorn (13.3.12) i Lema de Zorn (13.3.13) tenim
que X amb ⊆ és una cadena. □

Definició 13.3.15 (Cota superior d’una cadena). Siguin C amb ≤ una cadena, 𝑎 un
element de C i 𝐵 un subconjunt de C tal que per a tot 𝑏 ∈ 𝐵 es compleix 𝑏 ≤ 𝐴.
Aleshores direm que 𝑎 és una cota superior de 𝐵.

Si 𝑎 ≤ 𝑏 implica 𝑏 = 𝑎 per a tot 𝑏 ∈ 𝐵 direm que 𝑎 és maximal per 𝐵.

Axioma 13.3.16 (Lema de Zorn). Sigui A amb ≤ una cadena tal que per a tot
subconjunt C ⊆ A la cadena C té alguna cota superior. AleshoresA té algun element
maximal.

Teorema 13.3.17. Sigui 𝑅 un anell commutatiu amb 1 ≠ 0. Aleshores existeix 𝑀 ⊆ 𝑅
tal que 𝑀 sigui un ideal maximal de 𝑅.

Demostració. Siguin + la suma de 𝑅 i · el producte de 𝑅. Definim el conjunt

𝐴 = {𝐼 ⊳ 𝑅 | 𝐼 ≠ 𝑅}.

i amb un subconjunt C ⊆ 𝐴 considerem, per la proposició 13.3.14, la cadena C amb ⊆.
Considerem ara el conjunt

𝐽 =
⋃
𝐼∈C

𝐼

i veiem que 𝐽 és un ideal de 𝑅, ja que si 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐽 tenim 𝑥 ∈ 𝐽1 i 𝑦 ∈ 𝐽2 per a
certs 𝐽1, 𝐽2 ∈ C. Ara bé, si 𝐽2 ⊆ 𝐽1 tenim que 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐽1, i per tant 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐽, i
si 𝐽1 ⊆ 𝐽2 tenim que 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐽2, i per tant 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐽. Si prenem 𝑥 ∈ 𝐽 i 𝑟 ∈ 𝑅
aleshores 𝑟 · 𝑥 ∈ 𝐽, ja que tenim 𝑥 ∈ 𝐽1 per a cert 𝐽1 ∈ C, i per tant 𝑟 · 𝑥 ∈ 𝐽1, i en
particular 𝑟 · 𝑥 ∈ 𝐽. Per tant per la definició d’Ideals i ideals principals (13.1.10) tenim
que 𝐽 és un ideal de 𝑅. Per veure que 𝐽 ∈ 𝐴 hem de comprovar que 𝐽 ≠ 𝑅. Ho fem per
contradicció. Suposem que 𝐽 = 𝑅. Aleshores 1 ∈ 𝐽, i per tant 1 ∈ 𝐼 per a cert 𝐼 ∈ 𝐴,
però això no pot ser ja que si 𝐼 ∈ 𝐴 s’ha de complir 𝐼 ≠ 𝐴, i per tant 1 ∉ 𝐼. Per
tant 𝐽 ≠ 𝑅 i tenim que 𝐽 ∈ 𝐴.

Ara bé, pel Lema de Zorn (13.3.16) tenim que existeix 𝑀 ∈ C tal que per a tot 𝐼 ∈ C
tenim 𝐼 ⊆ 𝑀 i per la definició d’Dominis d’integritat, ideals primers i maximals (13.3.7)
tenim que 𝑀 és un ideal maximal de 𝑅. □
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13.3.3 Divisibilitat
Definició 13.3.18 (Divisors i múltiples). Siguin 𝐷 un domini d’integritat amb el
producte · i 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐷 tals que existeix 𝑐 ∈ 𝐷 tal que 𝑏 = 𝑎 · 𝑐. Aleshores direm que 𝑎
divideix 𝑏 o que 𝑏 és múltiple de 𝑎. Ho denotarem amb 𝑎 | 𝑏.

Observació 13.3.19. 𝑏 | 𝑎 ⇐⇒ (𝑎) ⊆ (𝑏).

Proposició 13.3.20. Siguin 𝐷 un domini d’integritat amb el producte · i 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑐′
quatre elements de 𝐷 amb 𝑎 ≠ 0, 𝑏 ≠ 0, tals que 𝑎 | 𝑏 i 𝑏 | 𝑎, i 𝑎 = 𝑐 · 𝑏 i 𝑏 = 𝑐′ · 𝑎.
Aleshores 𝑐′ = 𝑐−1.

Demostració. Tenim que 𝑏 = 𝑐′ ·𝑐 ·𝑏, i per la proposició 13.3.3 tenim que 1 = 𝑐′ ·𝑐, i per
la definició d’Propietats bàsiques dels anells i subanells (13.1.7) tenim que 𝑐′ = 𝑐−1. □

Proposició 13.3.21. Sigui 𝑅 un anell commutatiu amb el producte · amb 1 ≠ 0 i ∼ una
relació binària tal que per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 tenim

𝑥 ∼ 𝑦 =⇒ 𝑥 = 𝑢 · 𝑦 per a algun 𝑢 ∈ 𝑅 invertible.

Aleshores ∼ és una relació d’equivalència.

Demostració. Comprovem les condicions de la definició de Relacions d’equivalència
(3.3.2):

1. Simètrica: Per a tot 𝑥 ∈ 𝑅 tenim 𝑥 = 1 · 𝑥.

2. Reflexiva: Siguin 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 tals que 𝑥 ∼ 𝑦. Aleshores tenim que existeix 𝑢 ∈ 𝑅
invertible tal que 𝑥 = 𝑢 · 𝑦. Ara bé, com que 𝑢 és invertible tenim per la definició
d’Propietats bàsiques dels anells i subanells (13.1.7) que 𝑦 = 𝑢−1 · 𝑥, i per
tant 𝑦 ∼ 𝑥.

3. Transitiva: Siguin 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 tals que 𝑥 ∼ 𝑦 i 𝑦 ∼ 𝑧. Aleshores tenim
que 𝑥 = 𝑢 · 𝑦 i 𝑦 = 𝑢′ · 𝑧 per a certs 𝑢, 𝑢′ ∈ 𝑅 invertibles, i per tant 𝑥 = 𝑢 · 𝑢′ · 𝑧, i
com que 1 = 𝑢 · 𝑢′ · 𝑢′−1 · 𝑢−1 per la definició d’Propietats bàsiques dels anells i
subanells (13.1.7) tenim que 𝑥 ∼ 𝑧.

i per la definició de Relacions d’equivalència (3.3.2) tenim que ∼ és una relació
d’equivalència. □

Definició 13.3.22 (Elements associats). Siguin 𝑅 un anell commutatiu amb 1 ≠ 0
i 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 dos elements tals que existeix un element invertible 𝑢 ∈ 𝑅 tal que 𝑎 = 𝑢 · 𝑏.
Aleshores direm que 𝑎 i 𝑏 són associats i escriurem 𝑎 ∼ 𝑏.

Aquesta definició té sentit per la proposició 13.3.21.

Proposició 13.3.23. Siguin 𝐷 un domini d’integritat, 𝑎 i 𝑏 dos elements de 𝐷 i 𝑋 ⊆ 𝐷
un conjunt tal que per a tot 𝑑 ∈ 𝑋 tenim 𝑑 | 𝑎, 𝑑 | 𝑏 i per a tot 𝑐 ∈ 𝐷 tal que 𝑐 | 𝑎, 𝑐 | 𝑏
es compleix 𝑐 | 𝑑. Aleshores per a tot 𝑑′ ∈ 𝐷 tenim que 𝑑′ ∈ 𝑋 si i només si 𝑑 ∼ 𝑑′.

Demostració. Sigui · el producte de 𝐷. Comencem amb la implicació cap a la dreta
( =⇒ ). Suposem que 𝑑′ ∈ 𝑋 . Hem de veure que 𝑑 ∼ 𝑑′. Tenim 𝑑 | 𝑑′ i 𝑑′ | 𝑑 i per la
definició de Divisibilitat (13.3.18) trobem que 𝑑 ∼ 𝑑′.

Fem ara la implicació cap a l’esquerra (⇐= ). Suposem que 𝑑′ ∼ 𝑑. Hem de veure
que 𝑑′ ∈ 𝑋 . Per hipòtesi tenim que 𝑑 | 𝑎 i 𝑑 | 𝑏. Per tant existeixen 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐷 tals
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que 𝑎 = 𝛼𝑑 i 𝑏 = 𝛽𝑑, i per la proposició 13.3.20 tenim que si 𝑑′ = 𝑑 · 𝑢 amb 𝑢 ∈ 𝐷
invertible aleshores 𝑑 = 𝑑′ · 𝑢−1. Per tant

𝑎 = 𝛼 · 𝑑′ · 𝑢−1 i 𝑏 = 𝛽 · 𝑑′ · 𝑢−1

i per tant 𝑑′ | 𝑎 i 𝑑′ | 𝑏. Ara bé, com que per hipòtesi 𝑑 ∼ 𝑑′, per la definició
d’Divisibilitat (13.3.22) tenim que 𝑑′ ∈ 𝑋 . □

Definició 13.3.24 (Màxim comú divisor). Siguin 𝐷 un domini d’integritat i 𝑎, 𝑏, 𝑑 ∈ 𝐷
tres elements tals que 𝑑 | 𝑎 i 𝑑 | 𝑏 i tals que per a tot 𝑐 ∈ 𝐷 que satisfaci 𝑐 | 𝑎 i 𝑐 | 𝑏
tenim 𝑐 | 𝑑. Aleshores direm que 𝑑 és el màxim comú divisor de 𝑎 i 𝑏. Direm que 𝑑 és
un màxim comú divisor de 𝑎 i 𝑏 o que 𝑑 ∼ mcd(𝑎, 𝑏). Entendrem que mcd(𝑎, 𝑏) és un
element de 𝐷.

Aquesta definició té sentit per la proposició 13.3.23.

Proposició 13.3.25. Siguin 𝐷 un domini d’integritat, 𝑎 i 𝑏 dos elements de 𝐷 i 𝑋 ⊆ 𝐷
un conjunt tal que per a tot𝑚 ∈ 𝑋 tenim 𝑎 | 𝑚, 𝑏 | 𝑚 i per a tot 𝑐 ∈ 𝐷 tal que 𝑎 | 𝑐, 𝑏 | 𝑐
es compleix 𝑚 | 𝑐. Aleshores tenim que per a tot 𝑚′ ∈ 𝑋 si i només si 𝑚 ∼ 𝑚′.

Demostració. Sigui · el producte de 𝐷. Comencem amb la implicació cap a la dreta
( =⇒ ). Suposem que 𝑚′ ∈ 𝑋 . Hem de veure que 𝑚 ∼ 𝑚′. Tenim 𝑚′ | 𝑚 i 𝑚 | 𝑚′ i per
la definició de Divisibilitat (13.3.18) trobem que 𝑚 ∼ 𝑚′.

Fem ara la implicació cap a l’esquerra ( ⇐= ). Suposem que 𝑚′ ∼ 𝑚. Hem de
veure que 𝑚′ ∈ 𝑋 . Per hipòtesi tenim que 𝑎 | 𝑚 i 𝑏 | 𝑚. Per tant existeixen 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐷
tals que 𝑚 = 𝛼 · 𝑎 i 𝑚 = 𝛽 · 𝑏, i per la proposició 13.3.20 tenim que si 𝑚′ = 𝑢 · 𝑚
amb 𝑢 ∈ 𝐷 invertible aleshores 𝑚 = 𝑚′ · 𝑢−1. Per tant

𝑚′ = 𝛼 · 𝑎 · 𝑢−1 i 𝑚′ = 𝛽 · 𝑏 · 𝑢′−1

i per tant 𝑚′ | 𝑎 i 𝑚′ | 𝑏. Ara bé, com que per hipòtesi 𝑚 ∼ 𝑚′, per la definició
d’Divisibilitat (13.3.22) tenim que 𝑚′ ∈ 𝑋 . □

Definició 13.3.26 (Mínim comú múltiple). Siguin𝐷 un domini d’integritat i 𝑎, 𝑏, 𝑚 ∈ 𝐷
tres elements tals que 𝑎 | 𝑚 i 𝑏 | 𝑚 i tals que per a tot 𝑐 ∈ 𝐷 que satisfaci 𝑎 | 𝑐 i 𝑏 | 𝑐
tenim 𝑚 | 𝑐. Aleshores direm que 𝑚 és el mínim comú múltiple de 𝑎 i 𝑏. Direm que 𝑚
és un mínim comú múltiple de 𝑎 i 𝑏 o que 𝑚 ∼ mcm(𝑎, 𝑏). Entendrem que mcm(𝑎, 𝑏)
és un element de 𝐷.

Aquesta definició té sentit per la proposició 13.3.25.

Proposició 13.3.27. Siguin (𝑎), (𝑏) dos ideals principals d’un domini d’integritat 𝐷
amb la suma + i el producte ·. Aleshores tenim les igualtats

1. (𝑎) + (𝑏) = (mcd(𝑎, 𝑏)).

2. (𝑎) ∩ (𝑏) = (mcm(𝑎, 𝑏)).

3. (𝑎) (𝑏) = (𝑎 · 𝑏).

Demostració. Comencem veient el punt (1). Per la proposició 13.1.14 tenim que (𝑎) +
(𝑏) = {𝑥 + 𝑦 | 𝑥 ∈ (𝑎), 𝑦 ∈ (𝑏)}, i per la definició d’Ideals i ideals principals (13.1.15)
això és

(𝑎) + (𝑏) = {𝑟1 · 𝑎 + 𝑟2 · 𝑏 | 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅},
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que podem reescriure com

(𝑎) + (𝑏) = {𝑥 | existeixen 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑅 tals que 𝑥 = 𝑛 · 𝑚 + 𝑏 · 𝑛}

i per tant (𝑎) + (𝑏) = (mcd(𝑎, 𝑏)) és un ideal principal de 𝑅.
Continuem veient el punt (2). Per la proposició 13.1.14 tenim que

(𝑎) ∩ (𝑏) = {𝑥 | 𝑥 ∈ (𝑎), 𝑥 ∈ (𝑏)},

que, per la definició d’Ideals i ideals principals (13.1.15), podem reescriure com

(𝑎) ∩ (𝑏) = {𝑥 | 𝑥 divideix 𝑎 i 𝑏}

i per tant (𝑎) ∩ (𝑏) = (mcm(𝑎, 𝑏)) és un ideal principal de 𝑅.
Acabem veient el punt (3). Per la proposició 13.1.14 tenim que

(𝑎) (𝑏) = {𝑥1 · 𝑦1 + · · · + 𝑥𝑛 · 𝑦𝑛 | 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ (𝑎), 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 ∈ (𝑏)},

que, per la definició d’Ideals i ideals principals (13.1.15) i la proposició 13.1.5, podem
reescriure com

(𝑎) (𝑏) = {(𝑟1 · 𝑎) (𝑟 ′1 · 𝑏) + · · · + (𝑟𝑛 · 𝑎) (𝑟
′
𝑛 · 𝑏) | 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛, 𝑟

′
1, . . . , 𝑟

′
𝑛 ∈ 𝑅}

= {(𝑟1 · 𝑟 ′1 + · · · + 𝑟𝑛 · 𝑟
′
𝑛) · (𝑎 · 𝑏) | 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛, 𝑟

′
1, . . . , 𝑟

′
𝑛 ∈ 𝑅},

i si fixem 𝑟2 = . . . 𝑟𝑛 = 0 i 𝑟 ′1 = 1 tenim, amb 𝑟1 = 𝑟 que

(𝑎) (𝑏) = {𝑟 · (𝑎 · 𝑏) | 𝑟 ∈ 𝑅},

i per la definició d’Ideals i ideals principals (13.1.15) tenim que (𝑎) (𝑏) és un ideal
principal de 𝑅 amb

(𝑎) (𝑏) = (𝑎 · 𝑏). □

Definició 13.3.28 (Primer). Siguin 𝐷 un domini d’integritat, 𝑝 ≠ 0 un element de 𝐷
tal que per a tot 𝑎, 𝑏 dos elements de 𝐷 que satisfacin 𝑝 | 𝑎 · 𝑏 tenim 𝑝 | 𝑎 ó 𝑝 | 𝑏.
Aleshores direm que 𝑝 és primer.

Observació 13.3.29. 𝑎 ≠ 0, (𝑎) és un ideal primer si i només si 𝑎 és primer.

Definició 13.3.30 (Element irreductible). Siguin 𝐷 un domini d’integritat amb el
producte ·, 𝑎 ≠ 0 un element no invertible de 𝐷 i 𝑏, 𝑐 dos elements de 𝐷 tals que 𝑎 = 𝑏 ·𝑐.
Aleshores direm que 𝑎 és irreductible si 𝑏 ó 𝑐 són invertibles.

Proposició 13.3.31. Siguin 𝐷 un domini d’integritat i 𝑝 un element primer de 𝐷.
Aleshores 𝑝 és irreductible.

Demostració. Sigui · el producte de 𝐷. Suposem que 𝑎 i 𝑏 són dos elements de 𝐷
tals que 𝑝 = 𝑎 · 𝑏. Per la definició de Divisibilitat (13.3.28) tenim que ha de ser 𝑝 | 𝑎
ó 𝑝 | 𝑏. Si 𝑝 | 𝑎 tenim que 𝑎 = 𝛼 · 𝑝 per a cert 𝛼 ∈ 𝐷.

Ara bé, per hipòtesi, tenim que 𝑝 = 𝑎 · 𝑏. Per tant 𝑎 = 𝛼 · 𝑎 · 𝑏, i per la proposició
13.3.3 tenim que 1 = 𝛼 · 𝑏, i per la definició d’Propietats bàsiques dels anells i subanells
(13.1.7) tenim que 𝑏 és invertible i per la definició d’Divisibilitat (13.3.30) tenim que 𝑝
és irreductible.

El cas 𝑝 | 𝑏 és anàleg. □
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13.3.4 Dominis de factorització única
Definició 13.3.32 (Domini de factorització única). Sigui 𝐷 un domini d’integritat amb
el producte · tal que per a tot element no invertible 𝑎 ≠ 0 de 𝐷

1. Existeixen 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 elements irreductibles de 𝐷 tals que

𝑎 = 𝑝1 · . . . · 𝑝𝑛.

2. Si existeixen 𝑝1, . . . , 𝑝𝑟 i 𝑞1, . . . , 𝑞𝑠 elements irreductibles de 𝐷 tals que

𝑎 = 𝑝1 · . . . · 𝑝𝑟 = 𝑞1 · . . . · 𝑞𝑠

aleshores 𝑟 = 𝑠 i existeix 𝜎 ∈ 𝑆𝑟 tal que

𝑝1 · . . . · 𝑝𝑟 = 𝑞𝜎 (1) · . . . · 𝑞𝜎 (𝑟 ) ,

amb 𝑝𝑖 ∼ 𝑞𝜎 (𝑖) per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟}.

Aleshores direm que 𝐷 és un domini de factorització única.

Teorema 13.3.33. Sigui 𝐷 un domini d’integritat amb i el producte ·. Aleshores 𝐷 és
un domini de factorització única si i només si tenim

1. Per a tot 𝑎 ≠ 0 element no invertible de 𝐷 existeixen 𝑝1, . . . , 𝑝𝑟 elements
irreductibles de 𝐷 tals que

𝑎 = 𝑝1 · . . . · 𝑝𝑟

2. Si 𝑎 és in element irreductible de 𝐷 aleshores 𝑎 és primer.

Demostració. Comencem demostrant que la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem
doncs que 𝐷 és un domini de factorització única. El punt (1) és conseqüència de la
definició de Dominis de factorització única (13.3.32). Per tant només ens queda veure
que tot element irreductible és primer.

Siguin 𝑝 un element irreductible de 𝐷 i 𝑎, 𝑏 dos elements no invertibles no nuls
de 𝐷 tals que 𝑝 | 𝑎 · 𝑏. Per la definició de Dominis de factorització única (13.3.32)
tenim que existeixen 𝑝1, . . . , 𝑝𝑟 , 𝑞1, . . . , 𝑞𝑠 elements irreductibles de 𝐷 tals que

𝑎 = 𝑝1 · . . . · 𝑝𝑟 i 𝑏 = 𝑞1 · . . . · 𝑞𝑠

i per tant
𝑎 · 𝑏 = 𝑝1 · . . . · 𝑝𝑟 · 𝑞1 · . . . · 𝑞𝑠

i com que, per hipòtesi, 𝑝 | 𝑎 · 𝑏 i la definició de Dominis de factorització única
(13.3.32) tenim que

𝑎 · 𝑏 = 𝑝 · 𝛼1 · . . . · 𝛼𝑡
per a certs 𝛼1, · · · , 𝛼𝑡 elements irreductibles de 𝐷. Per tant tenim

𝑎 · 𝑏 = 𝑝 · 𝛼1 · . . . · 𝛼𝑡 = 𝑝1 · . . . · 𝑝𝑟 · 𝑞1 · . . . · 𝑞𝑠

i, de nou per la definició de Dominis de factorització única (13.3.32), tenim que 𝑝 ∼ 𝑝𝑖
ó 𝑝 ∼ 𝑞 𝑗 per a certs 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟}, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑠}, i per tant 𝑝 | 𝑎 ó 𝑝 | 𝑏, i per la
definició de Divisibilitat (13.3.28) tenim que 𝑝 és primer.

Veiem ara que la condició és necessària (⇐= ). Suposem doncs que
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1. Per a tot 𝑎 element no invertible de 𝐷 existeixen 𝑝1, . . . , 𝑝𝑟 elements irreductibles
de 𝐷 tals que

𝑎 = 𝑝1 · . . . · 𝑝𝑟

2. Si 𝑎 és in element irreductible de 𝐷 aleshores 𝑎 és primer.

Sigui 𝑎 un element no invertible de 𝐷. Pel punt (1) tenim que existeixen 𝑝1, . . . , 𝑝𝑟
elements irreductibles de 𝐷 tals que

𝑎 = 𝑝1 · . . . · 𝑝𝑟 .

Suposem que existeixen també 𝑞1, . . . , 𝑞𝑠 elements irreductibles de 𝐷 tals que

𝑎 = 𝑞1, . . . , 𝑞𝑠 .

Aleshores volem veure que 𝑟 = 𝑠 i que existeix 𝜎 ∈ 𝑆𝑟 tal que

𝑝1 · . . . · 𝑝𝑟 = 𝑞𝜎 (1) · . . . · 𝑞𝜎 (𝑟 ) ,

amb 𝑝𝑖 ∼ 𝑞𝜎 (𝑖) per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟}.
Tenim que 𝑝1 | 𝑎, i com que pel punt (2) tenim que 𝑝1 és primer, per la definició de

Divisibilitat (13.3.28) tenim que 𝑝1 | 𝑞 𝑗 per a cert 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑠}, i per la definició de
Divisibilitat (13.3.30) i la definició d’Divisibilitat (13.3.22) tenim que 𝑝1 ∼ 𝑞 𝑗 . Sigui
doncs 𝜎 ∈ 𝑆𝑠 tal que 𝑝1 | 𝑞𝜎 (1) . Aleshores tenim

𝑝1 · 𝑝2 · . . . · 𝑝𝑟 = 𝑢1 · 𝑞𝜎 (1) · . . . · 𝑞𝑠

per a cert 𝑢1 element invertible de 𝐷. Podem iterar aquest argument per a 𝑝2, . . . , 𝑝𝑡 ,
on 𝑡 = min(𝑟, 𝑠) per obtenir

𝑝1 · . . . · 𝑝𝑡 · 𝑝𝑡+1 · . . . · 𝑝𝑟 = (𝑢1 · 𝑞1) · . . . · (𝑢𝑡 · 𝑞𝑡 ) · 𝑝𝑡+1 · . . . · 𝑝𝑠

per a certs 𝑢1, . . . , 𝑢𝑡 elements invertibles de 𝐷. Ara bé, tenim que 𝑟 = 𝑠, ja que
si 𝑟 > 𝑠 tindríem que 𝑝𝑠+1, . . . , 𝑝𝑟 són invertibles, i si 𝑠 > 𝑟 tindríem que 𝑞𝑟+1, . . . , 𝑞𝑠
són invertibles, però per la definició d’Divisibilitat (13.3.30) i la definició d’Propietats
bàsiques dels anells i subanells (13.1.7) tenim que això no pot ser, i per tant 𝑟 = 𝑠 i per
la definició de Dominis de factorització única (13.3.32) tenim que 𝐷 és un domini de
factorització única, com volíem veure. □

Proposició 13.3.34. Siguin 𝐷 un domini de factorització única amb i el producte ·
i 𝑎, 𝑏 dos elements no invertibles i no nuls de 𝐷 tals que existeixen 𝑝1, . . . , 𝑝𝑟 tals que

𝑎 = 𝑝
𝛼1
1 · . . . · 𝑝

𝛼𝑟
𝑟 i 𝑏 = 𝑝

𝛽1
1 · . . . · 𝑝

𝛽𝑟
𝑟

per a certs 𝛼1, . . . , 𝛼𝑟 , 𝛽1, . . . , 𝛽𝑟 enters no negatius. Aleshores

𝑟∏
𝑖=1

𝑝
min(𝛼𝑖 ,𝛽𝑖 )
𝑖

∼ mcd(𝑎, 𝑏) i
𝑟∏
𝑖=1

𝑝
max(𝛼𝑖 ,𝛽𝑖 )
𝑖

∼ mcm(𝑎, 𝑏).

Demostració. Denotem 𝑑 =
∏𝑟
𝑖=1 𝑝

min(𝛼𝑖 ,𝛽𝑖 )
𝑖

i 𝑚 =
∏𝑟
𝑖=1 𝑝

max(𝛼𝑖 ,𝛽𝑖 )
𝑖

.
Prenem 𝑐 un element de 𝐷 tal que 𝑐 | 𝑎 i 𝑐 | 𝑏. Aleshores tenim que

𝑐 = 𝑝
𝛾1
1 · . . . · 𝑝

𝛾𝑟
𝑟
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per a certs 𝛾𝑖 ≤ min(𝛼𝑖 , 𝛽𝑖) per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟}. Ara bé, com que 𝛾𝑖 ≤ min(𝛼𝑖 , 𝛽𝑖)
per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟}, i per tant 𝑑 | 𝑐, i per la definició de Divisibilitat (13.3.24) tenim
que 𝑑 ∼ mcd(𝑎, 𝑏).

Prenem ara 𝑐 un element de 𝐷 tal que 𝑎 | 𝑐 i 𝑏 | 𝑐. Aleshores tenim que

𝑐 = 𝑞 · 𝑝𝛾1
1 · . . . · 𝑝

𝛾𝑟
𝑟

per a cert 𝑞 ∈ 𝐷 i certs 𝛾𝑖 ≥ max(𝛼𝑖 , 𝛽𝑖) per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟}. Ara bé, com
que 𝛾𝑖 ≥ max(𝛼𝑖 , 𝛽𝑖) per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟}, i per tant 𝑚 | 𝑐, i per la definició de
Divisibilitat (13.3.26) tenim que 𝑚 ∼ mcm(𝑎, 𝑏). □

13.3.5 Anells Noetherians
Definició 13.3.35 (Anell Noetherià). Sigui 𝑁 un anell commutatiu amb 1 ≠ 0 tal que si

𝐼1 ⊆ 𝐼2 ⊆ 𝐼3 ⊆ . . .

són ideals de 𝑁 existeix 𝑛0 tal que per a tot 𝑖 ≥ 𝑛0 tenim 𝐼𝑖 = 𝐼𝑖+1. Aleshores diem
que 𝑁 és Noetherià.

Observació 13.3.36. {𝐼1, 𝐼2, 𝐼3 . . . } amb la relació d’ordre ⊆ és una cadena.

Lema 13.3.37. Siguin 𝑁 un domini d’integritat Noetherià amb el producte · i 𝑎 ≠ 0
un element no invertible de 𝑁 . Aleshores existeixen 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 elements irreductibles
de 𝑁 tals que

𝑎 = 𝑝1 · . . . · 𝑝𝑛.

Demostració. Ho farem per reducció a l’absurd. Definim el conjunt

𝑋 = {𝑎 ∈ 𝑁 invertible | 𝑎 ≠ 𝑝1 · . . . · 𝑝𝑛 per a 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 ∈ 𝑁 irreductibles}.

Volem veure que 𝑋 = ∅. Suposem doncs que 𝑋 ≠ ∅ i prenem 𝑎1 ∈ 𝑋 . Per la definició
d’Divisibilitat (13.3.30) tenim que 𝑎1 no és irreductible, i per tant existeixen 𝑏1, 𝑐1 ∈ 𝑁
no invertibles tals que

𝑎1 = 𝑏1 · 𝑐1

i ha de ser 𝑏1 ∈ 𝑋 o 𝑐1 ∈ 𝑋 .
Suposem que 𝑏1 ∈ 𝑋 , la demostració de l’altre opció és anàloga. Aleshores tenim,

per l’observació 13.3.19, que (𝑎) ⊂ (𝑏). Ara bé, també tindríem que 𝑏1 = 𝑏2 · 𝑐2 per a
certs 𝑏2, 𝑐2 elements no invertibles de 𝑁 amb 𝑏2 ∈ 𝑋 o 𝑐2 ∈ 𝑋 , i podem iterar aquest
argument per construir

(𝑎1) ⊂ (𝑏1) ⊂ (𝑏2) ⊂ (𝑏3) ⊂ . . .

però això entra en contradicció amb la definició d’Anells Noetherians (13.3.35), i per
tant 𝑋 = ∅, com volíem veure. □

13.3.6 Dominis d’ideals principals
Definició 13.3.38 (Domini d’ideals principals). Sigui 𝐷 un domini d’integritat tal que
tot ideal de 𝐷 és un ideal principal. Aleshores direm que 𝐷 és un domini d’ideals
principals.
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Proposició 13.3.39. Sigui𝐷 un domini d’ideals principals. Aleshores un element 𝑎 ∈ 𝐷
és irreductible si i només si (𝑎) és un ideal maximal.

Demostració. Sigui · el producte de 𝐷. Comencem veient que la condició és suficient
( ⇐= ). Suposem doncs que 𝑎 és un element irreductible de 𝐷 i prenem 𝑏 ∈ 𝐷 tal
que (𝑎) ⊆ (𝑏) ≠ 𝐷. Aleshores, per l’observació 13.3.19 tenim que 𝑏 | 𝑎, és a dir,
existeix 𝑟 ∈ 𝐷 tal que 𝑎 = 𝑏 · 𝑟, i per la definició d’Divisibilitat (13.3.30) tenim que 𝑟
ó 𝑏 són invertibles. Ara bé, com que, per hipòtesi, (𝑏) ≠ 𝐷 tenim que 𝑏 no és invertible,
per tant ha de ser 𝑟 invertible per la definició d’Propietats bàsiques dels anells i subanells
(13.1.7) tenim que 𝑎 · 𝑟−1 = 𝑏, per l’observació 13.3.19 tenim que (𝑎) = (𝑏), i per la
definició d’Dominis d’integritat, ideals primers i maximals (13.3.7) tenim que (𝑎) és
un ideal maximal.

Tenim que la condició és necessària ( =⇒ ) per la proposició 13.3.11. □

Proposició 13.3.40. Siguin 𝐷 un domini d’ideals principals i 𝑎 un element irreductible
de 𝐷. Aleshores 𝑎 és primer.

Demostració. Per la proposició 13.3.39 tenim que (𝑎) és maximal, pel corol·lari 13.3.9
veiem que (𝑎) és primer, i per l’observació 13.3.29 trobem que 𝑎 és primer, com volíem
veure. □

Teorema 13.3.41. Sigui 𝐷 un domini d’ideals principals. Aleshores 𝐷 és Noetherià.

Demostració. Siguin 𝐼1, . . . , 𝐼𝑖 , . . . ideals de 𝐷 tals que

𝐼1 ⊆ 𝐼2 ⊆ 𝐼3 ⊆ . . .

i

I =

∞⋃
𝑖=1

𝐼𝑖 .

Aleshores tenim que I és un ideal. També veiem que si 𝑥 ∈ I existeix 𝑛 tal
que 𝑥 ∈ 𝐼𝑛, i per la definició d’Ideals i ideals principals (13.1.10) tenim que si 𝑦 ∈ 𝐷
aleshores 𝑥 · 𝑦 ∈ 𝐼𝑛.

Ara bé, com que per hipòtesi 𝐷 és un domini d’ideals principals tenim, per la
definició de Dominis d’ideals principals (13.3.38) que existeix 𝑎 ∈ 𝐷 tal que I = (𝑎),
i per tant existeix 𝑛 tal que 𝑎 ∈ 𝐼𝑛, i trobem que

I = (𝑎) ⊆ 𝐼𝑛 ⊆ 𝐼𝑛+𝑘 ⊆ I

per a tot 𝑘 ∈ N, i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que 𝐼𝑛 = 𝐼𝑛+𝑘 per a
tot 𝑘 ∈ N, i per la definició d’Anells Noetherians (13.3.35) trobem que 𝐷 és un anell
Noetherià. □

Teorema 13.3.42. Sigui 𝐷 un domini d’ideals principals. Aleshores 𝐷 és un domini
de factorització única.

Demostració. Sigui · el producte de 𝐷. Pel Teorema 13.3.41 tenim que 𝐷 és un anell
Noetherià, i pel lema 13.3.37 tenim que per a tot element no irreductible 𝑎 de 𝐷
existeixen 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 elements irreductibles de 𝑁 tals que

𝑎 = 𝑝1 · . . . · 𝑝𝑛.

També tenim, per la proposició 13.3.40 que si 𝑎 és un element irreductible de 𝐷
aleshores 𝑎 és primer.

Per acabar, pel Teorema 13.3.33 tenim que𝐷 és un domini de factorització única. □
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13.3.7 Dominis Euclidians
Definició 13.3.43 (Domini Euclidià). Siguin 𝐷 un domini d’integritat amb la suma + i
el producte · i𝑈 : 𝐷 \ {0} −→ N una aplicació tal que

1. 𝑈 (𝑥) ≤ 𝑈 (𝑥 · 𝑦) per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 \ {0}.

2. Per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷, 𝑦 ≠ 0 existeixen 𝑄, 𝑟 ∈ 𝐷 tals que 𝑥 = 𝑄 · 𝑦 + 𝑟, amb 𝑟 = 0
ó𝑈 (𝑟) < 𝑈 (𝑦).

Aleshores direm que 𝐷 és un domini Euclidià amb la norma𝑈.

Proposició 13.3.44. Sigui 𝐷 un domini Euclidià amb la norma𝑈. Aleshores

𝑈 (1) ≤ 𝑈 (𝑥) per a tot 𝑥 ∈ 𝐷 \ {0}.

Demostració. Sigui · el producte de𝐷. Per la definició de Dominis Euclidians (13.3.43)
tenim que𝑈 (𝑥) ≤ 𝑈 (𝑥 · 𝑦) per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 \ {0}. Per tant

𝑈 (1) ≤ 𝑈 (1 · 𝑥) = 𝑈 (𝑥) per a tot 𝑥 ∈ 𝐷 \ {0}. □

Proposició 13.3.45. Sigui 𝐷 un domini Euclidià amb la norma𝑈. Aleshores

𝑈 (𝑢) = 𝑈 (1) ⇐⇒ 𝑢 és un element invertible de 𝐷.

Demostració. Siguin+ la suma de𝐷 i · el producte de𝐷. Comencem veient l’implicació
cap a la dreta ( =⇒ ). Suposem doncs que 𝑢 és un element invertible de 𝐷.

Per la proposició 13.3.44 tenim que 𝑈 (1) ≤ 𝑈 (𝑢) i que 𝑈 (𝑢) ≤ 𝑈 (𝑢 · 𝑢−1).
Ara bé, per la definició de Propietats bàsiques dels anells i subanells (13.1.8) tenim
que 𝑢 · 𝑢−1 = 1, i per tant

𝑈 (1) ≤ 𝑈 (𝑢) ≤ 𝑈 (𝑢 · 𝑢−1) = 𝑈 (1),

i trobem𝑈 (𝑢) = 𝑈 (1).
Veiem ara l’implicació cap a l’esquerra (⇐= ). Suposem que𝑈 (𝑢) = 𝑈 (1).
Per la definició de Dominis Euclidians (13.3.43) tenim que existeixen𝑄 i 𝑟 elements

de 𝐷 tals que
1 = 𝑄 · 𝑢 + 𝑟

amb 𝑟 = 0 ó 𝑈 (𝑟) < 𝑈 (𝑢). Ara bé, per hipòtesi 𝑈 (𝑢) = 𝑈 (1), i per la proposició
13.3.44 trobem que ha de ser 𝑟 = 0. Per tant tenim

1 = 𝑄 · 𝑢

i per la definició d’Propietats bàsiques dels anells i subanells (13.1.7) trobem que 𝑢 és
invertible. □

Teorema 13.3.46. Sigui 𝐷 un domini Euclidià. Aleshores 𝐷 és un domini d’ideals
principals.

Demostració. Siguin + la suma de 𝐷, · el producte de 𝐷, 𝑈 una norma de 𝐷 i 𝐼 un
ideal de 𝐷. Si 𝐼 = {0} aleshores 𝐼 = (0). Suposem doncs que 𝐼 ≠ (0) i prenem 𝑏 ∈ 𝐼
tal que𝑈 (𝑏) ≤ 𝑈 (𝑥) per a tot 𝑥 ∈ 𝐼, 𝑥 ≠ 0.

Prenem ara 𝑎 ∈ 𝐼. Per la definició de Dominis Euclidians (13.3.43) tenim que
existeixen 𝑄, 𝑟 ∈ 𝐷 tals que

𝑎 = 𝑄 · 𝑏 + 𝑟
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amb 𝑟 = 0 ó𝑈 (𝑟) < 𝑈 (𝑏). I com que, per la definició d’Propietats bàsiques dels anells
i subanells (13.1.1) tenim que 𝐷 és un grup amb l’operació + tenim

𝑟 = 𝑎 −𝑄 · 𝑏,

i per la proposició 13.1.13 tenim que

𝑟 = 𝑎 −𝑄 · 𝑏 ∈ 𝐼

i per tant, 𝑟 ∈ 𝐼 amb 𝑟 = 0 ó𝑈 (𝑟) < 𝑈 (𝑏). Ara bé, per hipòtesi tenim que𝑈 (𝑟) ≥ 𝑈 (𝑏),
per tant ha de ser 𝑟 = 0 i tenim que

𝑎 = 𝑄 · 𝑏,

d’on trobem que 𝐼 és un ideal principal, i per la definició de Dominis d’ideals principals
(13.3.38) tenim que 𝐷 és un domini d’ideals principals. □

Teorema 13.3.47. Sigui K un cos. Aleshores K és un domini Euclidià.

Demostració. □

13.4 Anells de polinomis

13.4.1 Cos de fraccions d’un domini d’integritat
Proposició 13.4.1. Siguin 𝐷 un domini d’integritat amb el producte · i ∼ definida
a 𝐷 × 𝐷 \ {0} una relació binària tal que per a tot 𝑎, 𝑐 ∈ 𝐷, 𝑏, 𝑑 ∈ 𝐷 \ {0}

(𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐, 𝑑) ⇐⇒ 𝑎 · 𝑑 = 𝑏 · 𝑐.

Aleshores ∼ és una relació d’equivalència.

Demostració. □

Notació 13.4.2. Denotarem el conjunt quocient 𝐷 × 𝐷 \ {0}/∼ com Q(𝐷) i la classe
d’equivalència (𝑎, 𝑏) ∈ Q(𝐷) com 𝑎

𝑏
.

Lema 13.4.3. Siguin 𝐷 un domini d’integritat amb la suma + i el producte ·. Alesho-
res Q(𝐷) és un anell commutatiu amb 1 ≠ 0 amb les operacions

𝑎

𝑏
+ 𝑐
𝑑
=
𝑎 · 𝑑 + 𝑐 · 𝑏

𝑏 · 𝑑 i
𝑎

𝑏
· 𝑐
𝑑
=
𝑎 · 𝑐
𝑏 · 𝑑 . per a tot 𝑎, 𝑐 ∈ 𝐷, 𝑏, 𝑑 ∈ 𝐷 \ {0}.

Demostració. □

Teorema 13.4.4. Sigui 𝐷 un domini d’integritat. Aleshores Q(𝐷) és el mínim cos que
conté 𝐷.

Demostració. □

Teorema 13.4.5 (Unicitat de Q(𝐷)). Siguin 𝐷 un domini d’integritat amb la suma + i
el producte · i Q1 (𝐷) i Q2 (𝐷) dos cossos amb la suma + i el producte ·. Aleshores

Q1 (𝐷) � Q2 (𝐷)

Demostració. □

Definició 13.4.6 (Cos de fraccions). Siguin 𝐷 un domini d’integritat. Aleshores direm
que Q(𝐷) és el cos de fraccions de 𝐷.
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13.4.2 El Teorema de Gauss
Proposició 13.4.7. Siguin 𝑅 un anell amb la suma + i el producte · i

𝑅[𝑥] = {𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 | 𝑛 ∈ N, 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝑅}

un conjunt. Aleshores 𝑅[𝑥] és un anell amb la suma + i el producte ·.

Demostració. □

Observació 13.4.8. 1𝑅 = 1𝑅[𝑥 ] , 0𝑅 = 0𝑅[𝑥 ] .

Observació 13.4.9. Si 𝑅 és un anell commutatiu aleshores 𝑅[𝑥] també és un anell
commutatiu.

Definició 13.4.10 (Anell de polinomis). Siguin 𝑅 un anell amb la suma + i el producte ·
i

𝑅[𝑥] = {𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 | 𝑛 ∈ N, 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝑅}.

Aleshores direm que l’anell 𝑅[𝑥] és l’anell de polinomis de 𝑅.
Aquesta definició té sentit per la proposició 13.4.7.

Observació 13.4.11. 𝑅 ⊆ 𝑅[𝑥].

Teorema 13.4.12 (Teorema de la base de Hilbert). Sigui 𝑅 un anell Noetherià.
Aleshores 𝑅[𝑥] és un anell Noetherià.

Demostració. □

Definició 13.4.13 (Contingut d’un polinomi). Siguin 𝐷 un domini de factorització
única i 𝑓 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 un element de 𝐷 [𝑥]. Aleshores definim

cont( 𝑓 ) ∼ mcd(𝑎0, . . . , 𝑎𝑛)

com el contingut de 𝑓 .
Interpretarem cont( 𝑓 (𝑥)) com un element de 𝐷.

Definició 13.4.14 (Polinomi primitiu). Siguin 𝐷 un domini de factorització única
i 𝑓 (𝑥) un element de 𝐷 [𝑥] tal que

cont( 𝑓 (𝑥)) ∼ 1.

Aleshores direm que 𝑓 (𝑥) és un polinomi primitiu.

Lema 13.4.15 (Lema de Gauss). Siguin 𝐷 un domini de factorització única i 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥)
dos polinomis primitius de 𝐷 [𝑥]. Aleshores 𝑓 (𝑥) · 𝑔(𝑥) és un polinomi primitiu.

Demostració. □

Corol.lari 13.4.16. Siguin 𝐷 un domini de factorització única i 𝑓 (𝑥) i 𝑔(𝑥) dos elements
de 𝐷 [𝑥]. Aleshores

cont( 𝑓 (𝑥) · 𝑔(𝑥)) ∼ cont( 𝑓 (𝑥)) · cont(𝑔(𝑥)).

Demostració. □
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Lema 13.4.17. Siguin 𝐷 un domini d’integritat i 𝑝 un element irreductible de 𝐷.
Aleshores tenim que 𝑝 és un element irreductible de 𝐷 [𝑥].

Demostració. □

Teorema 13.4.18. Sigui 𝐷 un domini de factorització única i 𝑓 (𝑥) un polinomi
de 𝐷 [𝑥]. Aleshores grau( 𝑓 (𝑥)) ≥ 1 i 𝑓 (𝑥) és un polinomi irreductible de 𝐷 [𝑥] si i
només si cont( 𝑓 (𝑥)) ∼ 1 i 𝑓 (𝑥) és irreductible en Q(𝐷) [𝑥].

Demostració. □

Teorema 13.4.19 (Teorema de Gauss). Sigui 𝐷 un domini de factorització única.
Aleshores 𝐷 [𝑥] és un domini de factorització única.

Demostració. □

Teorema 13.4.20. Sigui 𝐷 un domini d’integritat. Aleshores són equivalents

1. 𝐷 és un domini de factorització única.

2. 𝐷 [𝑥] és un domini de factorització única.

3. 𝐷 [𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] és un domini de factorització única.

Demostració. □

13.4.3 Criteris d’irreductibilitat
Definició 13.4.21 (Arrel). Siguin 𝑅 un anell commutatiu amb 1 ≠ 0, 𝑓 (𝑥) un element
de 𝑅[𝑥] i 𝛼 un element de 𝑅 tal que 𝑓 (𝛼) = 0. Aleshores direm que 𝛼 és una arrel
de 𝑓 (𝑥).

Proposició 13.4.22. Siguin K un cos i 𝑓 (𝑥) un element de K[𝑥]. Aleshores

1. Si grau( 𝑓 (𝑥)) = 1 aleshores 𝑓 (𝑥) és irreductible.

2. Si grau( 𝑓 (𝑥)) = 2 ó 3 aleshores 𝑓 (𝑥) és irreductible si i només si 𝑓 (𝑥) no té cap
arrel.

Demostració. □

Proposició 13.4.23. Siguin 𝐷 un domini de factorització única amb la suma + i el
producte ·, 𝑓 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 un polinomi de 𝐷 [𝑥] i 𝑎

𝑏
∈ Q(𝐷) una arrel

de 𝑓 (𝑥) amb mcd(𝑎, 𝑏) ∼ 1. Aleshores tenim que 𝑎 | 𝑎0 ó 𝑏 | 𝑎𝑛.

Demostració. □

Teorema 13.4.24 (Criteri modular). Siguin 𝐷 un domini de factorització única amb la
suma + i el producte ·, 𝑓 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 un polinomi primitiu de 𝐷 [𝑥] i 𝑝
un element irreductible de 𝐷 amb 𝑝 ∤ 𝑎𝑛 tals que

𝑓 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1 · 𝑥 + · · · + 𝑎𝑛 · 𝑥𝑛

sigui un polinomi irreductible de 𝐷/(𝑝) [𝑥]. Aleshores 𝑓 (𝑥) és un polinomi irreductible
de 𝐷 [𝑥].
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Demostració. □

Teorema 13.4.25 (Criteri d’Eisenstein). Siguin 𝐷 un domini de factorització única
amb la suma + i el producte ·, 𝑓 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 un polinomi primitiu
de 𝐷 [𝑥] amb 𝑛 ≥ 1 i 𝑝 un element irreductible de 𝐷 satisfent 𝑝 | 𝑎0, . . . , 𝑝 | 𝑎𝑛−1
i 𝑝 ∤ 𝑎𝑛, 𝑝2 ∤ 𝑎0. Aleshores 𝑓 (𝑥) és un polinomi irreductible de 𝐷 [𝑥].

Demostració. □

Corol.lari 13.4.26. Siguin 𝐷 un domini de factorització única amb la suma + i el
producte ·, 𝑓 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 un polinomi de 𝐷 [𝑥] amb 𝑛 ≥ 1 i 𝑝 un element
irreductible de 𝐷 tal que 𝑝 | 𝑎0, . . . , 𝑝 | 𝑎𝑛−1 i 𝑝 ∤ 𝑎𝑛, 𝑝2 ∤ 𝑎0. Aleshores 𝑓 (𝑥) és un
polinomi irreductible de Q(𝐷) [𝑥].

Demostració. □

261





Capítol 14
Teoria de cossos finits

14.1 Cossos finits

14.1.1 Propietats bàsiques dels cossos finits
Proposició 14.1.1. Siguin K i E dos cossos tals que K ⊆ E. Aleshores E és un K-espai
vectorial.

Demostració. □

Definició 14.1.2 (Cos finit). Sigui K un cos tal que |K| ∈ N. Aleshores direm que K és
un cos finit.

Observació 14.1.3. Sigui K un cos finit. Aleshores ch(K) és primer.

Teorema 14.1.4. Sigui K un cos finit. Aleshores

ch(K) = 𝑝 ⇐⇒ |K| = 𝑝𝑛 per a cert 𝑛 ∈ N.

Demostració. □

Corol.lari 14.1.5. SiguinK un cos finit iF un subcòs deK amb |K| = 𝑝𝑛. Aleshores |F| =
𝑝𝑑 amb 𝑑 | 𝑛.

Demostració. □

Teorema 14.1.6 (Teorema de l’element primitiu). SiguiK un cos finit. AleshoresK\{0}
és un grup cíclic amb el producte ·.

Demostració. □

Definició 14.1.7 (Element primitiu). Sigui K un cos finit i 𝛽 un element de K tal
que ⟨{𝛽}⟩ = K \ {0}. Aleshores direm que 𝛽 és un element primitiu de K.

Aquesta definició té sentit pel Propietats bàsiques dels cossos finits (14.1.6).

Teorema 14.1.8. Sigui K un cos finit amb |K| = 𝑝. Aleshores existeix un polinomi
irreductible 𝑓 (𝑥) en Z/(𝑝) [𝑥] tal que

K � Z/(𝑝) [𝑥]/( 𝑓 (𝑥)).

Demostració. □
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14.1.2 Arrels d’un polinomi
Definició 14.1.9 (Descomposició d’un polinomi). Siguin K un cos amb la suma + i el
producte · i 𝑓 (𝑥) un polinomi de K tal que existeixen 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ K satisfent 𝑓 (𝑥) =
(𝑥 − 𝛼1) · . . . · (𝑥 − 𝛼𝑛). Aleshores direm que 𝑓 (𝑥) descompon en K.

Teorema 14.1.10 (Teorema de Kronecker). SiguinK un cos i 𝑓 (𝑥) un polinomi deK[𝑥].
Aleshores existeix un cos L, amb K ⊆ L, tal que 𝑓 (𝑥) descompon en L.

Demostració. □

Definició 14.1.11 (Cos de descomposició). Siguin K un cos amb la suma + i el
producte ·, 𝑓 (𝑥) un polinomi de K i L el mínim cos on 𝑓 (𝑥) descompon amb 𝑓 (𝑥) =
(𝑥 − 𝛼1) · . . . · (𝑥 − 𝛼𝑛), amb 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ L. Aleshores direm que L és el cos
descomposició de 𝑓 (𝑥). Denotarem L = K( 𝑓 (𝑥)).

Aquesta definició té sentit pel Arrels d’un polinomi (14.1.10).

Definició 14.1.12 (Derivada formal). Siguin K un cos amb la suma + i el producte ·
i 𝑓 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 un polinomi de K. Aleshores definim la derivada formal
de 𝑓 (𝑥) com

𝑓 ′ (𝑥) = 𝑎1 + 2 · 𝑎2𝑥 + 3 · 𝑎3𝑥
2 + · · · + 𝑛 · 𝑎𝑛𝑥𝑛−1.

Proposició 14.1.13. Siguin K un cos amb la suma + i el producte · i 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥) dos
polinomis de K. Aleshores es compleix

1. (𝑎 · 𝑓 (𝑥))′ = 𝑎 · 𝑓 ′ (𝑥) per a tot 𝑎 ∈ K.

2. ( 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥))′ = 𝑓 ′ (𝑥) + 𝑔′ (𝑥).

3. ( 𝑓 (𝑥) · 𝑔(𝑥))′ = 𝑓 ′ (𝑥) · 𝑔(𝑥) + 𝑓 (𝑥) · 𝑔′ (𝑥).

4. ( 𝑓 (𝑥)𝑛)′ = 𝑛 · 𝑓 (𝑥)𝑛−1.

Demostració. □

Proposició 14.1.14. Siguin K un cos amb la suma + i el producte · amb ch(K) = 0
i 𝑓 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 un polinomi de K amb 𝑛 ≥ 1. Aleshores 𝑛 · 𝑎𝑛 ≠ 0
i 𝑓 ′ (𝑥) ≠ 0.

Demostració. □

Proposició 14.1.15. Siguin K un cos amb la suma + i el producte · amb ch(K) = 𝑝 no
nul i 𝑓 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 un polinomi de K amb 𝑛 ≥ 1. Aleshores

𝑓 ′ (𝑥) ≠ 0 ⇐⇒ 𝑝 | 𝑖 per a tot 𝑖 ≥ 1 tal que 𝑎𝑖 ≠ 0.

Demostració. □

Definició 14.1.16 (Arrels múltiples). Siguin K un cos amb la suma + i el producte ·
i 𝑓 (𝑥) un polinomi de K[𝑥], 𝛼 una arrel de 𝑓 (𝑥) i 𝑔(𝑥) un polinomi de K( 𝑓 (𝑥)) tal que

𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝛼)𝑚 · 𝑔(𝑥)

amb 𝑚 ≥ 2. Aleshores direm que 𝛼 és una arrel múltiple de 𝑓 (𝑥).
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Proposició 14.1.17. Siguin K un cos i 𝑓 (𝑥) un polinomi de K[𝑥]. Aleshores 𝛼 és una
arrel múltiple de 𝑓 (𝑥) si i només si 𝛼 és una arrel de 𝑓 ′ (𝑥).

Demostració. □

Corol.lari 14.1.18. SiguinK un cos i 𝑓 (𝑥) un polinomi deK[𝑥] satisfent grau( 𝑓 (𝑥)) ≥ 1.
Aleshores mcd( 𝑓 (𝑥), 𝑓 ′ (𝑥)) = 1 si i només si 𝑓 (𝑥) no té arrels múltiples.

Demostració. □

14.2 Caracterització dels cossos finits i els seus subcossos

14.2.1 Teoremes d’existència i unicitat dels cossos finits

Teorema 14.2.1 (Teorema d’existència dels cossos finits). Siguin 𝑝 un primer i 𝑛 un
natural. Aleshores existeix un cos K tal que |K| = 𝑝𝑛.

Demostració. □

Corol.lari 14.2.2. Siguin 𝑝 un primer i 𝑛 un natural. Aleshores existeix un polinomi 𝑓 (𝑥)
de Z/(𝑝) [𝑥] amb grau( 𝑓 (𝑥)) = 𝑛.

Demostració. □

Lema 14.2.3. Siguin 𝑛, 𝑑 dos naturals tal que 𝑑 | 𝑛, 𝑝 un primer i 𝑓 (𝑥) un polinomi
irreductible de Z/(𝑝) [𝑥]. Aleshores 𝑓 (𝑥) | (𝑥𝑝𝑛 − 𝑥).

Demostració. □

Teorema 14.2.4 (Teorema d’unicitat dels cossos finits). Siguin K i F dos cossos finits
amb |K| = |F| = 𝑝𝑛. Aleshores

K � F.

Demostració. □

Teorema 14.2.5 (Teorema d’existència dels subcossos finits). SiguinK un cos amb |K| =
𝑝𝑛 i 𝑑 un natural tal que 𝑑 | 𝑛. Aleshores existeix un L ⊆ K amb |L| = 𝑝𝑑 tal que L és
un subcòs de K.

Demostració. □

Teorema 14.2.6 (Teorema d’unicitat dels subcossos finits). Siguin K un cos amb |K| =
𝑝𝑛, 𝑑 un natural tal que 𝑑 | 𝑛 i L1, L2 dos subcossos de K amb |L1 | = |L2 | = 𝑝𝑑 .
Aleshores L1 = L2.

Demostració. □

Notació 14.2.7. Denotarem el cos de 𝑝𝑛 elements com F𝑝𝑛 .
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14.2.2 El morfisme de Frobenius
Teorema 14.2.8. Siguin 𝑛 un natural, 𝑝 un primer i

F = { 𝑓 (𝑥) ∈ Z/(𝑝) [𝑥] | 𝑓 (𝑥) és un polinomi mónic irreductible de grau 𝑑 | 𝑛}.

Aleshores
𝑥𝑝

𝑛 − 𝑥 =
∏
𝑓 (𝑥 ) ∈F

𝑓 (𝑥).

Demostració. □

Proposició 14.2.9 (Morfisme de Frobenius). Sigui F𝑝𝑛 un cos finit. Aleshores
l’aplicació

Φ : F𝑝𝑛 −→ F𝑝𝑛
𝑎 ↦−→ 𝑎𝑝

és un automorfisme.

Demostració. □

Teorema 14.2.10. Siguin 𝑝 un primer, 𝑓 (𝑥) un polinomi irreductible de l’anell de
polinomis Z/(𝑝) [𝑥] amb grau( 𝑓 (𝑥)) = 𝑛 i 𝛼 una arrel de 𝑓 (𝑥) en K(𝑝(𝑥)). Aleshores
les arrels de 𝑓 (𝑥) són 𝛼, 𝛼𝑝 , 𝛼𝑝2

, 𝛼𝑝
3
, . . . , 𝛼𝑝

𝑛−1 i 𝛼𝑝𝑛 = 𝛼.

Demostració. □

Teorema 14.2.11. Siguin 𝑝 un primer, 𝑓 (𝑥) un polinomi irreductible de l’anell de
polinomis Z/(𝑝) [𝑥] amb grau( 𝑓 (𝑥)) = 𝑛 i 𝛼 una arrel de 𝑓 (𝑥) en K(𝑝(𝑥)). Aleshores
les arrels de 𝑓 (𝑥) són 𝛼, 𝛼𝑝 , 𝛼𝑝2

, 𝛼𝑝
3
, . . . , 𝛼𝑝

𝑛−1 i 𝛼𝑝𝑖 ≠ 𝛼𝑝
𝑗 per a tot 𝑖 ≠ 𝑗 , 𝑖, 𝑗 ∈

{0, . . . , 𝑛 − 1}.

Demostració. □
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Capítol 15
Interpolació numèrica

Sovint podem mesurar un procés físic com un número de punts (per exemple, la
temperatura d’una habitació en diferents instants de temps), però no tenim una expressió
analítica per aquest procés que ens permeti calcular el seu valor en un punt arbitrari.
L’interpolació ens proporciona un mètode simple per estimar aquesta expressió analítica
en el rang dels punts mesurats1.

15.1 El problema d’interpolació

15.1.1 Problemes d’interpolació
Definició 15.1.1 (Problema d’interpolació). Siguin

Φ(𝑥; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) : R −→ R

una família de funcions que depenen dels paràmetres reals 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛, una famí-
lia {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑛𝑖=0 de 𝑛 punts. Direm que el problema d’interpolació de {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑛𝑖=0
per Φ(𝑥; 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛) consisteix a determinar 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛 tals que

Φ(𝑥𝑖; 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑦𝑖 per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

També direm que {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑛𝑖=0 són els punts de suport, {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0 són les abscisses de
suport i {𝑦𝑖}𝑛𝑖=0 les ordenades de suport.

Direm que un problema d’interpolació de {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑛𝑖=0 per Φ(𝑥; 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛) és un
problema d’interpolació lineal si existeixen Φ0, . . . ,Φ𝑛 : R −→ R tals que

Φ(𝑥; 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑎0Φ0 (𝑥) + · · · + 𝑎𝑛Φ𝑛 (𝑥).

Exemple 15.1.2. Exemples de problemes d’interpolació lineal són problemes com la
interpolació polinòmica:

Φ(𝑥; 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛;

o la interpolació trigonomètrica:

Φ(𝑥; 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑎0 + 𝑎1𝑒
𝑥𝑖 + · · · + 𝑎𝑛𝑒𝑛𝑥𝑖 .

1Si el punt que avaluem es troba fora del rang aquest problema s’anomena extrapolació i sol ser menys
precís que la interpolació.
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Mentre que exemples de problemes d’interpolació no lineals són problemes com la
interpolació racional:

Φ(𝑥; 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏0, . . . , 𝑏𝑚) =
𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛
𝑏0 + 𝑏1𝑥 + · · · + 𝑏𝑚𝑥𝑚

;

o la interpolació exponencial:

Φ(𝑥; 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛, 𝜆0, . . . , 𝜆𝑛) = 𝑎0𝑒
𝜆0𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑒𝜆𝑛𝑥 .

La interpolació trigonomètrica es fa servir en l’anàlisi numèric de les sèries de Fourier,
la interpolació exponencial és útil en l’anàlisi de desintegració radioactiva.

15.2 Polinomis interpoladors de Lagrange

15.2.1 Interpolació de Lagrange
Definició 15.2.1 (Problema d’interpolació de Lagrange). Sigui {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑛𝑖=0 un pro-
blema d’interpolació per 𝑃(𝑥; 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛) ∈ R𝑛 [𝑥] tal que 𝑥𝑖 ≠ 𝑥 𝑗 per a tot 𝑖, 𝑗 ∈
{0, . . . , 𝑛 − 1}, amb 𝑖 ≠ 𝑗 . Aleshores direm que el problema d’interpolació és un
problema d’interpolació de Lagrange.

Definició 15.2.2 (Polinomis bàsics de Lagrange). Sigui {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑛𝑖=0 un problema
d’interpolació de Lagrange per 𝑃(𝑥; 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛) ∈ R𝑛 [𝑥] on, per a cert 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝑛}
fix tenim que 𝑦𝑘 = 1 i per a tot 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, . . . , 𝑘 − 1, 𝑘 + 1, . . . , 𝑛} tenim 𝑦𝑖 = 0.
Aleshores direm que els polinomis

𝐿𝑘 (𝑥) =
∏
𝑖∈𝐼

𝑥 − 𝑥𝑖
𝑥𝑘 − 𝑥𝑖

=
(𝑥 − 𝑥0) · · · (𝑥 − 𝑥𝑘−1) (𝑥 − 𝑥𝑘+1) · · · (𝑥 − 𝑥𝑛)
(𝑥𝑘 − 𝑥0) · · · (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1) (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1) · · · (𝑥𝑘 − 𝑥𝑛)

són polinomis bàsics de Lagrange.

Observació 15.2.3.

𝐿𝑘 (𝑥𝑖) =
{

1 si 𝑖 = 𝑘,
0 si 𝑖 ≠ 𝑘.

Proposició 15.2.4. Sigui {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑛𝑖=0 un problema d’interpolació de Lagrange per 𝑃(𝑥).
Aleshores la funció 𝑃(𝑥) que satisfà

𝑃(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖

per a tot 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛} és única.

Demostració. Per l’observació 15.2.3 veiem que una solució a aquest problema d’inter-
polació és

𝑃(𝑥) = 𝑦0𝐿0 (𝑥) + 𝑦1𝐿1 (𝑥) + · · · + 𝑦𝑛𝐿𝑛 (𝑥).

Per veure’n la unicitat suposem que existeix un altre 𝑄(𝑥) ∈ R𝑛+1 [𝑥] tal que

𝑃(𝑥𝑖) = 𝑄(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖

per a tot 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛}. Això és equivalent a que

𝑃(𝑥𝑖) −𝑄(𝑥𝑖) = 0
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per a tot 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛}. Ara bé, tenim que 𝑥0, . . . , 𝑥𝑛 són arrels diferents de 𝑃(𝑥)−𝑄(𝑥)
per la definició de Interpolació de Lagrange (15.2.1). Com que 𝑃(𝑥) −𝑄(𝑥) ∈ R𝑛+1 [𝑥],
aquests són els seus únics zeros, i pel Teorema Fonamental de l’Àlgebra tenim que ha
de ser 𝑃(𝑥) = 𝑄(𝑥). □

Proposició 15.2.5. Siguin {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑛𝑖=0 un conjunt de punts de suport, 𝐼 = {𝑖0, . . . , 𝑖𝑘} ⊆
{1, . . . , 𝑛} un conjunt i {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑖∈𝐼 un problema d’interpolació per 𝑃𝑖0 ,...,𝑖𝑘 ∈ R𝑘 [𝑥],
on

𝑃𝑖0 ,...,𝑖𝑘

(
𝑥𝑖 𝑗

)
= 𝑦𝑖 𝑗 per a tot 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑘}.

Aleshores
𝑃𝑖 (𝑥) = 𝑦𝑖

i

𝑃𝑖0 ,...,𝑖𝑘 (𝑥) =
(
𝑥 − 𝑥𝑖0

)
𝑃𝑖1 ,...,𝑖𝑘 (𝑥) −

(
𝑥 − 𝑥𝑖𝑘

)
𝑃𝑖0 ,...,𝑖𝑘−1 (𝑥)

𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑖0
.

Demostració. Fixem 𝑘 = 1. Aleshores tenim

𝑃𝑖 (𝑥) = 𝑦𝑖 .

Veiem la segona part. Definim

𝐺 (𝑥) =
(
𝑥 − 𝑥𝑖0

)
𝑃𝑖1 ,...,𝑖𝑘 (𝑥) −

(
𝑥 − 𝑥𝑖𝑘

)
𝑃𝑖0 ,...,𝑖𝑘−1 (𝑥)

𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑖0

tenim 𝐺 = 𝑃𝑖0 ,...,𝑖𝑘 per la proposició 15.2.4, i per tant

𝐺 (𝑥𝑖0 ) = 𝑃𝑖0 ,...,𝑖𝑘−1 (𝑥𝑖0 ) = 𝑦𝑖0

i
𝐺 (𝑥𝑖𝑘 ) = 𝑃𝑖1 ,...,𝑖𝑘 (𝑥𝑖𝑘 ) = 𝑦𝑖𝑘 ,

i per tant

𝐺 (𝑥𝑖 𝑗 ) =
(𝑥𝑖 𝑗 − 𝑥𝑖0 )𝑦𝑖 𝑗 − (𝑥𝑖 𝑗 − 𝑥𝑖𝑘 )𝑦𝑖 𝑗

𝑥𝑖𝑘 − 𝑥𝑖0
= 𝑦𝑖 𝑗

per a tot 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘 − 1}, com volíem veure. □

Observació 15.2.6 (Algorisme de Neville). Aquest mètode recurrent es pot organitzar
en una taula com

𝑘 = 0 𝑘 = 1 𝑘 = 2
𝑥0 𝑦0 = 𝑃0 (𝑥)

𝑃0,1 (𝑥)
𝑥1 𝑦1 = 𝑃1 (𝑥) 𝑃0,1,2 (𝑥)

𝑃1,2 (𝑥)
𝑥2 𝑦2 = 𝑃2 (𝑥)
...

...

que s’omple de columna a columna de dreta a esquerra. Es coneix com a algorisme de
Neville.
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Exemple 15.2.7. Sigui {(0, 1), (1, 3), (3, 2)} un problema d’interpolació per𝑃0,1,2 (𝑥) ∈
R2 [𝑥]. Volem avaluar el polinomi interpolador de Lagrange en 𝑥 = 2, és a dir, volem
trobar 𝑃0,1,2 (2).

Solució. La taula de l’algoritme de Neville plantejada en l’observació Interpolació de
Lagrange (15.2.6) per aquest problema és

𝑘 = 0 𝑘 = 1 𝑘 = 2
𝑥0 = 0 𝑦0 = 𝑃0 (2) = 1

𝑃0,1 (2) = 5
𝑥1 = 1 𝑦1 = 𝑃1 (2) = 3 𝑃0,1,2 (2) = 10

3
𝑃1,2 (2) = 5

2
𝑥2 = 3 𝑦2 = 𝑃2 (2) = 2

i per tant trobem 𝑃0,1,2 (2) = 10
3 . ♢

15.2.2 Mètode de les diferències dividides de Newton
El mètode de Neville és útil per avaluar un polinomi interpolador en un punt una vegada,
però si es vol obtenir l’expressió general del polinomi interpolador per poder avaluar-lo
múltiples vegades en diferents punts s’hauran d’emparar altres solucions.

Definició 15.2.8 (Diferències dividides). Sigui 𝑃(𝑥; 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛) el polinomi interpola-
dor de Lagrange amb els punts de suport {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑛𝑖=0. Aleshores direm que

[𝑥0, . . . , 𝑥𝑘] = 𝑎𝑘

és la diferència dividida d’ordre 𝑛 del problema d’interpolació de Lagrange de {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑘𝑖=0
per 𝑃(𝑥; 𝑎0, . . . , 𝑎𝑘).

Aquesta definició té sentit per la proposició 15.2.4.

Proposició 15.2.9. Sigui {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑛𝑖=0 un problema d’interpolació de Lagrange per 𝑃(𝑥).
Aleshores

𝑃(𝑥) = [𝑥0] + [𝑥0, 𝑥1] (𝑥 − 𝑥0) + [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] (𝑥 − 𝑥0) (𝑥 − 𝑥1) + · · ·

· · · + [𝑥0, . . . , 𝑥𝑛] (𝑥 − 𝑥0) · · · (𝑥 − 𝑥𝑛−1) =
𝑛∑︁
𝑖=0

©«[𝑥0, . . . , 𝑥𝑖]
𝑖−1∏
𝑗=0
(𝑥 − 𝑥 𝑗 )

ª®¬.
Demostració. Denotem per 𝑃1,...,𝑘 ∈ K𝑘+1 [𝑥] el polinomi que satisfà

𝑃0,...,𝑘 (𝑥 𝑗 ) = 𝑦 𝑗 per a tot 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑘}.

Aleshores tenim que el polinomi

𝐺𝑘 (𝑥) = 𝑃0,...,𝑘 (𝑥) − 𝑃0,...,𝑘−1 (𝑥)

té com arrels 𝑥0, . . . , 𝑥𝑘−1, i per tant existeix una única costant 𝐶𝑘 tal que

𝐺𝑘 (𝑥) = 𝐶𝑘 (𝑥 − 𝑥0) · · · (𝑥 − 𝑥𝑘−1)

i per tant, si fem
𝐺𝑘 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑘𝑥𝑘
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tenim que 𝐶𝑘 = 𝑎𝑘 . Aleshores per la definició de Mètode de les diferències dividides
de Newton (15.2.8) tenim que

𝐺𝑘 (𝑥) = [𝑥0, . . . , 𝑥𝑘] (𝑥 − 𝑥0) · · · (𝑥 − 𝑥𝑘−1)

i per la proposició 15.2.4 tenim
𝑃(𝑥) = 𝑃𝑛

i per tant trobem recursivament

𝑃𝑛 (𝑥) =𝑃𝑛−1 (𝑥) + [𝑥0, . . . , 𝑥𝑛] (𝑥 − 𝑥0) · · · (𝑥 − 𝑥𝑛−1)
=𝑃𝑛−2 (𝑥) + [𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−1] (𝑥 − 𝑥0) · · · (𝑥 − 𝑥𝑛−2)+
+ [𝑥0, . . . , 𝑥𝑛] (𝑥 − 𝑥0) · · · (𝑥 − 𝑥𝑛−1)
...

=𝑃𝑛−𝑟 (𝑥) +
𝑛−𝑟+1∑︁
𝑖=0

©«[𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−𝑙+1]
𝑛−𝑟∏
𝑗=0
(𝑥 − 𝑥 𝑗 )

ª®¬ (r>0)

...

=𝑃1 (𝑥) + [𝑥0, 𝑥1] (𝑥 − 𝑥0) + [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] (𝑥 − 𝑥0) (𝑥 − 𝑥1) + · · ·
· · · + [𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−1] (𝑥 − 𝑥0) · · · (𝑥 − 𝑥𝑛−2)+
+ [𝑥0, . . . , 𝑥𝑛] (𝑥 − 𝑥0) · · · (𝑥 − 𝑥𝑛−1)

i per la definició de Mètode de les diferències dividides de Newton (15.2.8) tenim
que 𝑃1 (𝑥) = [𝑥0]

=[𝑥0] + [𝑥0, 𝑥1] (𝑥 − 𝑥0) + · · · + [𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−1] (𝑥 − 𝑥0) · · · (𝑥 − 𝑥𝑛−2)+
+ [𝑥0, . . . , 𝑥𝑛] (𝑥 − 𝑥0) · · · (𝑥 − 𝑥𝑛−1) = 𝑃(𝑥). □

Observació 15.2.10. Sigui {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑛𝑖=0 un problema d’interpolació de Lagrange.
Aleshores per a tot 𝜎 ∈ 𝑆4 tenim

[𝑥0, . . . , 𝑥𝑛] = [𝑥𝜎0, . . . , 𝑥𝜎 (𝑛) ] .

Demostració. Per la proposició 15.2.4. □

Proposició 15.2.11. Sigui {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑛𝑖=0 un problema d’interpolació de Lagrange
per 𝑃(𝑥). Aleshores

[𝑥𝑖] = 𝑦𝑖 per a tot 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛} (15.1)

i
[𝑥0, . . . , 𝑥𝑛] =

[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] − [𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−1]
𝑥𝑛 − 𝑥0

. (15.2)

Demostració. Per veure (15.1) tenim prou en veure que per a un problema d’interpolació
de {(𝑥, 𝑦)} per 𝑃(𝑥) tenim que 𝑃(𝑥) ∈ R0 [𝑥], i per tant és una constant i per la definició
de Mètode de les diferències dividides de Newton (15.2.8) trobem [𝑥] = 𝑦.

Per veure (15.2) tenim, per la proposició 15.2.5

𝑃0,...,𝑛 (𝑥) =
(𝑥 − 𝑥0)𝑃1,...,𝑛 (𝑥) − (𝑥 − 𝑥𝑛)𝑃0,...,𝑛−1 (𝑥)

𝑥𝑛 − 𝑥0
,
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on 𝑃𝑖1 ,...,𝑖𝑘 (𝑥) és el polinomi interpolador de Lagrange del problema interpolador del
problema {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑖∈{𝑖1 ,...,𝑖𝑘 } . Per tant per la proposició 15.2.9 trobem

[𝑥0, . . . , 𝑥𝑛] =
[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] − [𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−1]

𝑥𝑛 − 𝑥0
,

com volíem veure. □

15.2.3 Error en la interpolació de Lagrange
Teorema 15.2.12. Siguin 𝑓 : [𝑎, 𝑏] −→ R una funció de classe de diferenciabilitat C𝑛+1
i {(𝑥𝑖 , 𝑓 (𝑥𝑖))}𝑛𝑖=0 un problema d’interpolació de Lagrange per 𝑃(𝑥) amb abscisses de
suport que satisfan {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0 ⊂ [𝑎, 𝑏]. Aleshores per a tot 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] tenim

𝑓 (𝑥) − 𝑃(𝑥) = 𝑓 (𝑛+1) (𝜉 (𝑥))
(𝑛 + 1)! 𝜔(𝑥),

on 𝜔(𝑥) = (𝑥 − 𝑥0) · · · (𝑥 − 𝑥𝑛), per a una certa funció 𝜉 (𝑥) : [𝑎, 𝑏] −→ [𝑐, 𝑑]
amb 𝑐 = min

{
min𝑖∈[0,𝑛]{𝑥𝑖}, 𝑥

}
i 𝑑 = max

{
max𝑖∈[0,𝑛]{𝑥𝑖}, 𝑥

}
.

Demostració. Fixem 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Tenim 𝑓 (𝑥𝑖) − 𝑃(𝑥𝑖) = 0 per a tot 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛}. Si
imposem 𝑥 ∉ {𝑥0, . . . , 𝑥𝑛} i definim la funció

𝐹 (𝑧) = 𝑓 (𝑧) − 𝑃(𝑧) − 𝜔(𝑧)𝑆(𝑥)

on
𝑆(𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑃(𝑥)

𝜔(𝑥) . (15.3)

Observem que 𝑆(𝑥) està ben definida pel Teorema Fonamental de l’Àlgebra.
Observem també que

𝐹 (𝑥𝑖) = 𝑓 (𝑥𝑖) − 𝑃(𝑥𝑖) − 𝜔(𝑥𝑖)𝑆(𝑥) = 0

i
𝐹 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑃(𝑥) − 𝜔(𝑥) 𝑓 (𝑥) − 𝑃(𝑥)

𝜔(𝑥) = 0

és a dir, 𝐹 (𝑧) existeixen 𝜉 (0)0 , . . . , 𝜉
(0)
𝑛+1 ∈ [𝑎, 𝑏] tals que 𝐹 (𝜉 (0)

𝑖
) = 0 per a tot 𝑖 ∈

{0, . . . , 𝑛 + 1} amb 𝜉 (0)
𝑖+1 > 𝜉

(0)
𝑖

per a tot 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛}.
Aplicant el Teoremes (1.2.18) trobem que per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛 + 1} existei-

xen {𝜉 (1)
𝑖
}𝑛+1
𝑖=1 tals que 𝐹′ (𝜉 (1)

𝑖
) = 0 amb 𝜉 (1)

𝑖
∈ (𝜉 (0)

𝑖−1, 𝜉
(0)
𝑖
). Iterant aquest argu-

ment trobem que per a 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝑛 + 1} tenim que per a tot 𝑖 ∈ {𝑘, . . . , 𝑛 + 1}
existeixen {𝜉 (𝑘 )

𝑖
}𝑛+1
𝑖=𝑘

tals que 𝐹𝑘 (𝜉 (𝑘 )
𝑖
) = 0 amb 𝜉 (𝑘 )

𝑖
∈ (𝜉 (𝑘−1)

𝑖−1 , 𝜉
(𝑘−1)
𝑖

); i per tant
quan 𝑘 = 𝑛 + 1 tenim que existeix 𝜉 (𝑛+1)

𝑛+1 ∈ (𝜉 (𝑛)𝑛 , 𝜉
(𝑛)
𝑛+1) tal que 𝐹 (𝑛+1) (𝜉 (𝑛+1)

𝑛+1 ) = 0 i
trobem

𝐹 (𝑛+1) (𝜉 (𝑛+1)
𝑛+1 ) = 𝑓 (𝑛+1) (𝜉 (𝑛+1)

𝑛+1 ) − (𝑛 + 1)!𝑆(𝑥)

i per tant, recordant (15.3), tenim

𝑓 (𝑛+1) (𝜉 (𝑛+1)
𝑛+1 )

(𝑛 + 1)! =
𝑓 (𝑥) − 𝑃(𝑥)
𝜔(𝑥)
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d’on trobem

𝑓 (𝑥) − 𝑃(𝑥) =
𝑓 (𝑛+1) (𝜉 (𝑛+1)

𝑛+1 )
(𝑛 + 1)! 𝜔(𝑥),

com volíem veure. □

Observació 15.2.13.

𝑓 (𝑥) − 𝑃(𝑥) = [𝑥0, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥]𝜔(𝑥)

Corol.lari 15.2.14. Sigui {(𝑥𝑖 , 𝑓 (𝑥𝑖))}𝑛𝑖=0 un problema d’interpolació de Lagrange.
Aleshores existeix un cert 𝜉 ∈ [𝑥0, 𝑥𝑛] tal que

[𝑥0, . . . , 𝑥𝑛] =
𝑓 (𝑛) (𝜉)
𝑛!

.

Exemple 15.2.15. Considerem el següent problema d’interpolació

𝑖 0 1 2 4
𝑥𝑖 100 101 102 103

log(𝑥𝑖) log(100) log(101) log(102) log(103)

per 𝑃(𝑥). Volem estimar l’error comés en calcular el valor de 𝑃(102.5).

Solució. Per la definició de Interpolació de Lagrange (15.2.1) tenim que aquest
problema d’interpolació és de Lagrange. Aleshores, pel Teorema 15.2.12 tenim que

𝑓 (𝑥) − 𝑃(𝑥) = 𝑓 (4) (𝜉 (𝑥))
4!

𝜔(𝑥)

i per tant, amb 𝑓 (𝑥) = log(𝑥),

log(𝑥) − 𝑃(𝑥) = −1
𝜉4 (𝑥)4

(𝑥 − 100) (𝑥 − 101) (𝑥 − 102) (𝑥 − 103)

i si prenem 𝑥 = 102.5 tenim

log(102.5) − 𝑃(102.5) = −1
𝜉4 (102.5)4

5
2

3
2

1
2
−1
2

amb 𝜉 (102.5) ∈ [100, 103], i per tant 1
103 ≤

1
𝜉 (102.5) ≤

1
100 . Aleshores tenim

|log(102.5) − 𝑃(𝑥) | = 3 · 5
24 · 𝜉4 (102.5)

≤ 15
64

1
1004 ≈ 2.34 · 10−9. ♢

15.2.4 Interpolació en nodes equiespaiats
Definició 15.2.16 (Nodes equiespaiats). Sigui {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0 abscisses de suport que satisfacin

𝑥𝑖 = 𝑥0 + 𝑖ℎ

amb ℎ =
𝑥𝑛−𝑥0
𝑛

per a tot 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛}. Aleshores direm que les abscisses de
suport {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0 són equiespaiades o que un problema d’interpolació {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑛𝑖=0 és un
problema d’interpolació amb nodes equiespaiats.

També denotarem

Δ 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥) i Δ𝑛+1 𝑓 (𝑥) = Δ(Δ𝑛 𝑓 (𝑥)).
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Teorema 15.2.17. Sigui {(𝑥𝑖 , 𝑓 (𝑥𝑖))}𝑛𝑖=0 un problema d’interpolació de Lagrange amb
nodes equiespaiats. Aleshores, si ℎ =

𝑥𝑛−𝑥0
𝑛

tenim

[𝑥0, . . . , 𝑥𝑛] =
Δ𝑛 𝑓 (𝑥0)
𝑛!ℎ𝑛

.

Demostració. Ho farem per inducció sobre 𝑛. El cas 𝑛 = 1 és cert, ja que

Δ 𝑓 (𝑥0) = 𝑓 (𝑥0 + ℎ) − 𝑓 (𝑥0) (Interpolació en nodes equiespaiats (15.2.16))
= 𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥0)

= ℎ
𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥0)
𝑥1 − 𝑥0

= ℎ[𝑥0, 𝑥𝑛] (Mètode de les diferències dividides de Newton (15.2.8))

i per tant

[𝑥0, 𝑥𝑛] =
Δ 𝑓 (𝑥0)
ℎ

. (15.4)

Suposem ara que l’enunciat és cert per a 𝑘 fix i demostrem-ho pel cas 𝑘 + 1. Tenim
que

Δ𝑘+1 𝑓 (𝑥0) = Δ(Δ𝑘 ( 𝑓 (𝑥0)) (Interpolació en nodes equiespaiats (15.2.16))
= Δ𝑘 𝑓 (𝑥1) − Δ𝑘 𝑓 (𝑥0) (Interpolació en nodes equiespaiats (15.2.16))
= 𝑘!ℎ𝑘 ( [𝑥1, . . . , 𝑥𝑘+1] − [𝑥0, . . . , 𝑥𝑘]) (15.4)

= 𝑘!ℎ𝑘 (𝑘 + 1)ℎ [𝑥1, . . . , 𝑥𝑘+1] − [𝑥0, . . . , 𝑥𝑘]
𝑥𝑘+1 − 𝑥0

= (𝑘 + 1)!ℎ𝑘+1 [𝑥0, . . . , 𝑥𝑘+1],
(Mètode de les diferències dividides de Newton (15.2.8))

i per tant tenim

[𝑥0, . . . , 𝑥𝑘+1] =
Δ𝑘+1 𝑓 (𝑥0)
(𝑘 + 1)!ℎ𝑘+1

,

com volíem veure. □

15.3 Polinomis interpoladors per splines

15.3.1 Interpolació per splines
Definició 15.3.1. SiguinΔ = {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0 una partició d’un interval [𝑎, 𝑏] ⊂ R i 𝑠 : [𝑎, 𝑏] −→
R una funció a trossos de classe C𝑝−1 de la forma

𝑠(𝑥) =



𝑠1 (𝑥) si 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1]
...

𝑠𝑘+1 (𝑥) si 𝑥 ∈ [𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1]
...

𝑠𝑛 (𝑥) si 𝑥 ∈ [𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛]

amb 𝑠𝑖 ∈ R𝑝 [𝑥] per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Aleshores direm que 𝑠 és un spline de grau 𝑝
associat a Δ.

278



15.3. Polinomis interpoladors per splines

Denotarem

𝑆𝑝 (Δ) = {𝑠 | 𝑠 és un spline de grau 𝑝 associat a Δ}.

Nota 15.3.2. Només treballarem amb splines cúbics, és a dir, amb 𝑝 = 3, que són els
més emparats.

ai haig de córrer
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Capítol 16
L’espai topològic

16.1 Espais mètrics

16.1.1 Boles i oberts
Definició 16.1.1 (Espai mètric). Sigui 𝑋 un conjunt i d: 𝑋 × 𝑋 −→ R una aplicació
que per a tot 𝑥, 𝑦 i 𝑧 de 𝑋 satisfà

1. d(𝑥, 𝑦) = 0 si i només si 𝑥 = 𝑦.

2. d(𝑥, 𝑦) = d(𝑦, 𝑥).

3. d(𝑥, 𝑦) ≤ d(𝑥, 𝑧) + d(𝑧, 𝑦).

4. d(𝑥, 𝑦) ≤ 0.

Aleshores direm que 𝑋 amb la distància d és un espai mètric. També direm que d és la
distància o mètrica de l’espai mètric.

Definició 16.1.2 (Bola). Siguin 𝑋 amb la distància d un espai mètric, 𝑎 un element
de 𝑋 i 𝑟 > 0 un nombre real. Aleshores definim

B(𝑎, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋 | d(𝑥, 𝑎) < 𝑟}

com la bola de radi 𝑟 centrada en 𝑎.

Definició 16.1.3 (Obert). Sigui 𝑋 amb la distància d un espai mètric iU un subconjunt
de 𝑋 tals que per a tot element 𝑥 de U existeix un 𝜀 > 0 real tal que B(𝑥, 𝜀) ⊆ U.
Aleshores direm queU és un obert.

Proposició 16.1.4. Siguin 𝑋 amb la distància d un espai mètric i B(𝑎, 𝑟) una bola
de 𝑋 . Aleshores B(𝑎, 𝑟) és un obert.

Demostració. Prenem un element 𝑏 de B(𝑎, 𝑟) i definim

𝜀 =
𝑟 − d(𝑎, 𝑏)

2
. (16.1)
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Aleshores considerem la bola B(𝑏, 𝜀) i tenim que B(𝑏, 𝜀) ⊆ B(𝑎, 𝑟), ja que si prenem
un element 𝑥 de B(𝑏, 𝜀), per la definició de Boles i oberts (16.1.1) trobem que

d(𝑥, 𝑎) ≤ d(𝑥, 𝑏) + d(𝑏, 𝑎)
< 𝜀 + d(𝑏, 𝑎) (Boles i oberts (16.1.2))

=
𝑟 − d(𝑎, 𝑏)

2
+ d(𝑏, 𝑎) (16.1)

=
𝑟 − d(𝑎, 𝑏)

2
+ d(𝑎, 𝑏) (Boles i oberts (16.1.1))

=
𝑟 + d(𝑎, 𝑏)

2
< 𝑟,

ja que, per la definició de Boles i oberts (16.1.2) tenim que d(𝑎, 𝑏) < 𝑟 i per tant
trobem 𝑟 + d(𝑎, 𝑏) < 2𝑟. □

Proposició 16.1.5 (Propietat de Hausdorff). Siguin 𝑋 amb la distància d un espai
mètric i 𝑥 i 𝑦 dos elements diferents de 𝑋 . Aleshores existeixen dos oberts U i V
disjunts tals que 𝑥 és un element deU i 𝑦 és un element deV.

Demostració. Definim 𝑟 =
d(𝑥,𝑦)

3 i considerem les boles B(𝑥, 𝑟) i B(𝑦, 𝑟). Per la
definició de Boles i oberts (16.1.1) i la definició de Boles i oberts (16.1.2) tenim que 𝑥
és un element de B(𝑥, 𝑟) i 𝑦 és un element de B(𝑦, 𝑟).

També tenim que les boles B(𝑥, 𝑟) i B(𝑦, 𝑟) són disjuntes, ja que si prenem un
element 𝑎 de 𝑋 tal que 𝑎 pertanyi a B(𝑥, 𝑟) i a B(𝑦, 𝑟) aleshores tenim, per la definició
de Boles i oberts (16.1.2), que d(𝑥, 𝑎) < 𝑟 i d(𝑎, 𝑦) < 𝑟, i per la definició de Boles i
oberts (16.1.1) tenim que

d(𝑥, 𝑎) + d(𝑎, 𝑦) ≥ d(𝑥, 𝑦).

Ara bé, tenim per hipòtesi que 𝑟 = d(𝑥,𝑦)
3 . Per tant

d(𝑥, 𝑦) ≤ d(𝑥, 𝑎) + d(𝑎, 𝑦)

≤ d(𝑥, 𝑦)
3
+ d(𝑥, 𝑦)

3

≤ 2 d(𝑥, 𝑦)
3

< d(𝑥, 𝑦),

i per tant aquest 𝑎 no existeix i trobem que B(𝑥, 𝑟) i B(𝑦, 𝑟) són disjunts.
Per acabar, per la proposició 16.1.4 tenim que les boles B(𝑥, 𝑟) i B(𝑦, 𝑟) són oberts,

i hem acabat. □

16.2 L’espai topològic

16.2.1 Una topologia d’un conjunt i els oberts
Definició 16.2.1 (Topologia). Sigui 𝑋 un conjunt i 𝜏 una família de subconjunts de 𝑋
tals que

1. ∅ i 𝑋 són elements de 𝜏.

2. La intersecció d’una família finita d’elements de 𝜏 és un element de 𝜏.
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3. La unió d’una família d’elements de 𝜏 és un element de 𝜏.

Aleshores direm que 𝜏 és una topologia de 𝑋 o que 𝑋 amb la topologia 𝜏 és un espai
topològic.

També direm que els elements de 𝜏 són oberts i que els elements de 𝑋 són punts.

Exemple 16.2.2 (Topologia induïda per una mètrica). Siguin 𝑋 amb la distància d un
espai mètric i 𝜏 = {U ⊆ 𝑋 | U és un obert}. Volem veure que 𝑋 amb la topologia 𝜏
és un espai topològic.

Solució. Per la definició d’Boles i oberts (16.1.3) trobem que ∅ és un obert, ja que per
l’Elements i subconjunts (3.1.9) tenim que ∅ és un subconjunt de 𝑋 , i per a tot 𝑥 de 𝑋
existeix un 𝜀 > 0 tal que B(𝑥, 𝜀) pertany a ∅. També tenim que 𝑋 és un obert, ja que
pel Elements i subconjunts (3.1.3) tenim que 𝑋 ⊆ 𝑋 i si prenem un element 𝑥 de 𝑋
tenim que per a tot 𝜀 > 0 la bola B(𝑥, 𝜀) és un subconjunt de 𝑋 . Per tant ∅ i 𝑋 són
elements de 𝜏.

Prenem {U𝑖}𝑛𝑖=1 una família d’elements de 𝜏 i considerem

U =

𝑛⋂
𝑖=1
U𝑖 .

Sigui 𝑥 un element deU. Per la definició d’Una topologia d’un conjunt i els oberts
(16.2.1) tenim que per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} existeix un 𝜀𝑖 > 0 real tal que

B(𝑥, 𝜀𝑖) ⊆ U𝑖 .

Per tant, si definim 𝜀 = min𝑖∈{1,...,𝑛} 𝜀𝑖 . Aleshores per la definició de Boles i oberts
(16.1.2) tenim que

B(𝑥, 𝜀) ⊆ B(𝑥, 𝜀𝑖) per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

i per tant B(𝑥, 𝜀) ⊂ U i per la definició d’Una topologia d’un conjunt i els oberts
(16.2.1) tenim queU és un obert.

Prenem {U𝑖}𝑖∈𝐼 una família d’oberts de 𝜏 i considerem

U =
⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖 .

Sigui 𝑥 un element deU. Per la definició d’Unió i intersecció de conjunts (3.1.12)
tenim que existeix un 𝑖 ∈ 𝐼 tal que U𝑖 conté 𝑥. Ara bé, per hipòtesi tenim que U𝑖
és un obert, i per la definició d’Boles i oberts (16.1.3) trobem que existeix un 𝜀 > 0
tal que B(𝑥, 𝜀) és un subconjunt de U𝑖 , i com que U𝑖 és un subconjunt de U tenim
que B(𝑥, 𝜀) també és un subconjunt deU, i per la definició d’Boles i oberts (16.1.3)
trobem queU és un obert, i per la definició d’Una topologia d’un conjunt i els oberts
(16.2.1) hem acabat. ♢

Exemple 16.2.3 (Topologia grollera). Siguin 𝑋 i 𝜏 = {∅, 𝑋} dos conjunts. Aleshores 𝜏
és una topologia de 𝑋 .

Solució. Comprovem les condicions de la definició de topologia. Com que 𝜏 = {∅, 𝑋}
tenim que ∅ i 𝑋 són elements de 𝜏. Observem també que ∅ ∩ 𝑋 = ∅, 𝑋 ∩ 𝑋 = 𝑋

i ∅ ∪ 𝑋 = 𝑋 ∪ 𝑋 = 𝑋 , i per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts
(16.2.1), tenim que 𝜏 és una topologia de 𝑋 . ♢
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Exemple 16.2.4 (Topologia discreta). Siguin 𝑋 i 𝜏 = P(𝑋) dos conjunts. Aleshores 𝜏
és una topologia de 𝑋 .

Solució. Tenim per l’Elements i subconjunts (3.1.4) que ∅ i 𝑋 són subconjunts de 𝜏, ja
que per l’Elements i subconjunts (3.1.9) trobem que ∅ ⊆ 𝑋 , i pel Elements i subconjunts
(3.1.3) trobem que 𝑋 ⊆ 𝑋 .

Per la definició d’Unió i intersecció de conjunts (3.1.12) trobem que si {U𝑖}𝑖∈𝐼 és
una família de subconjunts de 𝑋 aleshores⋃

𝑖∈𝐼
U𝑖 ⊆ 𝑋,

i per la definició d’Unió i intersecció de conjunts (3.1.13) trobem que si {U𝑖}𝑛𝑖=1 és
una família de subconjunts de 𝑋 aleshores

𝑛⋂
𝑖=1
U𝑖 ⊆ 𝑋,

i per tant, com que 𝜏 = P(𝑋) trobem per la definició de Una topologia d’un conjunt i
els oberts (16.2.1) que 𝜏 és una topologia de 𝑋 . ♢

16.2.2 Tancats
Definició 16.2.5 (Tancat). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic i C un
subconjunt de 𝑋 tal que 𝑋 \ C sigui obert. Aleshores direm que C és tancat.

Teorema 16.2.6. Sigui 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic. Aleshores

1. ∅ i 𝑋 són tancats.

2. La unió de qualsevol família finita de tancats és un tancat.

3. La intersecció de qualsevol família de tancats és un tancat.

Demostració. Comencem veient el punt (1). Tenim que 𝑋 \ ∅ = 𝑋 . Per la definició
d’Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) tenim que 𝑋 és un obert, i per la
definició de Tancats (16.2.5) trobem que ∅ és un tancat.

També tenim que 𝑋 \ 𝑋 = ∅. Per la definició d’Una topologia d’un conjunt i els
oberts (16.2.1) tenim que ∅ és un obert, i per la definició de Tancats (16.2.5) trobem
que 𝑋 és un tancat.

Veiem ara el punt (2). Prenem una família {C𝑖}𝑛𝑖=1 de tancats de 𝑋 i considerem

𝑋 \
𝑛⋃
𝑖=1
C𝑖 = 𝑋 ∩

(
𝑛⋃
𝑖=1
C𝑖

)∁
.

Per la Tautologies (2.1.17) trobem que

𝑋 ∩
(
𝑛⋃
𝑖=1
C𝑖

)∁
= 𝑋 ∩

(
𝑛⋂
𝑖=1
C∁
𝑖

)
=

𝑛⋂
𝑖=1

(
𝑋 ∩ C∁

𝑖

)
=

𝑛⋂
𝑖=1
(𝑋 \ C𝑖).
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Per hipòtesi tenim que per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} el conjunt C𝑖 és un tancat, i per la
definició de Tancats (16.2.5) tenim que per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} el conjunt 𝑋 \ C𝑖 és
un obert, i per la definició d’Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) tenim
que

⋂𝑛
𝑖=1 (𝑋 \ C𝑖) és un obert. Ara bé, tenim que

𝑋 \
𝑛⋃
𝑖=1
C𝑖 =

𝑛⋂
𝑖=1
(𝑋 \ C𝑖),

i per tant, per la definició de Tancats (16.2.5) trobem que
⋃𝑛
𝑖=1 C𝑖 és un tancat.

Veiem per acabat el punt (3). Prenem una família {C𝑖}𝑖∈𝐼 de tancats de 𝑋 i
considerem

𝑋 \
⋂
𝑖∈𝐼
C𝑖 = 𝑋 ∩

(⋂
𝑖∈𝐼
C𝑖

)∁
.

Per la Tautologies (2.1.18) trobem que

𝑋 ∩
(⋂
𝑖∈𝐼
C𝑖

)∁
= 𝑋 ∩

(⋃
𝑖∈𝐼
C∁
𝑖

)
=

⋃
𝑖∈𝐼

(
𝑋 ∩ C∁

𝑖

)
=

⋃
𝑖∈𝐼
(𝑋 \ C𝑖).

Ara bé, per la definició de Tancats (16.2.5) tenim que per a tot 𝑖 ∈ 𝐼 el conjunt 𝑋 \ C𝑖
és un obert, i per la definició d’Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem
que el conjunt

⋃
𝑖∈𝐼 (𝑋 \ C𝑖) és un obert. Tenim

𝑋 \
⋂
𝑖∈𝐼
C𝑖 =

⋃
𝑖∈𝐼
(𝑋 \ C𝑖),

i, de nou per la definició de Tancats (16.2.5), tenim que
⋂
𝑖∈𝐼 C𝑖 és un tancat, com

volíem veure. □

16.2.3 Base d’una topologia
Definició 16.2.7 (Base d’una topologia). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic
i B una família d’oberts tals que per a tot obertU de 𝑋 i per a tot punt 𝑥 deU existeix
un 𝐵 ∈ B tal que 𝑥 ∈ 𝐵 ⊆ U. Aleshores direm que B és una base de la topologia 𝜏.

Exemple 16.2.8. Siguin 𝑋 amb la distància d un espai mètric i

B = {B(𝑥, 𝜀) | 𝑥 ∈ 𝑋 i 𝜀 > 0}

un conjunt. Aleshores B és una base de la topologia 𝜏 induïda per la mètrica.

Solució. Tenim que
𝜏 = {U ⊆ 𝑋 | U es un obert}.

Prenem doncs un obertU de 𝜏 i un punt 𝑥 deU. Per la definició d’Boles i oberts
(16.1.3) tenim que existeix un 𝜀 > 0 real tal que B(𝑥, 𝜀) és un subconjunt deU, i per
la definició de Base d’una topologia (16.2.7) hem acabat. ♢
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Definició 16.2.9 (Finor d’una topologia). Siguin 𝑋 un conjunt i 𝜏, 𝜏′ dues topologies
de 𝑋 tals que 𝜏 ⊂ 𝜏′. Aleshores direm que 𝜏′ és més fina que 𝜏.

Proposició 16.2.10. Siguin 𝑋 un conjunt i B una família de subconjunts de 𝑋 tals que⋃
𝐵∈B

𝐵 = 𝑋

i tal que per a totU iV de B i per a tot 𝑥 deU ∩V existeix unW de B tal que 𝑥
pertanyi aW iW ⊆ U∩V. Aleshores existeix una única topologia 𝜏 de 𝑋 tal que B
és una base de 𝜏 i 𝜏 és la topologia menys fina que conté els elements de B.

Demostració. Definim

𝜏 = {U ⊆ 𝑋 | U = ∪𝑖∈𝐼𝐵𝑖 amb 𝐵𝑖 ∈ B} (16.2)

Observem que 𝑋 i ∅ pertanyen a 𝜏.
SiguinU iV dos elements de B i prenem un element 𝑥 deU ∩V. Per hipòtesi

tenim que existeix un element W𝑥 de B tal que 𝑥 ∈ W ⊆ U ∩V. Per tant

U ∩V =
⋃

𝑥∈U∩V
W𝑥 ,

i per la definició del conjunt 𝜏 tenim queU ∩V és un element de 𝜏.
Prenem dos elements U i V del conjunt 𝜏. Per la definició (16.2) trobem que

existeixen dues famílies {U𝑖}𝑖∈𝐼 i {V𝑗 } 𝑗∈𝐽 d’elements de B tals que

U =
⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖 i V =

⋃
𝑗∈𝐽
V𝑗 .

Per tant tenim que
U ∩V =

⋃
𝑖∈𝐼

⋃
𝑗∈𝐽
(U𝑖 ∩V𝑗 ),

i per la definició (16.2) trobem queU ∩V pertany a 𝜏. Per tant per la definició de Una
topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que 𝜏 és una topologia de 𝑋 .

Veiem ara que B és base de la topologia 𝜏. Prenem un obertU de 𝜏 i 𝑥 un element
deU. Per la definició (16.2) tenim que existeix una família {𝐵𝑖}𝑖∈𝐼 d’elements de B
tal que

U =
⋃
𝑖∈𝐼

𝐵𝑖 .

Per tant existeix un element 𝐵 de B tal que 𝑥 ∈ 𝐵 i 𝐵 ⊆ U i per la definició de Base
d’una topologia (16.2.7) trobem que B és una base de la topologia 𝜏.

Continuem veient que 𝜏 és la topologia menys fina que conté els elements de B.
Suposem que existeix una topologia 𝜏′ de 𝑋 tal que 𝜏 és més fina que 𝜏′ i tal que 𝜏′
conté els elements de B. Per la definició de Base d’una topologia (16.2.9) això és
que 𝜏′ ⊂ 𝜏.

Prenem un obert U de 𝜏. Per la definició (16.2) trobem que existeix una famí-
lia {𝐵𝑖}𝑖∈𝐼 d’elements de B tals que

U =
⋃
𝑖∈𝐼

𝐵𝑖 .
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Ara bé, tenim per hipòtesi que B és un subconjunt de la topologia 𝜏′, i per la definició
de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem queU pertany a 𝜏′. Per tant
ha de ser 𝜏 ⊆ 𝜏′, i trobem que 𝜏 és la topologia menys fina que conté els elements de B.

Veiem ara que aquesta topologia 𝜏 és única. Suposem que existeix una altre
topologia 𝜏′ tal que B és una base de 𝜏′ i 𝜏′ és la topologia menys fina que conté els
elements de B.

Prenem un obert U de 𝜏. Per la definició (16.2) trobem que existeix una famí-
lia {𝐵𝑖}𝑖∈𝐼 d’elements de B tals que

U =
⋃
𝑖∈𝐼

𝐵𝑖 .

Per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) tenim queU és un
element de 𝜏′, ja que per hipòtesi B és un subconjunt de 𝜏′. Per tant tenim que 𝜏 ⊆ 𝜏′.
Ara bé, ja hem vist que 𝜏 és la topologia menys fina que conté els elements de B, i
per la definició de Base d’una topologia (16.2.9) això és que 𝜏′ ⊆ 𝜏, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) ha de ser 𝜏 = 𝜏′, com volíem veure. □

16.2.4 Entorns, interior i adherència
Definició 16.2.11 (Entorn). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic, 𝑥 un punt
i 𝑁 un conjunt tal que existeix un obertU satisfent que 𝑥 és un element deU iU és
un subconjunt de 𝑁 . Aleshores direm que 𝑁 és un entorn de 𝑥.

També direm que 𝑥 és un punt interior de 𝑁 .

Observació 16.2.12. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic i 𝑥 un punt.
Aleshores existeix un subconjunt 𝑁 de 𝑋 tal que 𝑁 és un entorn de 𝑥.

Demostració. Si 𝑁 = 𝑋 tenim 𝑥 ∈ 𝑋 ⊆ 𝑁 . Per la definició de Una topologia d’un
conjunt i els oberts (16.2.1) tenim que 𝑋 és un obert i per la definició d’Entorns, interior
i adherència (16.2.11) trobem que 𝑁 és un entorn de 𝑥. □

Definició 16.2.13 (Interior). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic, 𝑥 un punt
de 𝑋 , 𝐴 subconjunt de 𝑋 i

Int(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝐴 és un entorn de 𝑥}.

Aleshores direm que Int(𝐴) és l’interior del conjunt 𝐴.

Proposició 16.2.14. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic i 𝐴 un subconjunt
de 𝑋 . Aleshores Int(𝐴) és un obert.

Demostració. Prenem un punt 𝑥 de Int(𝐴). Per la definició d’Entorns, interior i
adherència (16.2.13) tenim que existeix un obert U𝑥 tal que 𝑥 ∈ U𝑥 i U𝑥 ⊆ 𝐴.
Aleshores tenim

Int(𝐴) =
⋃

𝑥∈Int(𝐴)
{𝑥}

⊆
⋃

𝑥∈Int(𝐴)
U𝑥

⊆
⋃

𝑥∈Int(𝐴)
Int(𝐴) = Int(𝐴).
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Per tant tenim que

Int(𝐴) ⊆
⋃

𝑥∈Int(𝐴)
U𝑥 i

⋃
𝑥∈Int(𝐴)

U𝑥 ⊆ Int(𝐴),

i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem

Int(𝐴) =
⋃

𝑥∈Int(𝐴)
U𝑥

i per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que Int(𝐴)
és un obert. □

Proposició 16.2.15. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic, 𝐴 un subconjunt
de 𝑋 i

𝑌 = {U ∈ 𝜏 | U ⊆ 𝐴}.

Aleshores
Int(𝐴) =

⋃
U∈𝑌
U.

Demostració. Sigui 𝑥 un element de 𝐴 tal que existeixi un obertU𝑥 satisfent que 𝑥 és
un element deU𝑥 iU𝑥 és un subconjunt de 𝐴. Aleshores tenim

Int(𝐴) =
⋃

𝑥∈Int(𝐴)
{𝑥}

⊆
⋃

𝑥∈Int(𝐴)
U𝑥

⊆
⋃

𝑥∈Int(𝐴)
Int(𝐴) = Int(𝐴)

i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem

Int(𝐴) =
⋃
U∈𝑌
U

com volíem veure. □

Corol.lari 16.2.16. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic, 𝐴 un subconjunt
de 𝑋 iU un obert tal queU sigui un subconjunt de 𝐴. AleshoresU és un subconjunt
de Int(𝐴).

Corol.lari 16.2.17. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic i 𝐴 un subconjunt
de 𝑋 . Aleshores 𝐴 és un obert si i només si 𝐴 = Int(𝐴).

Definició 16.2.18 (Punt adherent). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic, 𝐴
un subconjunt de 𝑋 i 𝑥 un punt tal que per a tot entorn 𝑁 de 𝑥 tenim

𝐴 ∩ 𝑁 ≠ ∅.

Aleshores direm que 𝑥 és un punt adherent a 𝐴.
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Definició 16.2.19 (Clausura). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic i 𝐴 un
conjunt. Aleshores direm que

Cl(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑥 és un punt adherent a 𝐴}

és la clausura de 𝐴.

Observació 16.2.20. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic i 𝐴 un subconjunt
de 𝑋 . Aleshores

𝐴 ⊆ Cl(𝐴).

Proposició 16.2.21. Siguin 𝑋 amb 𝜏 un espai topològic i 𝐴 un subconjunt de 𝑋 .
Aleshores Cl(𝐴) és un tancat.

Demostració. Prenem un element 𝑥 de 𝑋 \ Cl(𝐴). Per la definició de Entorns, interior
i adherència (16.2.19) tenim que existeix un entorn 𝑁 de 𝑥 tal que

𝐴 ∩ 𝑁 = ∅, (16.3)

i per la definició d’Entorns, interior i adherència (16.2.11) tenim que existeix un
obertU𝑥 tal que 𝑥 és un element deU𝑥 i queU𝑥 és un subconjunt de 𝑁 . Per tant, per
(16.3) tenim que 𝐴 ∩U𝑥 = ∅.

Per tant trobem

𝑋 \ Cl(𝐴) =
⋃

𝑥∈𝑋\Cl(𝐴)
{𝑥}

⊆
⋃

𝑥∈𝑋\Cl(𝐴)
U𝑥 ⊆ 𝑋 \ Cl(𝐴),

i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que

𝑋 \ Cl(𝐴) =⊆
⋃

𝑥∈𝑋\Cl(𝐴)
U𝑥 ,

i com queU𝑥 és un obert, per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts
(16.2.1) tenim que 𝑋 \ Cl(𝐴) és un obert, i per la definició de Tancats (16.2.5) trobem
que Cl(𝐴) és un tancat. □

Proposició 16.2.22. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic, 𝐴 un subconjunt
de 𝑋 i

𝑌 = {C ⊆ 𝑋 | 𝐴 ⊆ C i C és un tancat}.

Aleshores
Cl(𝐴) =

⋂
C∈𝑌
C.

Demostració. Sigui 𝑥 un punt adherent a 𝐴 amb 𝑥 ∉ 𝐴. Suposem que existeix un
tancat C tal que 𝐴 és un subconjunt de C i tal que 𝑥 no pertany a C. Aleshores 𝑥 és un
element de 𝑋 \C, i per la definició de Tancats (16.2.5) tenim queU = 𝑋 \C és un obert.
Ara bé, per la definició d’Entorns, interior i adherència (16.2.11) tenim queU és un
entorn de 𝑥, però 𝐴 és un subconjunt de C, i per tant tenim que 𝑋 \ C és un subconjunt
de 𝑋 \ 𝐴, i tenim queU és un subconjunt de 𝑋 \ 𝐴, i per tant 𝐴 ∩U = ∅. Ara bé, per
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la definició de Entorns, interior i adherència (16.2.18) tenim que 𝐴 ∩U ≠ ∅. Per tant
ha de ser que 𝑥 pertany a C i trobem que

Cl(𝐴) ⊆
⋂
C∈𝑌
C. (16.4)

Per la proposició 16.2.21 tenim que Cl(𝐴) és un tancat, i per tant Cl(𝐴) és un
element de 𝑌 i tenim que ⋂

C∈𝑌
C ⊆ Cl(𝐴). (16.5)

Ara bé, tenim (16.4) i (16.5), i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que

Cl(𝐴) =
⋂
C∈𝑌
C. □

Corol.lari 16.2.23. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic, 𝐴 un subconjunt
de 𝑋 i C un tancat tal que 𝐴 és un subconjunt de C. Aleshores Cl(𝐴) ⊆ C.

Corol.lari 16.2.24. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic i 𝐴 un subconjunt
de 𝑋 . Aleshores 𝐴 és tancat si i només si 𝐴 = Cl(𝐴).

Proposició 16.2.25. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic i 𝐴 un subconjunt
de 𝑋 . Aleshores

Cl(𝑋 \ 𝐴) = 𝑋 \ Int(𝐴).

Demostració. Prenem un element 𝑥 de Cl(𝑋 \ 𝐴). Per la definició de Entorns, interior
i adherència (16.2.19) tenim que per a tot obertU que conté 𝑥 tenim que

U ∩ (𝑋 \ 𝐴) ≠ ∅.

Ara bé, per la definició d’Entorns, interior i adherència (16.2.13) que Int(𝐴) és un
subconjunt de 𝐴, i per tant 𝑋 \ 𝐴 és un subconjunt de 𝑋 \ Int(𝐴), i per tantU ∩ (𝑋 \
Int(𝐴)) ≠ ∅. Per tant per la definició d’Entorns, interior i adherència (16.2.13) trobem
que

Cl(𝑋 \ 𝐴) ⊆ 𝑋 \ Int(𝐴) (16.6)

Prenem ara un element 𝑥 de 𝑋 \ Int(𝐴). Per la definició d’Entorns, interior i
adherència (16.2.13) tenim que no existeix cap obert U tal que 𝑥 sigui un element
deU iU sigui un subconjunt de 𝐴, o equivalentment, queU ∩ (𝑋 \ 𝐴) ≠ ∅ per a tot
obertU tal que 𝑥 sigui un element de U i queU sigui un subconjunt de 𝐴. Ara bé,
per la definició de Entorns, interior i adherència (16.2.19) tenim queU és un element
de Cl(𝑋 \ 𝐴), i per tant trobem que

𝑋 \ Int(𝐴) ⊆ Cl(𝑋 \ 𝐴). (16.7)

Per tant, amb (16.6) i (16.7) i el Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que Cl(𝑋 \
𝐴) = 𝑋 \ Int(𝐴), com volíem veure. □
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16.3 Aplicacions contínues

16.3.1 Aplicacions obertes, tancades i contínues

Definició 16.3.1 (Aplicació oberta). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏𝑋 i 𝑌 amb la topolo-
gia 𝜏𝑌 dos espais topològics i 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 una aplicació tal que per a tot obertU de 𝑋
tenim que el conjunt { 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑌 | 𝑥 ∈ U} és un obert de 𝑌 . Aleshores direm que 𝑓 és
una aplicació oberta.

Observació 16.3.2. La composició d’aplicacions obertes és oberta.

Definició 16.3.3 (Aplicació tancada). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏𝑋 i 𝑌 amb la
topologia 𝜏𝑌 dos espais topològics i 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 una aplicació tal que per a tot tancat C
de 𝑋 tenim que el conjunt { 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑌 | 𝑥 ∈ C} és un tancat de 𝑌 . Aleshores direm
que 𝑓 és una aplicació tancada.

Observació 16.3.4. La composició d’aplicacions tancades és tancada.

Definició 16.3.5 (Aplicació contínua). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏𝑋 i 𝑌 amb la
topologia 𝜏𝑌 dos espais topològics i 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 una aplicació tal que per a tot obertV
de 𝑌 el conjunt {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑓 (𝑥) ∈ V} és un obert de 𝑋 . Aleshores direm que 𝑓 és una
aplicació contínua.

Observació 16.3.6. La composició d’aplicacions contínues és contínua.

Exemple 16.3.7. Considerem

S𝑛 = {𝑥 ∈ R𝑛+1 | ∥𝑥∥ = 1}.

Volem veure que S𝑛 és un tancat de R𝑛+1.

Solució. Definim l’aplicació

𝑓 : R𝑛+1 −→ R
𝑥 ↦−→ ∥𝑥∥.

Veiem que 𝑓 és una aplicació contínua. SiguiV un obert de R i considerem el conjunt

U = {𝑥 ∈ R𝑛+1 | 𝑓 (𝑥) ∈ V}. (16.8)

Prenem un element 𝑥 de R𝑛+1. Com que, per hipòtesi, tenim queV és un obert de R,
per la definició d’Boles i oberts (16.1.3) tenim que existeix un real 𝛿 > 0 tal que la
bola B( 𝑓 (𝑥), 𝛿) és un subconjunt de R, i per la definició (16.8) tenim que existeix un
element 𝑦 de R𝑛+1 tal que 𝑓 (𝑦) és un element de B( 𝑓 (𝑥), 𝛿), i per la definició de Boles
i oberts (16.1.2) trobem que | 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) | < 𝛿. ♢

16.3.2 Homeomorfismes entre topologies

Definició 16.3.8 (Homeomorfisme). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏𝑋 i 𝑌 amb la topolo-
gia 𝜏𝑌 dos espais topològics i 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 una aplicació bĳectiva, oberta i contínua.
Aleshores direm que 𝑓 és un homeomorfisme.
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Definició 16.3.9 (Espais topològics homeomorfs). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏𝑋 i𝑌 amb
la topologia 𝜏𝑌 dos espais topològics tals que existeix un homeomorfisme 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 .
Aleshores direm que 𝑋 i 𝑌 són dos espais topològics homeomorfs. També denotarem

𝑋 � 𝑌 .

Exemple 16.3.10. Volem veure que R és homeomorf a l’interval (0, 1).

Solució. ♢

Proposició 16.3.11. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏𝑋 i 𝑌 amb la topologia 𝜏𝑌 dos espais
topològics. Aleshores la relació

𝑋 � 𝑌 ⇐⇒ 𝑋 és homeomorf a 𝑌

és una relació d’equivalència.

Demostració. Comprovem les propietats de la definició de relació d’equivalència:

1. Reflexiva: Tenim que l’aplicació Id𝑋 és bĳectiva, oberta i contínua. Per la
definició d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8) tenim que Id𝑥 és un
homeomorfisme, i per la definició d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.9)
tenim que 𝑋 � 𝑋 .

2. Simètrica: Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏𝑋 i 𝑌 amb la topologia 𝜏𝑌 dos espais
topològics homeomorfs. Per la definició d’Homeomorfismes entre topologies
(16.3.9) tenim que existeix un homeomorfisme 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 .
Pel Teorema 3.2.19 trobem que existeix l’aplicació inversa 𝑓 −1 de 𝑌 a 𝑋 , i pel
corol.lari 3.2.20 tenim que l’aplicació 𝑓 −1 és bĳectiva.
També trobem que 𝑓 −1 és oberta, ja que per la definició d’Homeomorfismes
entre topologies (16.3.8) tenim que 𝑓 és contínua, i per la definició d’Aplicacions
obertes, tancades i contínues (16.3.1) i la definició d’Aplicacions obertes,
tancades i contínues (16.3.5) trobem que 𝑓 1 és oberta. De mateixa manera
trobem que 𝑓 −1 és contínua, ja que per la definició d’Homeomorfismes entre
topologies (16.3.8) tenim que 𝑓 és oberta, i per la definició d’Aplicacions obertes,
tancades i contínues (16.3.5) i la definició d’Aplicacions obertes, tancades i
contínues (16.3.1) trobem que 𝑓 −1 és contínua.
Per tant, per la definició d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8) trobem
que 𝑓 −1 és un homeomorfisme entre topologies i per tant 𝑌 � 𝑋 .

3. Transitiva: Siguin 𝑋1 amb la topologia 𝜏1, 𝑋2 amb la topologia 𝜏2 i 𝑋3 amb
la topologia 𝜏3 tres espais topològics tals que 𝑋1 � 𝑋2 i 𝑋2 � 𝑋3. Per la
definició d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.9) tenim que existeixen dos
homeomorfismes 𝑓 : 𝑋1 −→ 𝑋2 i 𝑔 : 𝑋2 −→ 𝑋3.
Considerem l’aplicació ℎ = 𝑔 ◦ 𝑓 . Pel Teorema 3.2.15 trobem que ℎ és bĳectiva,
i per l’observació 16.3.2 i l’observació 16.3.6 trobem que ℎ és oberta i contínua,
i per la definició d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8) trobem que ℎ és
un homeomorfisme entre 𝑋1 i 𝑋3, i per la definició d’Homeomorfismes entre
topologies (16.3.9) trobem que 𝑋1 � 𝑋3.

I per la definició de Relacions d’equivalència (3.3.2) hem acabat. □
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Altres topologies

17.1 Topologies induïdes

17.1.1 La topologia induïda per un subconjunt
Proposició 17.1.1. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic i 𝐴 un subconjunt
de 𝑋 . Aleshores 𝐴 amb la topologia

𝜏𝐴 = {U ⊆ 𝐴 | Existeix un obertW de 𝑋 tal queU =W ∩ 𝐴} (17.1)

és un espai topològic.

Demostració. Observem que 𝐴 pertany a 𝜏𝐴, ja que per la definició de Una topologia
d’un conjunt i els oberts (16.2.1) tenim que 𝑋 és un obert de 𝑋 , i trobem 𝑋 ∩ 𝐴 = 𝐴.
També tenim que ∅ pertany a 𝜏𝐴, ja que per la definició de Una topologia d’un conjunt
i els oberts (16.2.1) tenim que ∅ és un obert de 𝑋 , i trobem ∅ ∩ 𝐴 = ∅.

Sigui {U𝑖}𝑖∈𝐼 una família d’elements de 𝜏𝐴. Per la definició (17.1) tenim que
existeix una família {W𝑖}𝑖∈𝐼 d’oberts de 𝑋 tals que U𝑖 =W𝑖 ∩ 𝐴, per a tot 𝑖 de 𝐼.
Considerem ara

U =
⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖 .

Tenim que
U =

⋃
𝑖∈𝐼
W𝑖 ∩ 𝐴,

i tenim

U = 𝐴 ∩
(⋃
𝑖∈𝐼
W𝑖

)
,

i per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) tenim que
⋃
𝑖∈𝐼W𝑖

és un obert de 𝑋 , i per la definició (17.1) trobem queU pertany a 𝜏𝐴.
Sigui {U}𝑛

𝑖=1 una família d’elements de 𝜏𝐴. Per la definició (17.1) tenim que existeix
una família {W𝑖}𝑛𝑖=1 d’oberts de 𝑋 tals que U𝑖 =W𝑖 ∩ 𝐴, per a tot 𝑖 de {1, . . . , 𝑛}.
Considerem ara

U =

𝑛⋂
𝑖=1
U𝑖 .
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Tenim que

U =

𝑛⋂
𝑖=1
W𝑖 ∩ 𝐴,

i tenim

U = 𝐴 ∩
(
𝑛⋂
𝑖=1
W𝑖

)
,

i per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) tenim que
⋂𝑛
𝑖=1W𝑖

és un obert de 𝑋 , i per la definició (17.1) trobem que U pertany a 𝜏𝐴. Per tant per
la definició d’Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que 𝐴 amb la
topologia 𝜏𝐴 és un espai topològic. □

Definició 17.1.2 (Topologia induïda per un subconjunt). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏
un espai topològic i 𝐴 un subconjunt de 𝑋 . Aleshores denotem

𝜏𝐴 = {U ⊆ 𝐴 | Existeix un obertW de 𝑋 tal queU =W ∩ 𝐴}

i direm que 𝜏𝐴 és la topologia induïda per 𝐴.
Aquesta definició té sentit per la proposició 17.1.1.

Definició 17.1.3 (Subespai topològic). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic
i 𝐴 un subconjunt de 𝑋 . Aleshores direm que 𝐴 amb la topologia 𝜏𝐴 és un subespai
topològic de 𝑋 .

Proposició 17.1.4. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic i 𝜏𝐴 la topologia
induïda per un subconjunt 𝐴 de 𝑋 . Aleshores C és un tancat de 𝐴 si i només si existeix
un tancat K de 𝜏 tal que C = 𝐴 ∩ K.

Demostració. Comencem veient que la condició és suficient ( =⇒ ). Sigui C un tancat
de 𝐴. Per la definició de Tancats (16.2.5) tenim que això és equivalent a que 𝐴 \ C és
un obert. Per la definició de La topologia induïda per un subconjunt (17.1.2) tenim que
això és si i només si existeix un obertU de 𝑋 tal que 𝐴 \ C = U ∩ 𝐴. Ara bé, tenim
queU = 𝑋 \ (𝑋 \ U), i per la definició de Tancats (16.2.5) tenim que K = 𝑋 \ U és
un tancat, i tenim que

C = 𝐴 \ 𝐴 \ C
= 𝐴 \ (U ∩ 𝐴)
= 𝐴 \ U
= 𝐴 ∩ (𝑋 \ U)
= 𝐴 ∩ K

i hem acabat.
Veiem ara que la condició és necessària ( ⇐= ). Sigui K un tancat de 𝑋 .

Prenem C = 𝐴 ∩ K. Aleshores tenim

𝐴 \ C = 𝐴 \ (𝐴 ∩ K)
= 𝐴 ∩ (𝑋 \ K).

Ara bé, per hipòtesi, tenim queK és un tancat de 𝑋 , i per tant 𝑋 \K és un obert, i per la
definició de La topologia induïda per un subconjunt (17.1.2) trobem que 𝐴 ∩ (𝑋 \ K)
és un obert de 𝐴, i per la definició de Tancats (16.2.5) tenim que 𝐴 \ C és un tancat
de 𝐴, com volíem veure. □
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Proposició 17.1.5. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 una espai topològic, A un obert
de 𝑋 , 𝜏𝐴 la topologia induïda per 𝐴 iU un subconjunt de 𝐴. AleshoresU és un obert
de 𝐴 si i només siU és un obert de 𝑋 .

Demostració. Comencem veient que la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem doncs
queU és un obert de 𝐴. Per la definició de La topologia induïda per un subconjunt
(17.1.2) tenim que existeix un obertW de 𝑋 tal queU = 𝐴 ∩W. Ara bé, com que,
per hipòtesi, 𝐴 iW són dos oberts de 𝑋 per la definició de Una topologia d’un conjunt
i els oberts (16.2.1) trobem queU és un obert de 𝑋 .

Veiem ara que la condició és necessària (⇐= ). Suposem doncs queU és un obert
de 𝑋 . Com que, per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1),U
és un subconjunt de 𝐴, tenim queU = 𝐴∩U, i per la definició de La topologia induïda
per un subconjunt (17.1.2) trobem queU és un obert de 𝐴. □

Proposició 17.1.6. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 una espai topològic, A un tancat
de 𝑋 , 𝜏𝐴 la topologia induïda per 𝐴 i C un subconjunt de 𝐴. Aleshores C és un tancat
de 𝐴 si i només si C és un tancat de 𝑋 .

Demostració. Comencem veient que la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem doncs
que C és un tancat de 𝐴. Per la proposició 17.1.4 tenim que existeix un tancat 𝑡𝑎𝑛𝑐𝑎𝑡𝐾
de 𝑋 tal que C = 𝐴 ∩ K. Ara bé, com que 𝐴 i K són dos tancats de 𝑋 , pel Teorema
16.2.6 trobem que C és un tancat de 𝑋 .

Veiem ara que la condició és necessària (⇐= ). Suposem doncs que C és un tancat
de 𝑋 . Com que, per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1), C
és un subconjunt de 𝐴, tenim que C = 𝐴 ∩ C, i per la definició de La topologia induïda
per un subconjunt (17.1.2) trobem que C és un tancat de 𝐴. □

17.1.2 La topologia producte
Proposició 17.1.7. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏𝑋 i 𝑌 amb la topologia 𝜏𝑌 dos espais
topològics,

B = {V𝑋 ×V𝑌 ⊆ 𝑋 × 𝑌 | V𝑋 ∈ 𝜏𝑋 iV𝑌 ∈ 𝜏𝑌 }

i

𝜏 = {U ⊆ 𝑋 × 𝑌 | Existeix una família {U𝑖}𝑖∈𝐼 ⊆ B tal queU = ∪𝑖∈𝐼U𝑖}.

Aleshores 𝜏 és una topologia de 𝑋 × 𝑌 .

Demostració. Per l’Elements i subconjunts (3.1.9) trobem que ∅ és un subconjunt
de B, i per la definició de 𝜏 trobem que ∅ és un element de 𝜏.

Per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que 𝑋 és
un obert de 𝑋 i 𝑌 és un obert de 𝑌 . Per tant 𝑋 ×𝑌 és un element de B i per la definició
de 𝜏 trobem que 𝑋 × 𝑌 és un element de 𝜏.

Prenem una família {U𝑖}𝑖∈𝐼 d’elements de 𝜏 i considerem

U =
⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖 .

Per la definició de 𝜏 trobem que per a cada 𝑖 de 𝐼 existeix una família {V𝑗 } 𝑗∈𝐽𝑖
d’elements de B tals que

U𝑖 =
⋃
𝑗∈𝐽𝑖

𝑉 𝑗 .
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Ara bé, per la definició de B trobem que per a tot 𝑗 de 𝐽𝑖 existeixen obertsV𝑗 ,𝑋 de 𝑋 i
obertsV𝑗 ,𝑌 de 𝑌 tals que

V𝑗 = V𝑗 ,𝑋 ×V𝑗 ,𝑌 ,

i per tant trobem que
U =

⋃
𝑖∈𝐼

⋃
𝑗∈𝐽𝑖

(
V𝑗 ,𝑋 ×V𝑗 ,𝑌

)
,

i per la definició de 𝜏 trobem queU és un element de 𝜏.
SiguinU iV dos elements de 𝜏 i considerem

W = U ∩V .

Per la definició de 𝜏 tenim que existeixen dues famílies {U𝑖}𝑖∈𝐼 i {V𝑗 } 𝑗∈𝐽 de B tals
que

U =
⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖 i V =

⋃
𝑗∈𝐽
V𝑗 ,

i per la definició de B trobem que per a cada 𝑖 de 𝐼 existeixen un obertU𝑖,𝑋 de 𝑋 i un
obertU𝑖,𝑌 de 𝑌 tals que

U𝑖 = U𝑖,𝑋 ×U𝑖,𝑌
i per a cada 𝑗 de 𝐽 existeixen un obertV𝑗 ,𝑋 de 𝑋 i un obertV𝑗 ,𝑌 de 𝑌 tals que

V𝑗 = V𝑗 ,𝑋 ×V𝑗 ,𝑌 .

Per tant tenim que

U =

(⋃
𝑖∈𝐼

(
U𝑖,𝑋 ×U𝑖,𝑌

))
∩

(⋃
𝑗∈𝐽

(
V𝑗 ,𝑋 ×V𝑗 ,𝑌

))
i trobem que

U =

(⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖,𝑋 ×

⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖,𝑌

)
∩

(⋃
𝑗∈𝐽
V𝑗 ,𝑋 ×

⋃
𝑗∈𝐽
V𝑗 ,𝑌

)
i per tant

U =

(⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖,𝑋 ∩

⋃
𝑗∈𝐽
V𝑗 ,𝑋

)
×

(⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖,𝑌 ∩

⋃
𝑗∈𝐽
V𝑗 ,𝑌

)
,

i per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖,𝑋 ∩

⋃
𝑗∈𝐽
V𝑗 ,𝑋 i

⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖,𝑌 ∩

⋃
𝑗∈𝐽
V𝑗 ,𝑌

són oberts, i per la definició de 𝜏 trobem queU és un element de 𝜏, i per la definició
de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que 𝜏 és una topologia
de 𝑋 × 𝑌 , com volíem veure. □

Definició 17.1.8 (Topologia producte). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏𝑋 i 𝑌 amb la
topologia 𝜏𝑌 dos espais topològics i

B = {V𝑋 ×V𝑌 ⊆ 𝑋 × 𝑌 | V𝑋 ∈ 𝜏𝑋 iV𝑌 ∈ 𝜏𝑌 }.
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Aleshores direm que 𝑋 × 𝑌 amb la topologia

𝜏 = {U ⊆ 𝑋 × 𝑌 | Existeix una família {U𝑖}𝑖∈𝐼 ⊆ B tal queU = ∪𝑖∈𝐼U𝑖}

és l’espai topològic producte de 𝑋 i 𝑌 i que 𝜏 és la topologia producte de 𝑋 i 𝑌 .
Aquesta definició té sentit per la proposició 17.1.7

Exemple 17.1.9 (Projeccions). Siguin 𝑋 ×𝑌 amb la topologia 𝜏 la topologia producte
de 𝑋 i 𝑌 i

𝜋𝑋 : 𝑋 × 𝑌 −→ 𝑋

(𝑥, 𝑦) ↦−→ 𝑥

un aplicació. Volem veure que 𝜋𝑋 és contínua i oberta.

Solució. Comencem veient que 𝜋𝑋 és contínua. Prenem un obertU de 𝑋 i considerem

{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 | 𝜋𝑋 (𝑥, 𝑦) ∈ U}.

Tenim doncs que

U × 𝑌 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 | 𝜋𝑋 (𝑥, 𝑦) ∈ U},

i com que, per hipòtesi, 𝑌 és un espai topològic, tenim que 𝑌 és un obert de 𝑌 , i de nou
per hipòtesi tenim que U és un obert de 𝑋 . Per tant trobem que U × 𝑌 és un obert
de 𝑋 ×𝑌 , i per la definició d’Aplicacions obertes, tancades i contínues (16.3.5) trobem
que 𝜋𝑋 és contínua.

Veiem ara que 𝜋𝑋 és oberta. Prenem un obert 𝐴 de 𝑋 ×𝑌 i un punt 𝑥 de {𝜋𝑋 (𝑥, 𝑦) ∈
𝑋 | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴}. Aleshores tenim que existeix un punt 𝑎 de 𝐴 tal que 𝜋𝑋 (𝑎) = 𝑥. Per
la definició de La topologia producte (17.1.8) tenim que existeixen un obertU𝑥 de 𝑋 i
un obertV𝑥 de 𝑌 tals que

𝑎 ∈ U𝑥 ×V𝑥 ⊆ 𝐴.

Observem que
U = {𝜋𝑋 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 | (𝑥, 𝑦) ∈ U𝑥 ×V𝑥}

és un obert de 𝑋 , i per tant

𝑥 ∈ U𝑥 ⊆ {𝜋𝑋 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴},

i, denotant 𝐵 = {𝜋𝑋 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴}, trobem que

𝐵 ⊆
⋃
𝑥∈𝐵
{𝑥}

⊆
⋃
𝑥∈𝐵
U𝑥 ⊆ 𝐵,

i per tant trobem que {𝜋𝑋 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴} és un obert de 𝑋 , i per la definició
d’Aplicacions obertes, tancades i contínues (16.3.1) trobem que 𝜋𝑋 és una aplicació
oberta. ♢

Corol.lari 17.1.10. Sigui 𝑋 un espai topològic i 𝑦 un element. Aleshores

𝑋 × {𝑦} � 𝑋.
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Teorema 17.1.11. Siguin 𝑍 amb la topologia 𝜏𝑍 un espai topològic, 𝑋 × 𝑌 amb la
topologia producte de 𝑋 i 𝑌 , 𝑓 : 𝑍 −→ 𝑋 × 𝑌 una aplicació. Aleshores 𝑓 és contínua
si i només si les aplicacions 𝜋𝑋 ◦ 𝑓 i 𝜋𝑌 ◦ 𝑓 són contínues.

Demostració. Comencem veient que la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem doncs
que 𝑓 és contínua. Aleshores per l’exemple 17.1.9 trobem que les aplicacions 𝜋𝑋 i 𝜋𝑌
són contínues i per l’observació 16.3.6 hem acabat.

Veiem ara que la condició és necessària (⇐= ). Suposem doncs que les aplicaci-
ons 𝜋𝑋 ◦ 𝑓 i 𝜋𝑌 ◦ 𝑓 són contínues.

SiguiV ×W un obert de 𝑋 ×𝑌 . Per la definició de La topologia producte (17.1.8)
tenim queV és un obert de 𝑋 iW és un obert de 𝑌 . Ara bé, com que per hipòtesi les
aplicacions 𝜋𝑋 ◦ 𝑓 i 𝜋𝑌 ◦ 𝑓 són contínues, tenim per la definició d’Aplicacions obertes,
tancades i contínues (16.3.5) que els conjunts

U𝑋 = {𝑥 ∈ 𝑍 | 𝜋𝑋 ◦ 𝑓 (𝑥) ∈ V} i U𝑌 = {𝑥 ∈ 𝑍 | 𝜋𝑌 ◦ 𝑓 (𝑥) ∈ W}

són oberts de 𝑍 , i per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1)
trobem que el conjunt

U = U𝑋 ∪U𝑌
és un obert de 𝑍 . Per tant tenim que

U = {𝑥 ∈ 𝑍 | 𝑓 (𝑥) ∈ V ×W},

és un obert de 𝑍 , i com que per hipòtesi el conjuntV ×W és un obert de 𝑋 × 𝑌 , per
la definició d’Aplicacions obertes, tancades i contínues (16.3.1) trobem que 𝑓 és una
aplicació oberta. □

Proposició 17.1.12. Siguin 𝑋1 amb la topologia 𝜏𝑋1 , 𝑋2 amb la topologia 𝜏𝑋2 , 𝑌1 amb
la topologia 𝜏𝑌1 i 𝑌2 amb la topologia 𝜏𝑌2 quatre espais topològics tals que

𝑋1 � 𝑋2 i 𝑌1 � 𝑌2.

Aleshores
𝑋1 × 𝑌1 � 𝑋2 × 𝑌2.

Demostració. Per la definició d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.9) trobem
que existeixen dos homeomorfismes 𝑓 : 𝑋1 −→ 𝑋2 i 𝑔 : 𝑌1 −→ 𝑌2. Considerem doncs
l’aplicació

ℎ : 𝑋1 × 𝑌1 −→ 𝑋2 × 𝑌2

(𝑥, 𝑦) ↦−→ ( 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑦)).

Com que, per hipòtesi, les aplicacions 𝑓 i 𝑔 són homeomorfismes, tenim per la definició
d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8) que 𝑓 i 𝑔 són bĳectives. Ara bé, trobem
que ℎ també és bĳectiva, ja que té per inversa la funció

ℎ−1 : 𝑋2 × 𝑌2 −→ 𝑋1 × 𝑌1

(𝑥, 𝑦) ↦−→ ( 𝑓 −1 (𝑥), 𝑔−1 (𝑦)).

Continuem veient que ℎ és una aplicació oberta. Per la definició d’Aplicacions
obertes, tancades i contínues (16.3.1) i la definició d’Aplicacions obertes, tancades
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i contínues (16.3.5) en tenim prou amb veure que ℎ−1 és una aplicació contínua.
Observem que per a tot (𝑥, 𝑦) de 𝑋2 × 𝑌2 tenim

𝜋𝑋1 ◦ ℎ−1 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 −1 (𝑥) i 𝜋𝑌1 ◦ ℎ−1 (𝑥, 𝑦) = 𝑔−1 (𝑦),

i com que, per hipòtesi, les aplicacions 𝑓 −1 i 𝑔−1 són contínues tenim pel Teorema
17.1.11 que l’aplicació ℎ−1 és contínua, i per tant ℎ és una aplicació oberta.

Per acabar veiem ara que ℎ és una aplicació contínua. Observem que per a tot (𝑥, 𝑦)
de 𝑋1 × 𝑌1 tenim

𝜋𝑋2 ◦ ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑥) i 𝜋𝑌2 ◦ ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑦),

i com que, per hipòtesi, les aplicacions 𝑓 i 𝑔 són aplicacions contínues tenim pel
Teorema 17.1.11 que l’aplicació ℎ és contínua.

Per tant per la definició d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8) trobem que ℎ
és un homeomorfisme, i per la definició d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.9)
trobem que 𝑋1 × 𝑌1 � 𝑋2 × 𝑌2, com volíem veure. □

17.2 La topologia quocient

17.2.1 Topologia quocient per una aplicació
Proposició 17.2.1. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏𝑋 un espai topològic, 𝑌 un conjunt
i 𝑝 : 𝑋 −→ 𝑌 una aplicació exhaustiva. Aleshores

𝜏𝑌 = {U ⊆ 𝑌 | Im-1
U (𝑝) ∈ 𝜏𝑋} (17.2)

és una topologia de 𝑌 .

Demostració. Comprovem que 𝜏𝑌 satisfà la definició de Una topologia d’un conjunt i
els oberts (16.2.1). Tenim que ∅ pertany a 𝜏𝑌 . Per la definició d’Definicions (1.2.2)
trobem que Im∅ (𝑝) = ∅, i com que per la definició de Una topologia d’un conjunt i els
oberts (16.2.1) tenim que ∅ pertany a 𝜏𝑋 trobem que ∅ és un element de 𝜏𝑌 .

Veiem ara que 𝑌 pertany a 𝜏𝑌 . Per la definició d’Definicions (1.2.2) i com que,
per hipòtesi, 𝑝 és exhaustiva, per la definició d’Tipus d’aplicacions (3.2.8) tenim
que Im−1

𝑌 (𝑝) = 𝑋 , i per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1)
tenim que 𝑋 és un obert, i per tant 𝑌 pertany a 𝜏𝑌 .

Sigui {U𝑖}𝑖∈𝐼 una família d’elements de 𝜏𝑌 . Aleshores tenim que

Im-1⋃
𝑖∈𝐼 U𝑖

(𝑝) =
⋃
𝑖∈𝐼

Im-1
U𝑖
(𝑝),

i com que. per (17.2) trobem que Im-1
U𝑖
(𝑝) és un obert de 𝑋 per a tot 𝑖 de 𝐼, i per la

definició de topologia trobem que ⋃
𝑖∈𝐼

Im-1
U𝑖
(𝑝)

és un obert de 𝑋 , i per tant tenim que
⋃
𝑖∈𝐼 U𝑖 és un element de 𝜏𝑌 .

Prenem ara una família {U𝑖}𝑛𝑖=1 d’elements de 𝜏𝑌 . Tenim que

Im-1⋃𝑛
𝑖=1 U𝑖
(𝑝) =

𝑛⋃
𝑖=1

Im-1
U𝑖
(𝑝),
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i com que. per (17.2) trobem que Im-1
U𝑖
(𝑝) és un obert de 𝑋 per a tot 𝑖 de {1, . . . , 𝑛},

i per la definició de topologia trobem que

𝑛⋃
𝑖=1

Im-1
U𝑖
(𝑝)

és un obert de 𝑋 , i per tant tenim que
⋃𝑛
𝑖=1U𝑖 és un element de 𝜏𝑌 . □

Definició 17.2.2 (Topologia quocient). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏𝑋 un espai topolò-
gic, 𝑌 un conjunt i 𝑝 : 𝑋 −→ 𝑌 una aplicació exhaustiva. Aleshores direm que 𝑌 amb
la topologia

𝜏𝑌 = {U ⊆ 𝑌 | Im-1
U (𝑝) ∈ 𝜏𝑋}

és un espai topològic quocient, o que 𝑌 té la topologia quocient per 𝑝.
Aquesta definició té sentit per la proposició 17.2.1.

Observació 17.2.3. Sigui 𝑌 un espai topològic amb la topologia quocient per una
aplicació 𝑝. Aleshores 𝑝 és contínua.

Proposició 17.2.4. Sigui 𝑌 un espai topològic amb la topologia quocient per una
aplicació 𝑝. Aleshores un subconjunt C de 𝑌 és tancat si i només si Im-1

C (𝑝) és un
tancat.

Demostració. Denotem per 𝑋 l’espai topològic sobre el que 𝑝 està definida. Sigui C
un tancat de 𝑌 . Aleshores, per la definició de Tancats (16.2.5), tenim que 𝑌 \ C és un
obert de 𝑌 . Ara bé, tenim que Im-1

𝑌\C (𝑝) és un obert de 𝑋 . Ara bé, tenim que

Im-1
𝑌\C (𝑝) = 𝑋 \ Im-1

C (𝑝),

i per la definició de Tancats (16.2.5) trobem que Im-1
C (𝑝) és un tancat de 𝑋 , com

volíem veure. □

Teorema 17.2.5. Siguin 𝑌 un espai topològic amb la topologia quocient per una
aplicació 𝑝, 𝑍 un espai topològic i 𝑓 : 𝑌 −→ 𝑍 una aplicació. Aleshores 𝑓 ◦ 𝑝 és
contínua si i només si 𝑓 és contínua.

Demostració. Denotem per 𝑋 l’espai topològic sobre el que 𝑝 està definida.
Comencem veient que la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem doncs que 𝑓 ◦ 𝑝 és

contínua. SiguiU un obert de 𝑍 . Per la definició d’Aplicacions obertes, tancades i
contínues (16.3.5) en tenim prou en veure que Im-1

U ( 𝑓 ) és un obert.
Tenim per la definició d’Aplicacions obertes, tancades i contínues (16.3.5) que Im-1

U (𝑝◦
𝑓 ) és un obert de 𝑋 ., i per tant, per la definició de Topologia quocient per una aplicació
(17.2.2) tenim que Im-1

U ( 𝑓 ) és un obert de 𝑌 , com volíem.
Veiem ara que la condició és necessària (⇐= ). Suposem doncs que 𝑓 és contínua.

Aleshores per l’observació 16.3.6 hem acabat. □

Exemple 17.2.6. Volem calcular la topologia de l’espai quocient 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} induït
per l’aplicació 𝑝 : R −→ 𝐴, definida per

𝑝(𝑥) =


𝑎 si 𝑥 > 0
𝑏 si 𝑥 < 0
𝑐 si 𝑥 = 0.

(17.3)
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Solució. Calculem els oberts de 𝐴. Tenim per la definició de Topologia quocient per
una aplicació (17.2.2) que aquests són les antiimatges dels oberts de R per 𝑝. Prenem
un obertU de R.

Observem primer que siU = ∅ aleshores

Im-1
U (𝑝) = ∅,

i si 0 pertany a U aleshores, per la definició d’Boles i oberts (16.1.3) tenim que
existeixen un 𝑥 deU positiu i un 𝑦 deU negatiu, i per tant

Im-1
U (𝑝) = {𝑎, 𝑏, 𝑐}.

Suposem doncs que 0 no pertany aU.
Suposem que per a tot 𝑥 de U tenim que 𝑥 > 0. Aleshores, per la definició

d’Definicions (1.2.2) i (17.3) tenim que

Im-1
U (𝑝) = {𝑎}.

Suposem ara que per a tot 𝑥 detext si 0U tenim que 𝑥 > 0. Aleshores, de nou per
la definició d’Definicions (1.2.2) i (17.3) tenim que

Im-1
U (𝑝) = {𝑏}.

Suposem ara que existeixen un 𝑥 deU positiu i un 𝑦 deU negatiu. Aleshores, com
que tenim que 0 no pertany aU, trobem que

Im-1
U (𝑝) = {𝑎, 𝑏}.

Per tant trobem que els oberts de 𝐴 són

𝜏 = {∅, {𝑎}, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑏, 𝑐}}. ♢

17.2.2 Topologia quocient per una relació d’equivalència
Exemple 17.2.7 (Projecció a un quocient). Siguin 𝑋 un espai topològic i ∼ una relació
d’equivalència. Volem veure que 𝑋/∼ té la topologia quocient per l’aplicació

𝜋 : 𝑋 −→ 𝑋/∼
𝑥 ↦−→ 𝑥.

Solució. Hem de veure que 𝜋 és exhaustiva. Prenem un element 𝑥 de 𝑋/∼. Aleshores
tenim que 𝜋(𝑥) = 𝑥 i per la definició de Topologia quocient per una aplicació (17.2.2)
hem acabat. ♢

Definició 17.2.8. Siguin 𝑋 un espai topològic, ∼ una relació d’equivalència sobre 𝑋
i 𝜋 la projecció de 𝑋 en 𝑋/∼ donada per

𝜋 : 𝑋 −→ 𝑋/∼
𝑥 ↦−→ 𝑥.

Aleshores denotem la topologia 𝑌 induïda per 𝜋 com 𝑋/∼.
Aquesta definició té sentit per l’exemple 17.2.7.
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Exemple 17.2.9. Volem veure que l’espai quocient

𝑌 = [0, 1]/{0 ∼ 1}

amb la projecció 𝜋 és homeomorf a

S1 = {𝑥 ∈ R2 | ∥𝑥∥ = 1}.

Solució. ♢

17.2.3 Topologia quocient per un grup

Definició 17.2.10 (Acció d’un grup sobre un espai topològic). Siguin𝐺 amb l’operació ∗
un grup amb element neutre 𝑒 i 𝑋 un espai topològic tals que per a tot 𝑔 de 𝐺 existeix
una aplicació contínua 𝜃𝑔 : 𝑋 −→ 𝑋 tal que per a tot 𝑥 de 𝑋 es satisfà 𝜃𝑒 (𝑥) = 𝑥 i per a
tot 𝑔 i ℎ de 𝐺 es satisfà 𝜃𝑔 ◦ 𝜃ℎ = 𝜃𝑔∗ℎ. Aleshores direm que 𝐺 actua sobre 𝑋 .

Observació 17.2.11. Sigui 𝐺 un grup que actua sobre 𝑋 i 𝑔 un element de 𝐺.
Aleshores 𝜃𝑔 és un homeomorfisme.

Definició 17.2.12 (Domini fonamental). Siguin 𝐺 un grup que actua sobre un espai
topològic 𝑋 i 𝐷 un subespai de 𝑋 tal que per a tot 𝑥 de 𝑋 existeixen un 𝑔 de 𝐺 i 𝑑 de 𝐷
tals que

𝑥 = 𝜃𝑔 (𝑑).

Aleshores direm que 𝐷 és un domini fonamental de 𝑋 .

Exemple 17.2.13. Considerem les aplicacions

𝑆(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦 + 1) i 𝑇 (𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 1,−𝑦)

sobre l’espai topològic R2 i el grup 𝐺 = ⟨{𝑆, 𝑇}⟩. Volem veure que [0, 1) × [0, 1) és
un domini fonamental de 𝑋 .

Solució. Observem que la inversa de 𝑇 és 𝑇−1 = (𝑥 + 1, 𝑦), i 𝑇−1 per la definició de
pertany a 𝐺.

Prenem un punt (𝑥, 𝑦) de R2. Tenim que existeixen dos enters 𝑥0 i 𝑦0 tals
que 𝑥0 ≤ 𝑥 < 𝑥0 + 1 i 𝑦0 ≤ 𝑦 < 𝑦0 + 1. Per tant

(𝑥0, 𝑦0) = 𝑆𝑥0 (𝑥 − 𝑥0, 0) + 𝑇−𝑦0 (0, 𝑦 − 𝑦0),

i per la definició de Topologia quocient per un grup (17.2.12) hem acabat. ♢

Proposició 17.2.14. Sigui 𝐺 amb l’operació ∗ un grup que actua sobre un espai
topològic 𝑋 . Aleshores la relació ∼ definida per a tot 𝑥 i 𝑦 de 𝑋 com

𝑥 ∼ 𝑦 ⇐⇒ existeix un 𝑔 ∈ 𝐺 tal que 𝜃𝑔 (𝑥) = 𝑦

és una relació d’equivalència.

Demostració. □
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Definició 17.2.15 (Quocient d’un espai per l’acció d’un grup). Sigui𝐺 amb l’operació ∗
un grup que actua sobre un espai topològic 𝑋 i ∼ la relació d’equivalència definida per
a tot 𝑥 i 𝑦 de 𝑋 com

𝑥 ∼ 𝑦 ⇐⇒ existeix un 𝑔 ∈ 𝐺 tal que 𝜃𝑔 (𝑥) = 𝑦.

Aleshores denotarem per
𝑋/∼= 𝑋/𝐺

la topologia quocient de 𝑋 per 𝐺.
Aquesta definició té sentit per la proposició 17.2.14.
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Capítol 18
Espais topològics

18.1 Espais compactes

18.1.1 Recobriments

Definició 18.1.1 (Recobriment). Siguin 𝑋 un espai topològic i {U𝑖}𝑖∈𝐼 una família de
subespais de 𝑋 tals que

𝑋 =
⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖 .

Aleshores direm que {U𝑖}𝑖∈𝐼 és un recobriment de 𝑋 .
Si 𝐼 és finit direm que {U𝑖}𝑖∈𝐼 és un recobriment finit de 𝑋 , i si 𝐼 és infinit direm

que {U𝑖}𝑖∈𝐼 és un recobriment infinit de 𝑋 .

Definició 18.1.2 (Recobriment obert). Sigui {U𝑖}𝑖∈𝐼 un recobriment d’un espai
topològic 𝑋 tal que per a tot 𝑖 de 𝐼 tenim queU𝑖 és un obert de 𝑋 . Aleshores direm
que {U𝑖}𝑖∈𝐼 és un recobriment obert de 𝑋 .

Exemple 18.1.3. Volem trobar un recobriment de R.

Solució. Prenem la família d’oberts {(−𝑖, 𝑖)}𝑖∈N. Aleshores tenim que

R =
⋃
𝑖∈N
(−𝑖, 𝑖),

ja que si 𝑥 és un element de R trobem que existeix un natural 𝑚 tal que |𝑥 | < 𝑚, i per
tant 𝑥 pertany a l’interval (−𝑚, 𝑚). ♢

Definició 18.1.4 (Subrecobriment). Siguin {U𝑖}𝑖∈𝐼 un recobriment d’un espai topo-
lògic 𝑋 i 𝐽 un subconjunt de 𝐼 tal que la família {U 𝑗 } 𝑗∈𝐽 és un recobriment de 𝑋 .
Aleshores direm que {U 𝑗 } 𝑗∈𝐽 és un subrecobriment de {U𝑖}𝑖∈𝐼 .

Si 𝐽 és finit direm que {U 𝑗 } 𝑗∈𝐽 és un recobriment finit de {U𝑖}𝑖∈𝐼 , i si 𝐽 és infinit
direm que {U 𝑗 } 𝑗∈𝐽 és un recobriment infinit de {U𝑖}𝑖∈𝐼 .
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18.1.2 Compacitat
Definició 18.1.5 (Compacte). Sigui 𝑋 un espai topològic tal que tot recobriment obert
de 𝑋 admet un subrecobriment finit. Aleshores direm que 𝑋 és compacte.

Exemple 18.1.6. Volem veure que R no és compacte.

Solució. Per l’exemple 18.1.3 tenim que {(−𝑖, 𝑖)}𝑖∈N és un recobriment obert de R.
Suposem que existeix un subrecobriment finit de {(−𝑖, 𝑖)}𝑖∈N. Això és que existeix

un subconjunt 𝐼 de N finit tal que {(−𝑖, 𝑖)}𝑖∈𝐼 és un recobriment de R. Com que 𝐼 és
finit tenim que existeix un natural 𝑚 tal que 𝑚 = max{𝑖 ∈ 𝐼}, i tenim que 𝑚 + 1 no
pertany a cap interval de la família {(−𝑖, 𝑖)}𝑖∈𝐼 . Per tant trobem que

𝑚 + 1 ∉
⋃
𝑖∈𝐼
(−𝑖, 𝑖).

Ara bé, per la definició de Recobriments (18.1.1) trobem que ha de ser

𝑚 + 1 ∈ R =
⋃
𝑖∈𝐼
(−𝑖, 𝑖),

i arribem a contradicció, trobant que no existeix cap subrecobriment finit de {(−𝑖, 𝑖)}𝑖∈N.
♢

Proposició 18.1.7. Siguin 𝑋 i 𝑌 dos espais topològics homeomorfs. Aleshores 𝑋 és
compacte si i només si 𝑌 és compacte.

Demostració. Per la definició de Relacions d’equivalència (3.3.2) tenim que si 𝑋 � 𝑌
aleshores 𝑌 � 𝑋 , i per tant només ens cal veure que si 𝑋 és compacte aleshores 𝑌 és
compacte.

Suposem doncs que 𝑋 és compacte. Per la definició d’Homeomorfismes entre
topologies (16.3.9) tenim que existeix un homeomorfisme 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 .

Sigui {U𝑖}𝑖∈𝐼 un recobriment obert de 𝑌 . Per la definició d’Homeomorfismes
entre topologies (16.3.8) i la definició de Recobriments (18.1.2) tenim que la famí-
lia {Im-1

U𝑖
( 𝑓 )}𝑖∈𝐼 és un recobriment obert de 𝑋 .

Ara bé, per la definició d’Compacitat (18.1.5) trobem que existeix un subrecobriment
finit {Im-1

U 𝑗
( 𝑓 )} 𝑗∈𝐽 de {Im-1

U𝑖
( 𝑓 )}𝑖∈𝐼 , i de nou per la definició d’Homeomorfismes

entre topologies (16.3.8) i la definició de Recobriments (18.1.2) tenim que la famí-
lia {U 𝑗 } 𝑗∈𝐽 és un subrecobriment obert de {U𝑖}𝑖∈𝐼 , i per la definició d’Compacitat
(18.1.5) trobem que 𝑌 és compacte. □

Exemple 18.1.8. Volem veure que l’interval (0, 1) no és compacte.

Solució. Per l’exemple 16.3.10 tenim que l’interval (0, 1) és homeomorf a R, per
l’exemple 18.1.6 trobem que R no és compacte i per la proposició 18.1.7 tenim
que (0, 1) no és compacte. ♢

Proposició 18.1.9. Sigui 𝑋 un espai topològic finit. Aleshores 𝑋 és compacte.

Demostració. Sigui {U𝑖}𝑖∈𝐼 un recobriment obert de 𝑋 , i per la definició de Recobri-
ments (18.1.2) tenim que {U𝑖}𝑖∈𝐼 ⊆ 𝜏.

Ara bé, tenim que 𝜏 ⊆ P(𝑋), i com que 𝑋 és finit, P(𝑋) també ho és, i per
tant {U𝑖}𝑖∈𝐼 és finit i per la definició de Recobriments (18.1.1) trobem que {U𝑖}𝑖∈𝐼
és un recobriment finit de 𝑋 , i per la definició d’Compacitat (18.1.5) tenim que 𝑋 és
compacte. □
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Proposició 18.1.10. Sigui 𝑋 un espai topològic amb la topologia discreta. Aleshores 𝑋
és compacte si i només si 𝑋 és finit.

Demostració. Comencem veient que la condició és suficient ( =⇒ ). Veurem que si 𝑋
és infinit aleshores 𝑋 no és compacte.

Per l’exemple 16.2.4 tenim que tot subconjunt de 𝑋 és un obert, i com que

𝑋 =
⋃
𝑥∈𝑋
{𝑥}

per la definició de Recobriments (18.1.2) trobem que {{𝑥}}𝑥∈𝑋 és un recobriment obert
de 𝑋 .

Ara bé, com que 𝑋 és infinit, si {{𝑥}}𝑥∈𝐼 és un subrecobriment finit de {{𝑥}}𝑥∈𝑋
tenim que existeix algun 𝑥0 de 𝑋 tal que 𝑥0 ∉ 𝐼, i per tant

𝑥0 ∉
⋃
𝑥∈𝐼
{𝑥}

i trobem que el recobriment {{𝑥}}𝑥∈𝑋 no admet cap subrecobriment finit, i per la
definició d’Compacitat (18.1.5) trobem que 𝑋 no és compacte.

Per veure que la condició és necessària ( ⇐= ) en tenim prou amb la proposició
18.1.9. □

Definició 18.1.11 (Compacitat per tancats). Sigui 𝑋 un espai topològic tal que per a
tota família de tancats {C𝑖}𝑖∈𝐼 de 𝑋 amb⋂

𝑖∈𝐼
C𝑖 = ∅

existeix una subfamília finita {C𝑖}𝑖∈𝐽 tal que⋂
𝑖∈𝐽
C𝑖 = ∅.

Aleshores direm que 𝑋 és compacte per tancats.

Proposició 18.1.12. Sigui 𝑋 un espai topològic. Aleshores 𝑋 és compacte si i només
si 𝑋 és compacte per tancats.

Demostració. Siguin 𝑋 un espai topològic compacte i {C𝑖}𝑖∈𝐼 una família de tancats
de 𝑋 tals que ⋂

𝑖∈𝐼
C𝑖 = ∅.

Per la definició de Tancats (16.2.5) tenim que per a tot 𝑖 de 𝐼 el conjuntU𝑖 = 𝑋 \ C𝑖 és
un obert de 𝑋 , i tenim que

𝑋 = 𝑋 \ ∅

= 𝑋 \
(⋂
𝑖∈𝐼
C𝑖

)
=

⋃
𝑖∈𝐼
(𝑋 \ C𝑖) =

⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖 ,
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i per la definició de Recobriments (18.1.2) trobem que {U𝑖}𝑖∈𝐼 és un recobriment
obert de 𝑋 . Ara bé, per la definició d’Compacitat (18.1.5) tenim que existeix un
subrecobriment finit {U𝑖}𝑖∈𝐽 de {U𝑖}𝑖∈𝐼 , i per la definició de Recobriments (18.1.4)
tenim que

𝑋 =
⋃
𝑖∈𝐽
U𝑖

=
⋃
𝑖∈𝐽
(𝑋 \ C𝑖) = 𝑋 \

⋂
𝑖∈𝐽
C𝑖 ,

i per tant trobem que ⋂
𝑖∈𝐽
C𝑖 = ∅

i per la definició de Compacitat (18.1.11) trobem que 𝑋 és compacte per tancats. □

Definició 18.1.13 (Compacitat de subconjunts). Sigui 𝐴 un subconjunt d’un espai
topològic 𝑋 tal que per a tota família d’oberts {U𝑖}𝑖∈𝐼 de 𝑋 tal que

𝐴 ⊆
⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖

existeix una subfamília finita {U𝑖}𝑖∈𝐽 de {U𝑖}𝑖∈𝐼 tal que

𝐴 ⊆
⋃
𝑖∈𝐽
U𝑖 .

Aleshores direm que 𝐴 és un subconjunt compacte de 𝑋 . També direm que {U𝑖}𝑖∈𝐼 és
un recobriment obert de 𝐴.

18.1.3 Propietats dels espais compactes
Teorema 18.1.14. Siguin 𝐴 un subconjunt compacte d’un espai topològic 𝑋 ,𝑌 un espai
topològic i 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 una aplicació contínua. Aleshores Im𝐴( 𝑓 ) és un subconjunt
compacte de 𝑌 .

Demostració. Sigui {U𝑖}𝑖∈𝐼 un recobriment obert de Im𝐴( 𝑓 ). Per la definició de
Compacitat (18.1.13) trobem que

Im𝐴( 𝑓 ) ⊆
⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖 ,

i per tant tenim que
𝐴 ⊆

⋃
𝑖∈𝐼

Im-1
U𝑖
( 𝑓 ).

Com que, per la definició de Compacitat (18.1.13), per a tot 𝑖 de 𝐼 el conjunt U𝑖 és
un obert de 𝑌 , per la definició de Definicions (1.2.4) tenim que Im-1

U𝑖
( 𝑓 ) és un obert

de 𝑋 , i trobem per la definició de Compacitat (18.1.13) que {Im-1
U𝑖
( 𝑓 )}𝑖∈𝐼 és un

recobriment obert de 𝐴.
Ara bé, tenim per hipòtesi que 𝐴 és un subconjunt compacte de 𝑋 , i per la definició

de Compacitat (18.1.13) tenim que existeix una subfamília finita {Im-1
U𝑖
( 𝑓 )}𝑖∈𝐽

de {Im-1
U𝑖
( 𝑓 )}𝑖∈𝐼 tal que

𝐴 ⊆
⋃
𝑖∈𝐽

Im-1
U𝑖
( 𝑓 ).
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Tenim doncs que
Im𝐴( 𝑓 ) ⊆

⋃
𝑖∈𝐽
U𝑖 ,

i per la definició de Compacitat (18.1.13) hem acabat. □

Corol.lari 18.1.15. Siguin 𝑋 un espai topològic compacte i 𝑝 una aplicació exhaustiva.
Aleshores 𝑋/𝑝 és compacte.

Demostració. Per l’observació 17.2.3 tenim que 𝑝 : 𝑋 −→ 𝑋/𝑝 és contínua. Per
la definició d’Definicions (1.2.1) i la definició d’Tipus d’aplicacions (3.2.8) tenim
que 𝑋/𝑝 = Im(𝑝), i pel Teorema 18.1.14 trobem que 𝑋/𝑝 és compacte. □

Teorema 18.1.16. Sigui C un tancat d’un espai topològic compacte 𝑋 . Aleshores C és
compacte.

Demostració. Sigui {U𝑖}𝑖∈𝐼 un recobriment obert de C. Per la definició de Compacitat
(18.1.13) tenim que

C ⊆
⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖 .

Per tant

𝑋 =

(⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖

)
∪ (𝑋 \ C),

i per la definició de Recobriments (18.1.2) tenim que {U𝑖}𝑖∈𝐼∪(𝑋\C) és un recobriment
obert de 𝑋 .

Ara bé, per hipòtesi tenim que 𝑋 és un compacte, i per la definició d’Compacitat
(18.1.5) tenim que existeix un subrecobriment finit de {U𝑖}𝑖∈𝐼 ∪ (𝑋 \ C), i per tant
existeix un subconjunt finit 𝐽 de 𝐼 tal que

C ⊆
⋃
𝑖∈𝐽
U𝑖 ,

i per la definició de Compacitat (18.1.13) hem acabat. □

Teorema 18.1.17 (Teorema de Tychonoff). Siguin 𝑋 i 𝑌 dos espais topològics no buits.
Aleshores 𝑋 × 𝑌 és compacte si i només si 𝑋 i 𝑌 són compactes.

Demostració. Comencem veient que la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem doncs
que 𝑋 × 𝑌 és un compacte. Per l’exemple 17.1.9 trobem que les projeccions

𝜋𝑋 : 𝑋 × 𝑌 −→ 𝑋

(𝑥, 𝑦) ↦−→ 𝑥

i

𝜋𝑌 : 𝑋 × 𝑌 −→ 𝑌

(𝑥, 𝑦) ↦−→ 𝑦

són aplicacions contínues, i per la proposició 18.1.7 trobem que 𝑋 i 𝑌 són compactes.
Veiem ara que la condició és necessària ( ⇐= ). Suposem doncs que 𝑋 i 𝑌 són

compactes i sigui {W𝑖}𝑖∈𝐼 un recobriment obert de 𝑋 × 𝑌 .
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Prenem un punt 𝑥0 de 𝑋 . Aleshores per la definició de Recobriments (18.1.1) tenim
que per a tot 𝑦 de 𝑌 existeix un 𝑖𝑥0 ,𝑦 de 𝐼 tal que el punt (𝑥0, 𝑦) pertany aW𝑖𝑥0 ,𝑦

, i
per la definició de Topologia quocient per una aplicació (17.2.2) tenim que existeixen
obertsU𝑖𝑥0 ,𝑦

iV𝑖𝑥0 ,𝑦
de 𝑋 i 𝑌 , respectivament, tals que

(𝑥0, 𝑦) ∈ U𝑖𝑥0 ,𝑦
×V𝑖𝑥0 ,𝑦

⊆ W𝑖𝑥0 ,𝑦
.

Trobem doncs que

𝑌 =
⋃
𝑦∈𝑌
{𝑦}

⊆
⋃
𝑦∈𝑌
V𝑖𝑥0 ,𝑦

⊆ 𝑌,

i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que⋃
𝑦∈𝑌
V𝑖𝑥0 ,𝑦

= 𝑌 .

Aleshores per la definició de Recobriments (18.1.2) trobem que {V𝑖𝑥0 ,𝑦
}𝑦∈𝑌 és un

recobriment obert de 𝑌 , i com que, per hipòtesi, 𝑌 és compacte, tenim per la
definició d’Compacitat (18.1.5) que existeix un subrecobriment finit {V𝑖𝑥0 ,𝑦

}𝑦∈𝑌𝑥0
de {V𝑖𝑥0 ,𝑦

}𝑦∈𝑌 .
Definim ara

U𝑥0 =
⋂
𝑦∈𝑌𝑥0

U𝑖𝑥0 ,𝑦
. (18.1)

Com que 𝑌𝑥0 és finit, trobem per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts
(16.2.1) queU𝑥0 és un obert de 𝑋 . Tenim doncs que

𝑋 =
⋃
𝑥∈𝑋
{𝑥}

⊆
⋃
𝑥∈𝑋
U𝑥 ⊆ 𝑋,

i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que⋃
𝑥∈𝑋
U𝑥 = 𝑋,

i de nou per la definició de Recobriments (18.1.2) trobem que {U𝑥}𝑥∈𝑋 és un reco-
briment obert de 𝑋 , i per la definició d’Compacitat (18.1.5) trobem que existeix un
subrecobriment finit {U𝑥}𝑥∈𝐽 ′ de {U𝑥}𝑥∈𝑋.

Definim el conjunt

𝐽 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 | 𝑥 ∈ 𝐽′ i 𝑦 ∈ 𝑌𝑥} (18.2)

i considerem la subfamília
{W𝑖𝑥,𝑦 } (𝑥,𝑦) ∈𝐽

de {W𝑖}𝑖∈𝐼 . Sigui (𝑥, 𝑦) un punt de 𝑋 × 𝑌 . Aleshores, com que la família {U𝑥}𝑥∈𝐽 ′
és un recobriment de 𝑋 trobem per la definició de Recobriments (18.1.1) que existeix
un 𝑝 de 𝐽′ tal que 𝑥 pertany aU𝑝 , i com que la família {V𝑖𝑥0 ,𝑦

}𝑦∈𝑌𝑝 és un recobriment
de 𝑌 trobem que existeix un 𝑞 de 𝑌𝑝 tal que 𝑦 pertany aV𝑞 .
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Ara bé, també tenim per (18.1) i la definició d’Unió i intersecció de conjunts
(3.1.13) que 𝑥 pertany aU𝑖𝑝,𝑞 , i per tant

(𝑥, 𝑦) ∈ U𝑖𝑝,𝑞 ×V𝑖𝑝,𝑞 ⊆ W𝑖𝑝,𝑞 ,

i per tant tenim que {W𝑖𝑥,𝑦 } (𝑥,𝑦) ∈𝐽 és un subrecobriment de {W𝑖}𝑖∈𝐼 , i com que
els conjunts 𝐽′ i 𝑌𝑥 són finits, trobem per (18.2) que 𝐽 és finit, aleshores per la
definició de Recobriments (18.1.4) trobem que {W𝑖𝑥,𝑦 } (𝑥,𝑦) ∈𝐽 és un subrecobriment
finit de {W𝑖}𝑖∈𝐼 i per la definició d’Compacitat (18.1.5) tenim que 𝑋 ×𝑌 és compacte,
com volíem. □

18.2 Espais de Hausdorff

18.2.1 L’axioma de Hausdorff
Definició 18.2.1 (Espai Hausdorff). Sigui 𝑋 un espai topològic tal que per a tots dos
punts diferents 𝑥 i 𝑦 de 𝑋 existeixen dos oberts disjuntsU iV de 𝑋 tals que 𝑥 pertany
aU i 𝑦 pertany aV. Aleshores direm que 𝑋 és Hausdorff.

Proposició 18.2.2. Sigui 𝑋 un espai mètric. Aleshores 𝑋 és Hausdorff.

Demostració. Per l’exemple 16.2.2 trobem que 𝑋 és un espai topològic i per la
proposició 16.1.5 tenim que 𝑋 és Hausdorff. □

Proposició 18.2.3. Siguin 𝑋 i 𝑌 dos espais topològics homeomorfs. Aleshores 𝑋 és
Hausdorff si i només si 𝑌 és Hausdorff.

Demostració. Per la proposició 16.3.11 tenim que si 𝑋 � 𝑌 aleshores 𝑌 � 𝑋 , i per tant
només ens cal veure que si 𝑋 és Hausdorff aleshores 𝑌 és Hausdorff.

Suposem doncs que 𝑋 és Hausdorff. Prenem dos punts diferents 𝑥 i 𝑦 de 𝑌 .
Per la definició d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.9) tenim que existeix un
homeomorfisme 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 , i per la definició d’Homeomorfismes entre topologies
(16.3.8) trobem que 𝑓 és bĳectiva. Considerem doncs els punts 𝑓 −1 (𝑥) i 𝑓 −1 (𝑦). Com
que, per hipòtesi, 𝑋 és Hausdorff, tenim per la definició d’L’axioma de Hausdorff
(18.2.1) que existeixen dos oberts disjuntsU iV de 𝑋 tals que 𝑓 −1 (𝑥) pertany aU
i 𝑓 −1 (𝑦) pertany aV.

Ara bé, per la definició d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8) trobem que 𝑓
és una aplicació oberta, i per tant trobem que els conjunts ImU ( 𝑓 ) i ImV ( 𝑓 ) són
oberts de 𝑌 , i tenim que 𝑥 pertany a ImU ( 𝑓 ) i 𝑦 pertany a ImV ( 𝑓 ), i per la definició
d’Definicions (1.2.1) tenim que aquests són disjunts. □

Proposició 18.2.4. Sigui 𝑋 un espai Hausdorff. Aleshores per a tot 𝑥 el conjunt {𝑥} és
un tancat.

Demostració. Per la definició d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1) trobem que per a tot
punt 𝑦 diferent de 𝑥 existeixen dos oberts disjuntsU𝑦 iV𝑦 tals que 𝑥 pertany aU𝑦 i 𝑦
pertany aV𝑦 . Aleshores tenim que

𝑋 \ {𝑥} =
⋃

𝑦∈𝑋\{𝑥}
{𝑦}

⊆
⋃

𝑦∈𝑋\{𝑥}
U𝑦 ⊆ 𝑋 \ {𝑥}
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i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que

𝑋 \ {𝑥} =
⋃

𝑦∈𝑋\{𝑥}
U𝑦 .

Ara bé, per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem
que 𝑋 \ {𝑥} és un obert, i per la definició de Tancats (16.2.5) trobem que {𝑥} és un
tancat. □

Proposició 18.2.5. Sigui 𝑋 un espai Hausdorff i 𝐴 un subespai de 𝑋 . Aleshores 𝐴 és
Hausdorff.

Demostració. Siguin 𝑥 i 𝑦 dos elements diferents de 𝐴. Aleshores per la definició
d’espai Hausdorff tenim que existeixen dos oberts disjunts U i V de 𝑋 tals que 𝑥
pertany aU i 𝑦 pertany aV. Aleshores per la definició de La topologia induïda per un
subconjunt (17.1.2) trobem que els conjuntsU ∩ 𝐴 iV ∩ 𝐴 són oberts disjunts de 𝐴
que contenen 𝑥 i 𝑦, respectivament, i per la definició d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1)
hem acabat. □

18.2.2 Axiomes de separació de Tychonoff
Definició 18.2.6 (Espai de Kolmogorov). Sigui 𝑋 un espai topològic tal que per a tots
dos punts diferents 𝑥 i 𝑦 existeix un obertU que o bé conté 𝑥 i no 𝑦, o bé conté 𝑦 i no 𝑥.
Aleshores direm que 𝑋 és un espai de Kolmogorov.

Definició 18.2.7 (Espai de Fréchet). Sigui 𝑋 un espai topològic tal que per a tots dos
punts diferents 𝑥 i 𝑦 existeixen dos obertsU iV tals que 𝑥 pertany aU \V i 𝑦 pertany
aV \U. Aleshores direm que 𝑋 és un espai de Fréchet.

Proposició 18.2.8. Sigui 𝑋 un espai de Fréchet. Aleshores 𝑋 és un espai de Kolmogorov.

Demostració. Siguin 𝑥 i 𝑦 dos punts diferents de 𝑋 . Aleshores per la definició
d’Axiomes de separació de Tychonoff (18.2.7) trobem que existeixen dos oberts U
iV tals que 𝑥 pertany aU \V i 𝑦 pertany aV \U. En particular 𝑥 pertany aU i 𝑦
no pertany aU, i per la definició d’Axiomes de separació de Tychonoff (18.2.6) hem
acabat. □

Proposició 18.2.9. Sigui 𝑋 un espai tal que per a tot 𝑥 de 𝑋 , el conjunt {𝑥} és un
tancat. Aleshores 𝑋 és un espai de Fréchet.

Demostració. Siguin 𝑥 i 𝑦 dos punts diferents de 𝑋 . Per hipòtesi tenim que els
conjunts {𝑥} i {𝑦} són tancats i per la definició de Tancats (16.2.5) trobem que els
conjunts 𝑋 \ {𝑥} i 𝑋 \ {𝑦} són oberts. Ara bé, com que per hipòtesi els punts 𝑥 i 𝑦
són diferents trobem que 𝑥 pertany a 𝑋 \ {𝑦} i 𝑦 pertany a 𝑋 \ {𝑥}, i per la definició
d’Axiomes de separació de Tychonoff (18.2.7) trobem que 𝑋 és un espai de Fréchet,
com volíem veure. □

Corol.lari 18.2.10. Sigui 𝑋 un espai Hausdorff. Aleshores 𝑋 és un espai de Fréchet.

Demostració. Per la proposició 18.2.4 trobem que si 𝑥 és un punt de 𝑋 aleshores
el conjunt {𝑥} és un tancat, i per la proposició 18.2.9 trobem que 𝑋 és un espai de
Fréchet. □
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Proposició 18.2.11. Siguin 𝑋 un espai de Fréchet i 𝑥 un punt de 𝑋 . Aleshores {𝑥} és
un tancat.

Demostració. Per la definició d’Axiomes de separació de Tychonoff (18.2.7) trobem
que per a tot punt 𝑦 de 𝑋 diferent de 𝑥 existeixen dos obertsU𝑦 iV𝑦 tals que 𝑥 pertany
aU𝑦 \ V𝑦 i 𝑦 pertany aV𝑦 \ U𝑦 . Considerem

V =
⋃

𝑦∈𝑋\{𝑥}
V𝑦 . (18.3)

Tenim que 𝑥 no pertany aV, ja que 𝑥 no pertany a cap delsV𝑦 , i tenim que

𝑋 \ {𝑥} ⊆
⋃

𝑦∈𝑋\{𝑥}
{𝑦}

⊆
⋃

𝑦∈𝑋\{𝑥}
V𝑦

= V ⊆ 𝑋 \ {𝑥},

i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que

V = 𝑋 \ {𝑥}.

Per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) i (18.3) trobem
queV és un obert, i per la definició de Tancats (16.2.5) trobem que {𝑥} és un tancat. □

Definició 18.2.12 (Espai regular). Sigui 𝑋 un espai de Fréchet tal que donats un
tancat C i un punt 𝑥 que no pertany a C existeixen dos oberts disjuntsU iV tals que 𝑥
pertany aU i C és un subconjunt deV. Aleshores direm que 𝑋 és un espai regular.

Proposició 18.2.13. Sigui 𝑋 un espai regular. Aleshores 𝑋 és un espai Hausdorff.

Demostració. Prenem dos punts diferents 𝑥 i 𝑦 de 𝑋 . Com que, per hipòtesi, 𝑋 és un
espai regular, i per la definició d’Axiomes de separació de Tychonoff (18.2.12) trobem
que 𝑋 és un espai de Fréchet, per la proposició 18.2.11 trobem que {𝑦} és un tancat, i
per la definició d’Axiomes de separació de Tychonoff (18.2.12) trobem que existeixen
dos oberts disjunts U i V tals que 𝑥 pertany a U i {𝑦} és un subconjunt de V, i en
particular 𝑦 pertany aV. Aleshores per la definició d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1)
hem acabat. □

Definició 18.2.14 (Espai normal). Sigui 𝑋 un espai de Fréchet tal que donats dos
tancats disjunts C iK existeixen dos oberts disjuntsU iV tals que C és un subconjunt
deU i K és un subconjunt deV. Aleshores direm que 𝑋 és un espai normal.

Proposició 18.2.15. Sigui 𝑋 un espai normal. Aleshores 𝑋 és un espai regular.

Demostració. Siguin C un tancat de 𝑋 i 𝑥 un punt de 𝑋 \ C. Com que per hipòtesi 𝑋 és
un espai normal, per la definició d’Axiomes de separació de Tychonoff (18.2.14) trobem
que 𝑋 és un espai de Fréchet, i per la proposició 18.2.11 trobem que el conjunt {𝑥} és
un tancat, i tenim que {𝑥} i C són disjunts.

Ara bé, per la definició d’Axiomes de separació de Tychonoff (18.2.14) trobem que
existeixen dos oberts disjunts U i V tals que {𝑥} és un subconjunt de U i C és un
subconjunt deV. Aleshores tenim que 𝑥 pertany aU, i per la definició d’Axiomes de
separació de Tychonoff (18.2.12) trobem que 𝑋 és un espai regular. □
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18.2.3 Propietats dels espais Hausdorff
Proposició 18.2.16. Sigui 𝑋 un espai Hausdorff i 𝐴 un compacte de 𝑋 . Aleshores 𝐴
és un tancat de 𝑋 .

Demostració. Si 𝐴 = 𝑋 ó 𝐴 = ∅ aleshores pel Teorema 16.2.6 trobem que 𝐴 és tancat
i hem acabat.

Suposem doncs que 𝐴 no és 𝑋 ni ∅. Tenim que existeix un punt 𝑥 de 𝑋 \ 𝐴. Per la
definició d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1) trobem que per a tot 𝑎 de 𝐴 existeixen dos
oberts disjunts U𝑎,𝑥 i V𝑎,𝑥 tals que 𝑥 pertany aU𝑎,𝑥 i 𝑎 pertany a V𝑎,𝑥 . Aleshores
trobem que

𝐴 =
⋃
𝑎∈𝐴
{𝑎}

⊆
⋃
𝑎∈𝐴
V𝑎,𝑥 ,

i per tant trobem que ⋃
𝑎∈𝐴
V𝑎,𝑥 ⊆ 𝐴.

Aleshores per la definició de Recobriments (18.1.2) trobem que la família {V𝑎,𝑥}𝑎∈𝐴
és un recobriment obert de 𝐴, i com que, per hipòtesi, 𝐴 és compacte trobem per la
definició de Compacitat (18.1.13) que existeix un subrecobriment finit {V𝑎,𝑥}𝑎∈𝐴′
de {V𝑎,𝑥}𝑎∈𝐴, i per la definició de Recobriments (18.1.4) trobem que⋃

𝑎∈𝐴′
V𝑎,𝑥 ⊆ 𝐴. (18.4)

Per la definició de topologia trobem que el conjunt

U𝑥 =
⋂
𝑎∈𝐴′
U𝑎,𝑥

és un obert de 𝑋 i com que, per hipòtesi, per a tot 𝑎 de 𝐴 tenim que

U𝑎,𝑥 ∩V𝑎,𝑥 = ∅

trobem per (18.4) que per a tot 𝑥 de 𝑋 \ 𝐴 es satisfà

𝐴 ∩U𝑥 = ∅,

i per tant ⋃
𝑥∈𝑋\𝐴

U𝑥 ⊆ 𝑋 \ 𝐴.

Ara bé, tenim que

𝑋 \ 𝐴 =
⋃
𝑥∈𝑋\𝐴

{𝑥}

⊆
⋃
𝑥∈𝑋\𝐴

U𝑥

⊆ 𝑋 \ 𝐴,
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i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que

𝑋 \ 𝐴 =
⋃
𝑥∈𝑋\𝐴

U𝑥 .

Aleshores per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem
que 𝑋 \𝐴 és un obert i per la definició de Tancats (16.2.5) trobem que 𝐴 és un tancat. □

Teorema 18.2.17. Siguin 𝑋 i 𝑌 dos espais topològics no buits. Aleshores 𝑋 × 𝑌 és
Hausdorff si i només si 𝑋 i 𝑌 són Hausdorff.

Demostració. Comencem veient que la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem doncs
que 𝑋 × 𝑌 és Hausdorff. Prenem un element 𝑦 de 𝑌 . Tenim pel corol.lari 17.1.10
que 𝑋 × {𝑦} � 𝑋 i tenim que 𝑋 × {𝑦} ⊆ 𝑋 × 𝑌 . Per hipòtesi tenim que 𝑋 × 𝑌 és
Hausdorff. Aleshores per la proposició 18.2.5 trobem que 𝑋 × {𝑦} és Hausdorff i per la
proposició 18.2.3 trobem que 𝑋 és Hausdorff.

La demostració per veure que 𝑌 és Hausdorff és anàloga.
Veiem ara que la condició és necessària. Suposem doncs que 𝑋 i 𝑌 són Hausdorff.

Prenem dos punts diferents (𝑥1, 𝑦1) i (𝑥2, 𝑦2) de 𝑋 × 𝑌 . Si 𝑦1 = 𝑦2 tenim per la
proposició 3.2.3 que 𝑥1 ≠ 𝑥2. Com que, per hipòtesi, 𝑋 és Hausdorff tenim per la
definició d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1) que existeixen dos oberts disjuntsU iV
tals que 𝑥1 pertany aU i 𝑥2 pertany aV. Aleshores per la definició de La topologia
producte (17.1.8) i la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1)
trobem que els conjunts (U, 𝑌 ) i (V, 𝑌 ) són oberts disjunts de 𝑋 × 𝑌 i per la definició
d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1) tenim que 𝑋 × 𝑌 és Hausdorff.

Si 𝑥1 = 𝑥2 tenim de nou per la proposició 3.2.3 que 𝑦1 ≠ 𝑦2 i l’argument per veure
que 𝑋 × 𝑌 és Hausdorff és anàleg. □

Teorema 18.2.18. Siguin 𝑋 un espai compacte, 𝑌 un espai Hausdorff i 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌

una aplicació contínua i bĳectiva. Aleshores 𝑋 � 𝑌 .

Demostració. per la definició d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.9) en tenim
prou amb veure que 𝑓 és un homeomorfisme, i per la definició d’Homeomorfismes
entre topologies (16.3.8) en tenim prou amb veure que 𝑓 és una aplicació tancada.
Sigui C un tancat de 𝑋 . Com que, per hipòtesi, 𝑋 és un compacte, pel Teorema 18.1.16
trobem que C és un compacte. Per hipòtesi tenim també que 𝑓 és contínua, i pel
teorema 18.1.14 trobem doncs que ImC ( 𝑓 ) és un compacte de 𝑌 . De nou per hipòtesi
tenim que 𝑌 és Hausdorff i per la proposició 18.2.16 trobem que ImC ( 𝑓 ) és un tancat
de 𝑌 . Per tant per la definició d’Aplicacions obertes, tancades i contínues (16.3.3)
trobem que 𝑓 és tancada i hem acabat. □

Teorema 18.2.19. Sigui 𝑋 un espai Hausdorff compacte. Aleshores 𝑋 és un espai
normal.

Demostració. Siguin C i K dos tancats disjunts i fixem un punt 𝑥 de C. Com que, per
hipòtesi, 𝑋 és Hausdorff, per la definició d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1) trobem que
per a tot 𝑦 de K existeixen dos oberts disjuntsU𝑥,𝑦 iV𝑥,𝑦 tals que 𝑥 pertany aU𝑥,𝑦
i 𝑦 pertany aV𝑥,𝑦 . Tenim doncs que

K =
⋃
𝑦∈K
{𝑦}

⊆
⋃
𝑦∈K
V𝑥,𝑦 ,
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i per la definició de Recobriments (18.1.2) trobem que la família {V𝑥,𝑦}𝑦∈K és un
recobriment obert de K. Aleshores, com que per hipòtesi 𝑋 és un espai compacte, pel
Teorema 18.1.16 trobem queK és un compacte i per la definició de Compacitat (18.1.13)
tenim que existeix un subrecobriment finit {V𝑥,𝑦}𝑦∈𝐼𝑥 de {V𝑥,𝑦}𝑦∈K . Considerem els
conjunts

U𝑥 =
⋂
𝑦∈𝐼𝑥
U𝑥,𝑦 i V𝑥 =

⋃
𝑦∈𝐼𝑥
V𝑥,𝑦 .

Com que 𝐼𝑥 és finit, per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1)
trobem queU𝑥 iV𝑥 són oberts de 𝑋 i tenim que

U𝑥 ∩V𝑥 = ∅

i 𝑥 pertany aU𝑥 i 𝑦 pertany aV𝑥 .
Ara bé, tenim que

C =
⋃
𝑥∈C
{𝑥}

⊆
⋃
𝑥∈C
U𝑥 ,

i per la definició de Recobriments (18.1.2) trobem que la família {U𝑥}𝑦∈C és un
recobriment obert de C. Aleshores, com que per hipòtesi 𝑋 és un espai compacte,
pel Teorema 18.1.16 trobem que C és un compacte i per la definició de Compacitat
(18.1.13) tenim que existeix un subrecobriment finit {U𝑥}𝑦∈𝐼 de {U𝑥}𝑦∈X . Definim

U =
⋂
𝑥∈𝐼
U𝑥 i V =

⋃
𝑥∈𝐼
V𝑥 .

Com que 𝐼 és finit, per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1)
trobem queU iV són oberts de 𝑋 i tenim que

U ∩V = ∅

i C és un subconjunt deU i K és un subconjunt deV, i per la definició d’Axiomes de
separació de Tychonoff (18.2.14) hem acabat. □

Lema 18.2.20. Siguin 𝐺 un grup finit que actua sobre un espai Hausdorff compacte 𝑋
i 𝑥 un punt de 𝑋 . Aleshores 𝑥 és un tancat de 𝑋 .

Demostració. Per la definició de Classes d’equivalència i conjunt quocient (3.3.3)
trobem que

𝑦 = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑥 ∼ 𝑦},
i per la definició de Topologia quocient per un grup (17.2.15) trobem que

𝑦 = {𝑥 ∈ 𝑋 | existeix un 𝑔 ∈ 𝐺 tal que 𝑦 = 𝜃𝑔 (𝑥)}.

Com que per hipòtesi 𝐺 és finit, trobem que 𝑦 és finit. Tenim també que

𝑦 =
⋃
𝑥∈𝑦
{𝑥},

i com que 𝑦 és finit aquesta és una unió finita. Ara bé, per la proposició 18.2.4 trobem
que els conjunts {𝑥} són tancats i pel Teorema 16.2.6 hem acabat. □
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Teorema 18.2.21. Sigui𝐺 un grup finit que actua sobre un espai Hausdorff compacte 𝑋 .
Aleshores 𝑋/𝐺 és un espai Hausdorff compacte.

Demostració. Siguin 𝑥 i 𝑦 dos punts de 𝑋 tals que 𝑥 és diferent de 𝑦. Pel lema 18.2.20
trobem que 𝑦 és un tancat, i per la proposició 18.2.4 trobem que el conjunt {𝑥} és un
tancat.

Per hipòtesi tenim que 𝑋 és un espai Hausdorff compacte, i pel Teorema 18.2.19
trobem que 𝑋 és un espai normal. Aleshores per la definició d’Axiomes de separació
de Tychonoff (18.2.14) trobem que existeixen dos oberts disjuntsU′ iV′ tals que {𝑥}
és un subconjunt deU′ i 𝑦 és un subconjunt deV′.

Sigui
V =

⋂
𝑔∈𝐺

ImV′ (𝜃𝑔).

Per la definició de Topologia quocient per una aplicació (17.2.2) trobem que ImV′ (𝜃𝑔)
és un obert de 𝑋/𝐺, i com que per hipòtesi 𝐺 és finit, pel Teorema 16.2.6 trobem
queV és un obert de 𝑋/𝐺. També tenim per la definició de Topologia quocient per
un grup (17.2.15) que 𝑦 és un element deV. Per l’observació 17.2.11 tenim que 𝜃𝑔
és un homeomorfisme, i per la definició d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8)
trobem que 𝜃𝑔 és bĳectiva. Aleshores, com que tenim queU′ iV′ són disjunts tenim
queU′ iV són disjunts. Sigui ara

U =
⋃
𝑔∈𝐺

ImU′ (𝜃𝑔).

Per la definició de Topologia quocient per una aplicació (17.2.2) trobem que ImU′ (𝜃𝑔)
és un obert de 𝑋/𝐺, i per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts
(16.2.1) trobem que U és un obert de 𝑋/𝐺. Per l’observació 17.2.11 tenim que 𝜃𝑔
és un homeomorfisme, i per la definició d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8)
trobem que 𝜃𝑔 és bĳectiva. Aleshores, com que tenim queU′ iV són disjunts tenim
queU iV són disjunts.

Sigui 𝜋 la projecció

𝜋 : 𝑋 −→ 𝑋/𝐺
𝑥 ↦−→ 𝑥.

Per la definició de Topologia quocient per una aplicació (17.2.2) trobem que els
conjunts ImU (𝜋) i ImV (𝜋) són oberts de 𝑋/𝐺, i tenim que aquests són disjunts ja
que si 𝜋(𝑧) pertany a la seva intersecció, per la definició de Topologia quocient per un
grup (17.2.15) trobem que 𝑧 ha de ser un element deU ∩V, i tenim que aquests són
disjunts. Per tant per la definició d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1) tenim que 𝑋/𝐺 és
Hausdorff.

Per l’observació 17.2.3 tenim que 𝜋 és contínua, i pel Teorema 18.1.14 trobem
que 𝑋/𝐺 és compacte i hem acabat. □
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Capítol 19
Espais connexos

19.1 Connexió

19.1.1 Els espais connexos
Proposició 19.1.1. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏1 i 𝑌 amb la topologia 𝜏2 dos espais
topològics. Aleshores el conjunt 𝑋 ⊔ 𝑌 amb la topologia

𝜏 = {U ⊔V | U ∈ 𝜏1 iV ∈ 𝜏2} (19.1)

és un espai topològic.

Demostració. Per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) tenim
que 𝑋 és un obert de 𝑋 i 𝑌 és un obert de 𝑌 , i per (19.1) tenim que 𝑋 ⊔ 𝑌 pertany a 𝜏.
Tenim també per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) que ∅
és un obert de 𝑋 i 𝑌 , i tenim que ∅ × {0} = ∅ i ∅ × {1} = ∅. Per tant de nou per (19.1)
tenim que ∅ pertany a 𝜏.

Prenem ara una família {U𝑖 ⊔V𝑖}𝑖∈𝐼 d’elements de 𝜏 i considerem

U =
⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖 ⊔V𝑖 .

Tenim que

U =
⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖 ⊔V𝑖

=
⋃
𝑖∈𝐼

(
(U𝑖 × {0}) ∪ (V𝑖 × {1})

)
(1.3.7)

=

(⋃
𝑖∈𝐼
(U𝑖 × {0})

)
∪

(⋃
𝑖∈𝐼
(V𝑖 × {1})

)
=

(⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖 × {0}

)
∪

(⋃
𝑖∈𝐼
V𝑖 × {1}

)
.

Per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que els
conjunts ⋃

𝑖∈𝐼
U𝑖 i

⋃
𝑖∈𝐼
V𝑖
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són oberts de 𝑋 i 𝑌 , respectivament; i per (19.1) trobem queU pertany a 𝜏.
Prenem ara una família finita {U𝑖 ⊔V𝑖}𝑛𝑖=1 d’elements de 𝜏 i considerem

U =

𝑛⋂
𝑖=1
U𝑖 ⊔V𝑖 .

Tenim que

U =

𝑛⋂
𝑖=1
U𝑖 ⊔V𝑖

=

𝑛⋂
𝑖=1

(
(U𝑖 × {0}) ∪ (V𝑖 × {1})

)
(1.3.7)

=

(
𝑛⋂
𝑖=1
(U𝑖 × {0})

)
∪

(
𝑛⋂
𝑖=1
(V𝑖 × {1})

)
=

(
𝑛⋂
𝑖=1
U𝑖 × {0}

)
∪

(
𝑛⋂
𝑖=1
V𝑖 × {1}

)
.

Per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que els
conjunts

𝑛⋂
𝑖=1
U𝑖 i

𝑛⋂
𝑖=1
V𝑖

són oberts de 𝑋 i 𝑌 , respectivament; i per (19.1) trobem queU pertany a 𝜏.
Per tant per la definició de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem

que 𝜏 és una topologia de 𝑋 ⊔ 𝑌 , com volíem veure. □

Definició 19.1.2 (Unió disconnexa). Siguin 𝑋 i 𝑌 dos espais topològics. Aleshores
direm que l’espai topològic 𝑋 ⊔ 𝑌 amb la topologia

𝜏 = {U ⊔V | U és un obert de 𝑋 iV és un obert de 𝑌 }
és la unió disconnexa de 𝑋 i 𝑌 .

Aquesta definició té sentit per la proposició 19.1.1.

Definició 19.1.3 (Espai connex). Sigui 𝑋 un espai topològic tal que no existeixen dos
espais no buits 𝑌1 i 𝑌2 tals que 𝑋 � 𝑌1 ⊔ 𝑌2. Aleshores direm que 𝑋 és connex.

Proposició 19.1.4. Sigui 𝑋 un espai topològic. Aleshores són equivalents

1. 𝑋 és connex.

2. No existeixen dos oberts no buits disjuntsU iV tals que 𝑋 = U ∪V.

3. No existeixen dos tancats no buits disjunts C i K tals que 𝑋 = C ∪ K.

4. Si 𝐴 és un subconjunt de 𝑋 tal que 𝐴 és obert i tancat aleshores 𝐴 = ∅ ó 𝐴 = 𝑋 .

Demostració. □

Exemple 19.1.5. Volem veure que un espai topològic 𝑋 amb la topologia grollera.
Aleshores 𝑋 és connex.

Solució. Tenim per l’exemple 16.2.3 i la definició de Tancats (16.2.5) que els tancats
i els oberts de 𝑋 són ∅ i 𝑋 . Aleshores per la proposició 19.1.4 trobem que 𝑋 és
connex. ♢
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19.1.2 Propietats dels espais connexos
Proposició 19.1.6. Siguin 𝑋 un espai topològic i {U𝑖}𝑖∈𝐼 una família de subespais
topològics connexos de 𝑋 tals que ⋂

𝑖∈𝐼
U𝑖 ≠ ∅.

Aleshores tenim que
U =

⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖

és un espai topològic connex.

Demostració. □

Corol.lari 19.1.7. Siguin 𝑋 un espai topològic i {U𝑖}𝑖∈N una família de subespais
topològics connexos de 𝑋 tals que

U𝑖 ∩U𝑖+1 ≠ ∅ per a tot 𝑖 ∈ N.

Aleshores tenim que
U =

⋃
𝑖∈𝐼
U𝑖

és un espai topològic connex.

Demostració. □

Exemple 19.1.8. Volem veure que un subconjunt de R és connex si i només si és un
interval.

Solució. ♢

Proposició 19.1.9. Siguin 𝐴 un subespai connex d’un espai topològic 𝑋 i 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌

una aplicació contínua. Aleshores Im𝐴( 𝑓 ) és connex.

Demostració. □

Proposició 19.1.10. Siguin 𝑋 i 𝑌 dos espais topològics. Aleshores 𝑋 × 𝑌 és un espai
connex si i només si 𝑋 i 𝑌 són espais connexos.

Demostració. Comencem veient que la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem doncs
que 𝑋 ×𝑌 és un espai connex. Tenim per l’exemple 17.1.9 que les projeccions 𝜋𝑋 i 𝜋𝑌
són contínues, i per la proposició 19.1.9 tenim que 𝑋 i 𝑌 són connexos.

Veiem ara que la condició és necessària ( ⇐= ). Suposem doncs que 𝑋 i 𝑌 són
espais connexos i fixem un 𝑦 de 𝑌 . Aleshores tenim que

𝑋 × 𝑌 =
⋃
𝑥∈𝑋
((𝑋 × {𝑦}) ∪ ({𝑥} × 𝑌 ))

i per la proposició 19.1.6 hem acabat. □

Proposició 19.1.11. Sigui 𝐴 un subespai connex d’un espai topològic 𝑋 i 𝐵 un conjunt
tal que

𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ Cl(𝐴).
Aleshores 𝐵 és connex.

Demostració. □
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19.1.3 Connexió per camins
Definició 19.1.12 (Camí). Siguin 𝑋 un espai topològic i 𝜔 : [0, 1] −→ 𝑋 una aplicació
contínua. Aleshores direm que 𝜔 és un camí.

També direm que 𝜔(0) és l’origen del camí i 𝜔(1) el final del camí.

Definició 19.1.13 (Connex per camins). Sigui 𝑋 un espai topològic tal que per a tots
dos punts 𝑥 i 𝑦 de 𝑋 existeix un camí 𝜔 tal que 𝑥 és l’origen de 𝜔 i 𝑦 és el final de 𝜔.
Aleshores direm que 𝑋 és connex per camins.

Proposició 19.1.14. Sigui 𝑋 un espai topològic connex per camins. Aleshores 𝑋 és
connex.

Demostració. □

Exemple 19.1.15. Volem veure que no tots els espais connexos són connexos per
camins.

Solució. ♢

19.1.4 Components connexos d’un espai
Proposició 19.1.16. Sigui 𝑋 un espai topològic i ∼ una relació sobre 𝑋 tal que 𝑥 ∼ 𝑦 si
i només si existeix un subespai 𝐶 connex de 𝑋 tal que 𝑥 i 𝑦 pertanyen a 𝐶. Aleshores ∼
és una relació d’equivalència.

Demostració. □

Definició 19.1.17 (Components connexos). Siguin 𝑋 un espai topològic i ∼ una relació
sobre 𝑋 tal que 𝑥 ∼ 𝑦 si i només si existeix un subespai 𝐶 connex de 𝑋 tal que 𝑥 i 𝑦
pertanyen a 𝐶. Aleshores direm que les classes d’equivalència de ∼ són components
connexos de 𝑋 .

Denotarem 𝑥 com C(𝑥).
Aquesta definició té sentit per la proposició 19.1.16.

Proposició 19.1.18. Sigui 𝑥 un punt d’un espai topològic 𝑋 . Aleshores

C(𝑥) =
⋃
𝑥∈𝐶

𝐶 és connex

𝐶.

Demostració. □

Proposició 19.1.19. Sigui 𝑥 un punt d’un espai topològic 𝑋 . Aleshores C(𝑥) és connex.

Demostració. □

Proposició 19.1.20. Siguin 𝑥 un punt d’un espai topològic 𝑋 i𝐶 un connex que conté 𝑥.
Aleshores 𝐶 és un subconjunt de C(𝑥).

Demostració. □

Proposició 19.1.21. Siguin 𝑥 i 𝑦 dos punts d’un espai topològic 𝑋 tals que C(𝑥) ≠ C(𝑦).
Aleshores C(𝑥) ∩ C(𝑦) = ∅.

Demostració. □
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Proposició 19.1.22. Sigui 𝑥 un punt d’un espai topològic 𝑋 . Aleshores C(𝑥) és un
tancat.

Demostració. □
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Capítol 20
Models probabilístics

20.1 L’espai de probabilitat

20.1.1 Espais mostrals
Definició 20.1.1 (Experiment aleatori). Definirem de manera informal els fenòmens
que estudiarem, els experiments aleatoris. Aquests tenen les següents propietats:

1. Coneixem tots els possibles resultats de l’experiment, però no el que sortirà. El
conjunt de possibles resultats Ω serà l’espai mostral.

2. Tenim alguna manera d’assignar probabilitats als resultats, o a conjunts de
resultats.

Exemple 20.1.2. Volem determinar l’espai mostral dels següents experiments:

1. Llençar un dau de sis cares.

2. Un partit de bàsquet.

3. Llençar una moneda.

Solució. Així, els seus espais mostrals són, respectivament,

1. Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

2. Ω = N × N.

3. Ω = {H,T}. ♢

Definició 20.1.3 (Esdeveniment). Sigui 𝐴 ⊆ Ω un subconjunt d’un espai mostral Ω.
Aleshores direm que 𝐴 és un esdeveniment.

Si el resultat 𝜔 ∈ 𝐴 ⊆ Ω s’ha realitzat direm que l’esdeveniment 𝐴 s’ha realitzat.
També definim

1. Direm que 𝐴 = Ω és l’esdeveniment segur i 𝐴 = ∅ és l’esdeveniment impossible.

2. Direm que 𝐵 = Ω \ 𝐴 és l’esdeveniment contrari a l’esdeveniment 𝐴.

Exemple 20.1.4. Volem determinar els conjunts d’esdeveniments següents:
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1. Tirar un dau de sis cares i que surti un nombre parell.

2. Una partit de bàsquet on guanya el visitant.

3. Un món on acabo aquests apunts abans que la carrera.

Solució. Els conjunts d’esdeveniments són, respectivament,

1. 𝐴 = {2, 4, 6}.

2. 𝐴 = {(𝑚, 𝑛) ∈ N × N | 𝑛 > 𝑚}.

3. 𝐴 = ∅. ♢

20.1.2 Àlgebres i 𝜎-àlgebres
Definició 20.1.5 (Àlgebra). Sigui A una col.lecció de subconjunts Ω tal que

1. Ω ∈ A.

2. Si 𝐴 ∈ A, aleshores Ω \ 𝐴 ∈ A.

3. Si 𝐴, 𝐵 ∈ A, aleshores 𝐴 ∪ 𝐵 ∈ A.

Aleshores direm que A és un àlgebra de conjunts sobre Ω.

Observació 20.1.6. Si A és un àlgebra, aleshores ∅ ∈ A.

Exemple 20.1.7. Sigui Ω = {1, 2, . . . , 6}. Volem veure que

A = {∅,Ω, {1, 2}, {3, 4, 5, 6}}

és un àlgebra.

Solució. Comprovem la definició d’Àlgebres i 𝜎-àlgebres (20.1.5). Tenim que Ω ∈ A.
Prenem un esdeveniment 𝐴 ∈ A i calculem Ω \ 𝐴. Podem veure tots els casos fent

Ω \ ∅ = Ω, Ω \Ω = ∅, Ω \ {1, 2} = {3, 4, 5, 6}, i Ω \ {3, 4, 5, 6} = {1, 2}.

Prenen ara 𝐴, 𝐵 ∈ A. Si 𝐴 = 𝐵 aleshores 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐴, i per tant 𝐴 ∪ 𝐵 ∈ A, i
si tenim 𝐴 ∪ 𝐵 ∈ A aleshores 𝐵 ∪ 𝐴 = 𝐴 ∪ 𝐵 ∈ A i hem acabat. També tenim que
si 𝐴 ∈ A, aleshores ∅ ∪ 𝐴 = 𝐴 ∈ A i Ω ∪ 𝐴 = Ω ∈ A. Per tant només ens cal veure el
cas

{1, 2} ∪ {3, 4, 5, 6} = {1, 2, 3, 4, 5, 6} = Ω ∈ A,

i per la definició d’Àlgebres i 𝜎-àlgebres (20.1.5) trobem que A és un àlgebra
sobre Ω ♢

Proposició 20.1.8. Siguin 𝐴, 𝐵 dos elements d’un àlgebra A. Aleshores

𝐴 ∩ 𝐵 ∈ A.

Demostració. Per la definició d’Àlgebres i 𝜎-àlgebres (20.1.5) tenim que 𝐴∁, 𝐵∁ ∈ A
i, de nou per la definició d’Àlgebres i 𝜎-àlgebres (20.1.5), tenim que 𝐴∁ ∪ 𝐵∁ ∈ A.
Ara bé,tenim que 𝐴∁ ∪ 𝐵∁ = 𝐴 ∩ 𝐵, i per tant 𝐴 ∩ 𝐵 ∈ A. □
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Definició 20.1.9 (𝜎-àlgebra). Sigui A un àlgebra tal que per a tota família {𝐴𝑛}𝑛∈N
d’elements d’A tenim que

∞⋃
𝑛=0

𝐴𝑛 ∈ A.

Aleshores direm que A és una 𝜎-àlgebra.

Observació 20.1.10. Sigui A un àlgebra sobre un conjunt Ω finit. Aleshores A és
una 𝜎-àlgebra.

Proposició 20.1.11. Sigui {𝐴𝑛}𝑛∈N una família d’elements d’un 𝜎-àlgebra A. Ales-
hores

𝐴 =

∞⋂
𝑛=0

𝐴𝑛

és un element de A.

Demostració. Tenim que

𝐴∁ =

( ∞⋂
𝑛=0

𝐴𝑛

)∁
=

( ∞⋃
𝑛=0

𝐴∁𝑛

)
.

Ara bé, per la definició d’Àlgebres i 𝜎-àlgebres (20.1.5) tenim que 𝐴∁𝑛 ∈ A per a
tot 𝑛 ∈ N, i per la definició de Àlgebres i 𝜎-àlgebres (20.1.9) trobem que 𝐴∁ ∈ A, i de
nou per la definició d’Àlgebres i 𝜎-àlgebres (20.1.5) tenim que 𝐴 ∈ A. □

20.1.3 L’àlgebra de Borel
Proposició 20.1.12. Sigui {A𝑖}𝑖∈𝐼 una família de 𝜎-àlgebres sobre un conjunt Ω.
Aleshores

A =
⋂
𝑖∈𝐼
A𝑖

és una 𝜎-àlgebra sobre Ω.

Demostració. Comprovem que A satisfà la definició Àlgebres i 𝜎-àlgebres (20.1.9).
Veiem queΩ ∈ A. Tenim per la definició de Àlgebres i𝜎-àlgebres (20.1.5) queΩ ∈ A𝑖
per a tot 𝑖 ∈ 𝐼, i per la definició d’Unió i intersecció de conjunts (3.1.13) trobem
que Ω ∈ A.

Prenem ara un 𝐴 ∈ A i considerem 𝐴∁. Si 𝐴 ∈ A tenim que per a tot 𝑖 ∈ 𝐼 es
satisfà 𝐴 ∈ A𝑖 , i per la definició d’Àlgebres i 𝜎-àlgebres (20.1.5) trobem que 𝐴∁ ∈ A𝑖
per a tot 𝑖 ∈ 𝐼, i per la definició d’Unió i intersecció de conjunts (3.1.13) tenim que es
satisfà 𝐴∁ ∈ A.

Per acabar premen 𝐴, 𝐵 ∈ A. Tenim que 𝐴, 𝐵 ∈ A𝑖 per a tot 𝑖 ∈ 𝐼, i per la
definició d’Àlgebres i 𝜎-àlgebres (20.1.5) trobem que 𝐴 ∪ 𝐵 ∈ A𝑖 per a tot 𝑖 ∈ 𝐼, i per
la definició d’Unió i intersecció de conjunts (3.1.13) trobem que 𝐴 ∪ 𝐵 ∈ A.

Per tant per la definició d’Àlgebres i 𝜎-àlgebres (20.1.5) tenim queA és un àlgebra
sobre Ω.

Prenem ara una família {𝐴𝑛}𝑛∈N d’elements d’A i denotem

𝐴 =

∞⋃
𝑛=0

𝐴𝑛.
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Tenim de nou que {𝐴𝑛}𝑛∈N també és una família d’elements d’A𝑖 per a tot 𝑖 ∈ 𝐼, i
per la definició d’Àlgebres i 𝜎-àlgebres (20.1.9) tenim que 𝐴 ∈ A𝑖 per a tot 𝑖 ∈ 𝐼, i
per la definició d’Unió i intersecció de conjunts (3.1.13) trobem que 𝐴 ∈ A, i per la
definició d’Àlgebres i 𝜎-àlgebres (20.1.9) trobem queA és una 𝜎-àlgebra sobre Ω. □

Definició 20.1.13 (𝜎-àlgebra generada per un conjunt). Sigui C ⊆ P(Ω) una família de
subconjunts d’un conjunt Ω. Denotarem el mínim 𝜎-àlgebra generada per C com 𝜎(C)
i direm que és la 𝜎-àlgebra generada per C.

Aquesta definició té sentit per la proposició 20.1.12.

Exemple 20.1.14 (𝜎-àlgebra de singletons). Denotem C = {{𝑥} ⊆ R | 𝑥 ∈ R}. Volem
veure que

𝜎(C) = {𝐴 ⊆ R | 𝐴 ó 𝐴∁ és finit o numerable}.

Solució. ♢

Definició 20.1.15 (𝜎-àlgebra de Borel). Sigui

B(R) = {U ⊆ R | U és un obert de R}.

Direm que B(R) és la 𝜎-àlgebra de Borel. Direm que els elements de B(R) són
conjunts borelians.

20.1.4 Probabilitats
Definició 20.1.16 (Probabilitat). SiguinA una𝜎-àlgebra sobre un conjuntΩ i P: A −→
[0, 1] una aplicació tal que

1. P(Ω) = 1.

2. Per a tota família {𝐴𝑛}𝑛∈N ⊆ A d’esdeveniments disjunts dos a dos tenim que

P
( ∞⋃
𝑛=0

𝐴𝑛

)
=

∞∑︁
𝑛=0

P(𝐴𝑛). (𝜎-additivitat)

Aleshores direm que P és una probabilitat.
També direm que (Ω,A, P) és un espai de probabilitat.

Notació 20.1.17 (Unió disjunta). Sigui {𝐴𝑛}𝑛∈N una família de conjunts disjunts dos a
dos. Aleshores denotarem

∞⋃
𝑛=0

𝐴𝑛 =

∞⊎
𝑛=0

𝐴𝑛

i direm que és la unió disjunta.

Proposició 20.1.18. Sigui P una probabilitat. Aleshores P(∅) = 0.

Demostració. Considerem la família {𝐴𝑛}𝑛∈N amb 𝐴𝑛 = ∅ per a tot 𝑛 ∈ N. Tenim que
per a tot 𝑖, 𝑗 ∈ N es satisfà 𝐴𝑖 ∩ 𝐴 𝑗 = ∅ i

∅ =
∞⊎
𝑛=0
∅.
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Aleshores per la definició de Probabilitats (20.1.16) tenim que

P(∅) =
∞∑︁
𝑛=0

P(∅),

i obtenim que P(∅) = 0. □

Proposició 20.1.19. Siguin P una probabilitat sobre una 𝜎-àlgebraA i 𝐴, 𝐵 ∈ A dos
esdeveniments tals que 𝐴 ⊆ 𝐵. Aleshores

P(𝐴) ≤ P(𝐵).

Demostració. Tenim que
𝐵 = 𝐴 ⊎ (𝐵 \ 𝐴).

Aleshores per la definició de Probabilitats (20.1.16) trobem que

P(𝐵) = P(𝐴 ⊎ (𝐵 \ 𝐴)) = P(𝐴) + P(𝐵 \ 𝐴),

i com que, per la definició de Probabilitats (20.1.16), tenim que P(𝐵 \ 𝐴) ≥ 0, trobem
que

P(𝐴) ≤ P(𝐵). □

Proposició 20.1.20. Siguin P una probabilitat sobre una 𝜎-àlgebraA i 𝐴, 𝐵 ∈ A dos
esdeveniments tals que 𝐴 ⊆ 𝐵. Aleshores

P(𝐵 \ 𝐴) = P(𝐵) − P(𝐴).

Demostració. Tenim que
𝐵 = 𝐴 ⊎ (𝐵 \ 𝐴).

Aleshores per la definició de Probabilitats (20.1.16) trobem que

P(𝐵) = P(𝐴 ⊎ (𝐵 \ 𝐴)) = P(𝐴) + P(𝐵 \ 𝐴),

i trobem que
P(𝐵 \ 𝐴) = P(𝐵) − P(𝐴).

□

Corol.lari 20.1.21. Siguin P una probabilitat sobre una 𝜎-àlgebra A i 𝐴 ∈ A un
esdeveniment. Aleshores

P(𝐴∁) = 1 − P(𝐴).

Proposició 20.1.22. Siguin P una probabilitat sobre una 𝜎-àlgebra A i {𝐴𝑖}𝑛𝑖=1 ⊆ A
una família d’esdeveniments. Aleshores

P
( 𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

)
=

𝑛∑︁
𝑖=1

P(𝐴𝑖) −
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=𝑖

P(𝐴𝑖 ∩ 𝐴 𝑗 )+

+
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=𝑖

𝑛∑︁
𝑘= 𝑗

P(𝐴𝑖 ∩ 𝐴 𝑗 ∩ 𝐴𝑘) + · · · + (−1)𝑛+1P
( 𝑛⋂
𝑖=1

𝐴𝑖

)
.
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Demostració. Ho veiem per inducció sobre 𝑛. Si 𝑛 = 1 tenim que

P(𝐴) = P(𝐴).

Suposem doncs que la hipòtesi és certa per a 𝑚 − 1 fixe i veiem-ho pel cas 𝑚. Tenim
que

P
( 𝑚⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

)
= P

(
𝐴𝑚 ∪

𝑚−1⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

)
= P(𝐴𝑚) + P

( 𝑚−1⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

)
− P

(
𝐴𝑚 ∩

𝑚−1⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

)
= P(𝐴𝑚) + P

( 𝑚−1⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

)
− P

( 𝑚−1⋃
𝑖=1
(𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑚)

)
=

𝑚−1∑︁
𝑖=1

P(𝐴𝑖) + P(𝐴𝑚) −
𝑚−1∑︁
𝑖=1

𝑚−1∑︁
𝑗=1

P(𝐴𝑖 ∩ 𝐴 𝑗 ) −
𝑚−1∑︁
𝑖=1

P(𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑚)

+
𝑚−1∑︁
𝑖=1

𝑚−1∑︁
𝑗=𝑖

𝑚−1∑︁
𝑘= 𝑗

P(𝐴𝑖 ∩ 𝐴 𝑗 ∩ 𝐴𝑘) +
𝑚−1∑︁
𝑖=1

𝑚−1∑︁
𝑗=𝑖

P(𝐴𝑖 ∩ 𝐴 𝑗 ∩ 𝐴𝑚)+

+ · · · + (−1)𝑚P(𝐴1 ∩ · · · ∩ 𝐴𝑚−1)+

+ (−1)𝑚
𝑚−2∑︁
𝑖=1

𝑃(𝐴1 ∩ · · · ∩ 𝐴𝑖−1 ∩ 𝐴𝑖+1 ∩ · · · ∩ 𝐴𝑚−2)+

+ (−1)𝑚P(𝐴1 ∩ · · · ∩ 𝐴𝑚)

=

𝑚∑︁
𝑖=1

P(𝐴𝑖) −
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=𝑖

P(𝐴𝑖 ∩ 𝐴 𝑗 ) + · · · + (−1)𝑚+1P
( 𝑚⋂
𝑖=1

𝐴𝑖

)
,

i pel Axiomes de Peano (4.1.7) hem acabat. □

Corol.lari 20.1.23. Siguin P una probabilitat sobre una 𝜎-àlgebra A i {𝐴𝑖}𝑛𝑖=1 ⊆ A
una família d’esdeveniments. Aleshores

P
( 𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

)
≤

𝑛∑︁
𝑖=1

P(𝐴𝑖).

Teorema 20.1.24 (Definició de Laplace). Sigui (Ω,A, P) un espai de probabilitat
amb Ω = {𝜔1, . . . , 𝜔𝑛} i A = P(Ω) tals que per a tot 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} tenim
que P({𝜔𝑖}) = P({𝜔 𝑗 }). Aleshores per a tot esdeveniment 𝐴 ∈ A tenim

P(𝐴) = |𝐴||Ω| .

Demostració. Observem que |Ω| = 1, i que

Ω =

𝑛⊎
𝑖=1
{𝜔𝑖}
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Per tant tenim que

1 = P(Ω) = P
( 𝑛⋃
𝑖=1
{𝜔𝑖}

)
=

𝑛∑︁
𝑖=1

P({𝜔𝑖}),

i com que, per hipòtesi, per a tot 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} tenim que P({𝜔𝑖}) = P({𝜔 𝑗 }),
trobem que per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} es satisfà

1 =

𝑛∑︁
𝑖=1

P({𝜔𝑖}) = 𝑛P({𝜔𝑖}),

i per tant, per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} tenim

P({𝜔𝑖}) =
1
𝑛
.

Aleshores, si 𝐴 = {𝜔𝑖1 , . . . , 𝜔𝑖𝑟 } tenim que |𝐴| = 𝑟 i que

𝐴 =

𝑟⊎
𝑗=1
{𝜔𝑖 𝑗 },

i per tant

P(𝐴) = P
( 𝑟⊎
𝑗=1
{𝜔𝑖 𝑗 }

)
=

𝑟∑︁
𝑗=1

P({𝜔𝑖 𝑗 })

=
𝑟

𝑛
=
|𝐴|
|Ω| . □

Proposició 20.1.25 (Continuïtat seqüencial per successions creixents). Siguin (Ω,A, P)
un espai de probabilitat i {𝐴𝑛}𝑛∈N ⊆ A una família d’esdeveniments tals que

𝐴0 ⊆ 𝐴1 ⊆ · · · ⊆ 𝐴𝑛 ⊆ · · ·

amb

𝐴 =

∞⋃
𝑛=0

𝐴𝑛.

Aleshores
lim
𝑛→∞

P(𝐴𝑛) = P(𝐴).

Demostració. Considerem els conjunts

𝐵𝑛 = 𝐴𝑛 ∩ 𝐴∁𝑛−1 = 𝐴𝑛 \ 𝐴𝑛−1, amb 𝐵0 = ∅. (20.1)

Aleshores tenim que
∞⋃
𝑛=0

𝐴𝑛 =

∞⊎
𝑛=0

𝐵𝑛.

341



20. Models probabilístics

Així veiem que

P(𝐴) = P
( ∞⋃
𝑛=0

𝐴𝑛

)
= P

( ∞⊎
𝑛=0

𝐵𝑛

)
=

∞∑︁
𝑛=0

P(𝐵𝑛)

=

∞∑︁
𝑛=0

P(𝐴𝑛 \ 𝐴𝑛−1) (20.1)

=

∞∑︁
𝑛=0

(
P(𝐴𝑛) − P(𝐴𝑛−1)

)
(20.1.20)

= lim
𝑛→∞

P(𝐴𝑛) − P(𝐴0)

= lim
𝑛→∞

P(𝐴𝑛) − P(∅) = lim
𝑛→∞

P(𝐴𝑛), (20.1.18)

com volíem veure. □

Proposició 20.1.26 (Continuïtat seqüencial per successions decreixents). Siguin (Ω,A, P)
un espai de probabilitat i {𝐴𝑛}𝑛∈N ⊆ A una família d’esdeveniments tals que

𝐴0 ⊇ 𝐴1 ⊇ · · · ⊇ 𝐴𝑛 ⊇ · · ·

amb

𝐴 =

∞⋂
𝑛=0

𝐴𝑛.

Aleshores

lim
𝑛→∞

P(𝐴𝑛) = P(𝐴).

Demostració. Considerem les conjunts

𝐵𝑛 = 𝐴
∁
𝑛 .

Aleshores tenim que

𝐵0 ⊆ 𝐵1 ⊆ · · · ⊆ 𝐵𝑛 ⊆ · · · ,

i per la proposició de Probabilitats (20.1.25) trobem que

lim
𝑛→∞

P(𝐵𝑛) = P
( ∞⋃
𝑛=0

𝐵𝑛

)
.
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Ara bé, tenim que

P(𝐴) = P
( ∞⋂
𝑛=0

𝐴𝑛

)
= P

( ∞⋂
𝑛=0

𝐵∁𝑛

)
= P

(( ∞⋃
𝑛=0

𝐵𝑛

)∁)
= 1 − P

( ∞⋃
𝑛=0

𝐵𝑛

)
= 1 − lim

𝑛→∞
P(𝐵𝑛)

= 1 − 1 + lim
𝑛→∞

P(𝐴𝑛) = lim
𝑛→∞

P(𝐴𝑛). □

20.2 Probabilitat condicionada i independència

20.2.1 Probabilitat condicionada
Definició 20.2.1 (Probabilitat condicionada). Siguin 𝐴, 𝐵 dos esdeveniments amb P(𝐴) ≠
0. Aleshores definim

P(𝐵 | 𝐴) = P(𝐴 ∩ 𝐵)
P(𝐴)

com la probabilitat condicionada de 𝐵 sobre 𝐴, o la probabilitat de 𝐵 donat 𝐴.

Observació 20.2.2 (Regla de les probabilitats compostes).

P(𝐴 ∩ 𝐵) = P(𝐴)P(𝐵 | 𝐴).

Proposició 20.2.3. Siguin (Ω,A, P) un espai de probabilitat i 𝐴 ∈ A un esdeveniment
amb P(𝐴) ≠ 0. Aleshores l’aplicació

P(· | 𝐴) : A −→ [0, 1]
𝐵 ↦−→ P(𝐵 | 𝐴)

és una probabilitat.

Proposició 20.2.4.

Corol.lari 20.2.5. Sigui 𝐴 un esdeveniment amb P(𝐴) ≠ 0. Aleshores

P(𝐶∁ | 𝐴) = 1 − P(𝐶 | 𝐴).

Exemple 20.2.6.

Teorema 20.2.7 (Fórmula de les probabilitats compostes). Siguin 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 esdeve-
niments tals que P(𝐴1 ∩ · · · ∩ 𝐴𝑛−1) ≠ 0. Aleshores

P(𝐴1 ∩ · · · ∩ 𝐴𝑛) = P(𝐴)P(𝐴2 | 𝐴1)P(𝐴3 | 𝐴2 ∩ 𝐴1) . . . P(𝐴𝑛 | 𝐴𝑛−1 ∩ · · · ∩ 𝐴1).

Demostració. □

Exemple 20.2.8.
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20.2.2 La fórmula de les probabilitats totals i la fórmula de Bayes
Teorema 20.2.9 (Teorema de les probabilitats totals). Siguin (Ω,A, P) un espai de
probabilitat, {𝐴𝑛}𝑛∈𝐼 ⊆ A una família numerable d’esdeveniments tals que

Ω =
⊎
𝑛∈𝐼

𝐴𝑛

amb P(𝐴𝑛) ≠ 0 per a tot 𝑛 ∈ 𝐼 i 𝐴 ∈ A un esdeveniment. Aleshores

P(𝐴) =
∑︁
𝑛∈𝐼

P(𝐴𝑛)P(𝐴 | 𝐴𝑛).

Demostració. □

Teorema 20.2.10 (Fórmula de Bayes). Siguin (Ω,A, P) un espai de probabili-
tat, {𝐴𝑛}𝑁𝑛=1 ⊆ A una família d’esdeveniments tals que

Ω =
⊎
𝑛∈𝐼

𝐴𝑛

amb P(𝐴𝑛) ≠ 0 per a tot 𝑛 ∈ {1, . . . , 𝑁} i 𝐴 ∈ A un esdeveniment tal que P(𝐴) ≠ 0.
Aleshores per a tot 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁} tenim

P(𝐴 𝑗 | 𝐴) =
P(𝐴 𝑗 )P(𝐴 | 𝐴 𝑗 )∑𝑁
𝑛=1 P(𝐴𝑛)P(𝐴 | 𝐴𝑛)

.

Demostració. □

Exemple 20.2.11.

20.2.3 Independència d’esdeveniments
Definició 20.2.12 (Esdeveniments independents). Siguin 𝐴 i 𝐵 dos esdeveniments tals
que

P(𝐴 ∩ 𝐵) = P(𝐴)P(𝐵).

Aleshores direm que els esdeveniments 𝐴 i 𝐵 són independents.

Observació 20.2.13. Siguin 𝐴 i 𝐵 dos esdeveniments. Aleshores 𝐴 i 𝐵 són independents
si i només si P(𝐵 | 𝐴) = P(𝐵).

Demostració. □

Exemple 20.2.14.

Proposició 20.2.15. Sigui (Ω,A, P) un espai de probabilitat. Aleshores per a tot
esdeveniment 𝐴 ∈ A tenim que Ω i 𝐴 són esdeveniments independents i ∅ i 𝐴 són
esdeveniments independents.

Demostració. □

Proposició 20.2.16. Siguin 𝐴 i 𝐵 dos esdeveniments. Aleshores són equivalents

1. 𝐴 i 𝐵 són esdeveniments independents.
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2. 𝐴∁ i 𝐵 són esdeveniments independents.

3. 𝐴 i 𝐵∁ són esdeveniments independents.

4. 𝐴∁ i 𝐵∁ són esdeveniments independents.

Demostració. □

Definició 20.2.17 (Esdeveniments independents). Sigui {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 una família d’esdeve-
niments tals que per a qualsevol 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ 𝐼 diferents dos a dos tenim que

P(
𝑘⋂
𝑗=1

𝐴𝑖 𝑗 ) =
𝑘∏
𝑗=1

P(𝐴𝑖 𝑗 ).

aleshores direm que els esdeveniments 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 són independents.
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Capítol 21
Variables i vectors aleatoris

21.1 Distribució i funció de distribució d’una variable aleatòria

21.1.1 Variables aleatòries
Definició 21.1.1 (Variable aleatòria). Siguin A una 𝜎-àlgebra sobre un conjunt Ω
i 𝑋 : Ω −→ R una aplicació tal que per a tot conjunt 𝐵 ∈ B(R) tenim

𝑋−1 (𝐵) ∈ A.

Aleshores direm que 𝑋 és una variable aleatòria sobre A.

Exemple 21.1.2.

Notació 21.1.3. Sigui 𝑋 : Ω −→ R una variable aleatòria sobre un 𝜎-àlgebra A.
Aleshores denotem

1. {𝑋 ∈ 𝐵} = {𝜔 ∈ Ω | 𝑋 (𝜔) ∈ 𝐵}.

2. {𝑋 = 𝑎} = {𝑋 ∈ {𝑎}}.

3. {𝑎 < 𝑋 < 𝑏} = {𝑋 ∈ (𝑎, 𝑏)}.

4. {𝑎 ≤ 𝑋 < 𝑏} = {𝑋 ∈ [𝑎, 𝑏)}.

5. {𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏} = {𝑋 ∈ (𝑎, 𝑏]}.

6. {𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏} = {𝑋 ∈ [𝑎, 𝑏]}.

Proposició 21.1.4. Siguin A una 𝜎-àlgebra sobre un conjunt Ω i 𝑋 : Ω −→ R una
aplicació tal que per a tot 𝑥 ∈ R tenim que

𝑋−1 ((−∞, 𝑥]) ∈ A.

Aleshores 𝑋 és una variable aleatòria.

Demostració. □

Proposició 21.1.5. Siguin 𝑋 i 𝑌 dues variables aleatòries i 𝜆 ∈ R un escalar.
Aleshores 𝑋 + 𝑦, 𝑋𝑌 i 𝜆𝑋 són variables aleatòries.
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Demostració. □

Proposició 21.1.6. Sigui 𝑋 : Ω −→ R una variable aleatòria sobre una 𝜎-àlgebra tal
que per a tot 𝜔 ∈ Ω tenim que 𝑋 (𝜔) ≠ 0. Aleshores 1/𝑋 és una variable aleatòria.

Demostració. □

Proposició 21.1.7. Sigui (𝑋𝑛)𝑛∈N una successió de variables aleatòries sobre una 𝜎-
àlgebra sobre un conjunt Ω tals que per a tot 𝜔 ∈ Ω tenim que la successió (𝑋𝑛 (𝜔))𝑛∈N
és convergent. Aleshores la funció

𝑋 : Ω −→ R
𝜔 ↦−→ lim

𝑛→∞
𝑋𝑛 (𝜔)

és una variable aleatòria.

Demostració. □

21.1.2 Distribució o llei d’una variable aleatòria
Proposició 21.1.8. Siguin 𝑋 : Ω −→ R una variable aleatòria i

P𝑋 : B(R) −→ R
𝐵 ↦−→ P(𝑋−1 (𝐵)).

Aleshores (R,B(R), P𝑋) és un espai de probabilitat.

Demostració. □

Definició 21.1.9 (Distribució d’una variable aleatòria). Sigui 𝑋 : Ω −→ R una variable
aleatòria. Aleshores direm que la funció

P𝑋 : B(R) −→ R
𝐵 ↦−→ P(𝑋−1 (𝐵))

és la distribució de 𝑋 . També direm que és la llei de 𝑋 .

Exemple 21.1.10.

21.1.3 Igualtat i igualtat quasi segura de variables aleatòries
Definició 21.1.11 (Igualtat de variables aleatòries). Siguin 𝑋 i 𝑌 dues variables
aleatòries tals que per a tot 𝐵 ∈ B(R) tenim que

P𝑋 (𝐵) = P𝑌 (𝐵).

Aleshores direm que 𝑋 i 𝑌 tenen la mateixa distribució, i ho denotarem com

𝑋
L
= 𝑌 .

Exemple 21.1.12.
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Definició 21.1.13 (Igualtat quasi segura de variables aleatòries). Siguin 𝑋 i 𝑌 dues
variables aleatòries sobre una 𝜎-àlgebra A tals que P{𝑋 = 𝑌 } = 1. Aleshores direm
que 𝑋 i 𝑌 són iguals quasi segurament i ho denotarem com

𝑋
qs
= 𝑌 .

Observació 21.1.14. Siguin 𝑋 i 𝑌 dues variables aleatòries tals que 𝑋 qs
= 𝑌 . Alesho-

res 𝑋 L= 𝑌 .

Exemple 21.1.15.

21.1.4 Funció de distribució d’una variable aleatòria
Definició 21.1.16 (Funció de distribució). Siguin 𝑋 una variable aleatòria i

𝐹 : R −→ [0, 1]
𝑥 ↦−→ P{𝑋 ≤ 𝑥}

una funció. Aleshores direm que 𝐹 és la funció de distribució de 𝑋 .

Proposició 21.1.17. Sigui 𝐹 una funció de distribució. Aleshores 𝐹 és creixent.

Demostració. □

Proposició 21.1.18. Sigui 𝐹 una funció de distribució. Aleshores per a tot 𝑥 ∈ R tenim
que

lim
𝑡→𝑥
𝑡<𝑥

𝐹 (𝑡) = 𝐹 (𝑥) i lim
𝑡→𝑥
𝑡>𝑥

𝐹 (𝑡) = 𝐿 ∈ R.

Demostració. □

Proposició 21.1.19. Sigui 𝐹 una funció de distribució. Aleshores

lim
𝑥→−∞

𝐹 (𝑥) = 0 i lim
𝑥→∞

𝐹 (𝑥) = 1.

Demostració. □

Proposició 21.1.20. Sigui 𝐹 una funció de distribució. Aleshores el conjunt de punts
de discontinuïtat de 𝐹 és com a màxim numerable.

Demostració. □

Proposició 21.1.21. Sigui 𝐹 una funció de distribució d’una variable aleatòria 𝑋 .
Aleshores per a tot 𝑠, 𝑡 ∈ R tenim que

P{𝑠 < 𝑋 ≤ 𝑡} = 𝐹 (𝑡) − 𝐹 (𝑠).

Proposició 21.1.22. Sigui 𝐹 una funció de distribució d’una variable aleatòria 𝑋 .
Aleshores per a tot 𝑥 ∈ R tenim que

P{𝑋 < 𝑥} = lim
𝑡→𝑥
𝑡<𝑥

𝐹 (𝑡).

Proposició 21.1.23. Sigui 𝐹 una funció de distribució d’una variable aleatòria 𝑋 .
Aleshores

P{𝑋 = 𝑥} = 𝐹 (𝑥) − lim
𝑡→𝑥
𝑡<𝑥

𝐹 (𝑡).
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21.2 Variables aleatòries discretes

21.2.1 Variables aleatòries discretes
Definició 21.2.1 (Variable aleatòria discreta). Sigui 𝑋 una variable aleatòria tal que
existeix un conjunt finit o numerable 𝑆 ⊆ R tal que

P{𝑋 ∈ 𝑆} = 1,

i tal que per a tot 𝑥 ∈ 𝑆 tenim
𝑃{𝑋 = 𝑥} ≠ 0.

Aleshores direm que 𝑋 és una variable aleatòria discreta. També direm que 𝑆 és el
suport de 𝑋 .

Exemple 21.2.2.

Observació 21.2.3. Sigui 𝑆 ⊆ R un conjunt finit o numerable. Aleshores 𝑆 és borelià.

Demostració. □

21.2.2 Funció de probabilitat d’una variable aleatòria
Definició 21.2.4 (Funció de probabilitat). Siguin 𝑋 una variable aleatòria discreta amb
suport 𝑆 i

𝑝 : 𝑆 −→ [0, 1]
𝑥 ↦−→ P{𝑋 = 𝑥}.

una funció. Aleshores direm que 𝑝 és la funció de probabilitat de 𝑋 . També direm
que 𝑝 és el repartiment de massa de 𝑋 .

Observació 21.2.5. Sigui 𝑋 una variable aleatòria discreta amb suport 𝑆 i funció de
probabilitat 𝑝. Aleshores ∑︁

𝑥∈𝑆
𝑝(𝑠) = 1.

Demostració. □

Proposició 21.2.6. Siguin 𝑋 una variable aleatòria discreta amb suport 𝑆 i funció de
probabilitat 𝑝, i 𝐵 ∈ B(R) un borelià. Aleshores

P{𝑋 = 𝐵} =
∑︁
𝑥∈𝑆
𝑥∈𝐵

𝑝(𝑥).

Demostració. □

Exemple 21.2.7 (Variable aleatòria degenerada). Siguin (Ω,A, P) un espai de proba-
bilitat i 𝑎 ∈ R un real. Volem veure que la funció

𝑋 : Ω −→ R
𝑥 ↦−→ 𝑎

és una variable aleatòria. També volem calcular i dibuixar la seva funció de probabilitat
i de distribució.
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Solució. ♢

Exemple 21.2.8 (Llei de Bernoulli). Sigui 𝑋 una variable aleatòria discreta amb
suport 𝑆 = {0, 1}. Volem calcular i dibuixar la seva funció de probabilitat i de
distribució.

Solució. ♢

Exemple 21.2.9 (Llei uniforme sobre 𝑛 punts). Sigui 𝑋 una variable aleatòria discreta
amb suport 𝑆 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} tal que per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} tenim que

𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖} =
1
𝑛
.

Aleshores escriurem 𝑋 ∼ Unif (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Volem calcular i dibuixar la seva funció
de probabilitat i de distribució.

Solució. ♢

Exemple 21.2.10.

21.3 Variables aleatòries absolutament contínues

21.3.1 Funcions de densitat i de distribució
Definició 21.3.1 (Variable aleatòria absolutament contínua). Sigui 𝑋 una variable
aleatòria tal que existeix una funció 𝑓 : R←− R satisfent

1. Per a tot 𝑥 ∈ R tenim que 𝑓 (𝑥) ≥ 0.

2. La funció 𝑓 és integrable sobre tot R.

3.
∫ ∞
−∞ 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 = 1.

4. Per a tot 𝑎, 𝑏 ∈ R ∪ {±∞} tenim que

P{𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏} =
∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥.

Aleshores direm que 𝑋 és una variable aleatòria absolutament contínua. També direm
que 𝑓 és la funció densitat de 𝑋 i que la funció

𝐹 (𝑥) = P{𝑋 = 𝑥} =
∫ 𝑥

−∞
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

és la funció de distribució de 𝑋 .

Observació 21.3.2. Sigui 𝐹 la funció de distribució d’una variable aleatòria absoluta-
ment contínua 𝑋 . Aleshores 𝐹 és contínua.

Exemple 21.3.3 (Llei uniforme). Siguin 𝑎, 𝑏 ∈ R dos reals amb 𝑎 < 𝑏 i 𝑋 una variable
aleatòria tal que la seva funció de densitat sigui

𝑓 (𝑥) = 1
𝑏 − 𝑎 1(𝑎,𝑏) (𝑥).

Volem calcular la seva funció de distribució i dibuixar-les.
Direm que 𝑋 ∼ Unif (𝑎, 𝑏).
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Solució. ♢

Exemple 21.3.4 (Llei exponencial). Siguin 𝜆 ∈ R un real amb 𝜆 > 0 i 𝑋 una variable
aleatòria tal que la seva funció de densitat sigui

𝑓 (𝑥) = 𝜆e−𝜆𝑥 1(0,∞) (𝑥).
Volem calcular la seva funció de distribució i dibuixar-les.

Direm que 𝑋 ∼ Exp(𝜆).

Solució. ♢

Exemple 21.3.5 (Distribució gaussiana). Siguin 𝜇, 𝜎 ∈ R un real amb 𝜎 > 0 i 𝑍 una
variable aleatòria tal que la seva funció de densitat sigui

𝑓 (𝑥) = 1
𝜎
√

2𝜋
e−

(𝑥−𝜇)2
2𝜎2 .

Volem comprovar que aquesta és una funció de densitat i dibuixar-la per 𝜇 = 2 i 𝜎 = 1.
Direm que 𝑍 ∼ N(𝜇, 𝜎2).

Solució. ♢

Exemple 21.3.6 (Distribució Gamma). Siguin 𝑟, 𝛼 ∈ R dos reals amb 𝑟 > 0 i 𝛼 > 0.
Volem veure que existeix una variable aleatòria 𝑋 amb funció de distribució

𝑓 (𝑥) = 𝛼𝑟

Γ(𝑟) 𝑥
𝑟−1e−𝛼𝑥 1(0,∞) (𝑥).

També volem dibuixar 𝑓 (𝑥).
Sigui una variable aleatòria 𝑋 amb funció de distribució 𝑓 (𝑥). Aleshores direm

que 𝑋 ∼ Gamma(𝑟, 𝛼).

Solució. ♢

21.3.2 Criteri per calcular densitats de variables aleatòries
Proposició 21.3.7. Sigui 𝑋 una variable aleatòria amb funció de distribució 𝐹 : R −→
R tal que

1. La funció 𝐹 és contínua R.

2. La funció 𝐹 és derivable en tot R excepte en una quantitat finita numerable de
punts.

3. La funció 𝐹′ és contínua en tot R excepte en una quantitat finita de punts.

Aleshores per a tot 𝑥 ∈ R tenim que

𝐹 (𝑥) =
∫ 𝑥

−∞
𝐹′ (𝑡) d𝑡.

Demostració. □

Exemple 21.3.8.

21.4 Vectors aleatoris

21.4.1 Vectors de variables aleatòries
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Capítol 22
Equacions diferencials de primer ordre

en una variable

22.1 Espai de funcions contínues i acotades

22.1.1 L’espai de funcions contínues i acotades és complet
Notació 22.1.1 (Espai de funcions contínues i acotades). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏
un espai topològic i 𝑇 un compacte de R𝑛. Aleshores denotem

C𝑏 (𝑋,𝑇) = { 𝑓 (𝑥) | 𝑓 (𝑥) és una funció contínua i acotada de 𝑋 a 𝑇}.

Definició 22.1.2 (Norma d’una funció). Siguin 𝑋 un espai vectorial amb una topologia,𝑇
un compacte de R𝑛 i 𝑓 (𝑥) una funció de C𝑏 (𝑋,𝑇). Aleshores definim

∥ 𝑓 ∥ = sup
𝑥∈𝑋
∥ 𝑓 (𝑥)∥

com la norma de 𝑓 .

Definició 22.1.3 (Successió de Cauchy). Sigui (𝑎𝑛)𝑛∈N una successió sobre un espai
normat 𝑋 tal que per a tots naturals 𝑛 i 𝑚 existeix un real 𝜀 > 0 tal que

∥𝑎𝑛 − 𝑎𝑚∥ < 𝜀.

Aleshores direm que (𝑎𝑛)𝑛∈N és de Cauchy.

Definició 22.1.4 (Espai mètric complet). Siguin 𝑋 amb la distància d un espai mètric
tal que per a tota successió (𝑎𝑛)𝑛∈N de Cauchy tenim que

𝑎 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

és un element de 𝑋 . Aleshores direm que 𝑋 és complet.

Proposició 22.1.5. Siguin 𝑓 i 𝑔 dues funcions de C𝑏 (𝑋,𝑇) i

d( 𝑓 , 𝑔) = ∥ 𝑓 − 𝑔∥.

Aleshores per a tot 𝑓 , 𝑔 i ℎ de C𝑏 (𝑋,𝑇) es satisfà
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1. d( 𝑓 , 𝑔) ≥ 0.

2. d( 𝑓 , 𝑔) = 0 si i només si 𝑓 = 𝑔.

3. d( 𝑓 , 𝑔) ≤ d( 𝑓 , ℎ) + d(ℎ, 𝑔).

4. d( 𝑓 , 𝑔) = d(𝑔, 𝑓 ).

Demostració. Comencem veient el punt (1). Per la definició de L’espai de funcions
contínues i acotades és complet (22.1.2) tenim que

d( 𝑓 , 𝑔) = sup
𝑥∈𝑋
∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥)∥,

i per tant ha de ser d( 𝑓 , 𝑔) ≥ 0.
Veiem ara el punt (2). Si 𝑓 = 𝑔 aleshores tenim que per a tot 𝑥 de 𝑋 es

satisfà 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥), i per tant trobem

sup
𝑥∈𝑋
∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥)∥ = 0,

i això és que d( 𝑓 , 𝑔) = 0.
Suposem ara que d( 𝑓 , 𝑔) = 0. Per la definició de L’espai de funcions contínues i

acotades és complet (22.1.2) ha de ser

sup
𝑥∈𝑋
∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥)∥ = 0,

i per tant trobem que 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥) per a tot 𝑥 de 𝑋 i per tant tenim que ha de ser 𝑓 = 𝑔.
Veiem ara el punt (3). Tenim que

d( 𝑓 , 𝑔) = sup
𝑥∈𝑋
∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥)∥

= sup
𝑥∈𝑋
∥ 𝑓 (𝑥) − ℎ(𝑥) + ℎ(𝑥) − 𝑔(𝑥)∥

≤ sup
𝑥∈𝑋
∥ 𝑓 (𝑥) − ℎ(𝑥)∥ + sup

𝑥∈𝑋
∥ℎ(𝑥) − 𝑔(𝑥)∥ = d( 𝑓 , ℎ) + d(ℎ, 𝑔).

Per acabar veiem el punt (4). Tenim que

d( 𝑓 , 𝑔) = sup
𝑥∈𝑋
∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥)∥

= sup
𝑥∈𝑋
∥𝑔(𝑥) − 𝑓 (𝑥)∥ = d(𝑔, 𝑓 ). □

Definició 22.1.6 (Distància entre funcions). Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai
topològic, 𝑇 un compacte de R𝑛 i 𝑓 i 𝑔 dues funcions de C𝑏 (𝑋,𝑇). Aleshores definim

d( 𝑓 , 𝑔) = ∥ 𝑓 − 𝑔∥

com la distància entre 𝑓 i 𝑔 en C𝑏 (𝑋,𝑇).
Aquesta definició té sentit per la proposició 22.1.5.

Lema 22.1.7. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic i 𝑇 un compacte de R𝑛.
Aleshores C𝑏 (𝑋,𝑇) amb la distància d és espai mètric.

Demostració. □
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Notació 22.1.8. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic i 𝑇 un compacte de R𝑛.
Aleshores denotarem per C𝑏 (𝑋,𝑇) l’espai mètric de amb la distància entre funcions d.

Observem que això té sentit pel lema 22.1.7.

Teorema 22.1.9. Siguin 𝑋 amb la topologia 𝜏 un espai topològic i 𝑇 un compacte
de R𝑛. Aleshores C𝑏 (𝑋,𝑇) és espai mètric complet.

Demostració. Sigui ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una successió de Cauchy de C𝑏 (𝑋,𝑇). Per la definició
de L’espai de funcions contínues i acotades és complet (22.1.3) tenim que per a tots
naturals 𝑛 i 𝑚 existeix un real 𝜀 > 0 tal que

∥ 𝑓𝑛 − 𝑓𝑚∥ < 𝜀.

Per la definició de L’espai de funcions contínues i acotades és complet (22.1.6) trobem
que

sup
𝑥∈𝑋
∥ 𝑓𝑛 (𝑥) − 𝑓𝑚 (𝑥)∥ < 𝜀

i trobem que per a tot 𝑥 de 𝑋 es satisfà

∥ 𝑓𝑛 (𝑥) − 𝑓𝑚 (𝑥)∥ < 𝜀

i per la definició de L’espai de funcions contínues i acotades és complet (22.1.3) trobem
que la successió ( 𝑓𝑛 (𝑥))𝑛∈N és de Cauchy, i per la definició de Definicions (1.2.3)
trobem que la successió ( 𝑓𝑛 (𝑥))𝑛∈N és convergent. Denotem, per a tot 𝑥 de 𝑋 ,

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 (𝑥) = 𝑓 (𝑥). (22.1)

Sigui 𝑛0 un natural. Per la definició de Definicions (1.2.3) tenim que existeix un
real 𝜀 > 0 tal que per a tot 𝑛 i 𝑚 enters amb 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0

∥ 𝑓𝑛 (𝑥) − 𝑓𝑚 (𝑥)∥ <
𝜀

2
.

Ara bé, per (22.1) tenim, per a tot 𝑥 de 𝑋 , que

lim
𝑚→∞
∥ 𝑓𝑛 (𝑥) − 𝑓𝑚 (𝑥)∥ = ∥ 𝑓𝑛 (𝑥) − 𝑓 (𝑥)∥.

Per tant tenim que per a tot 𝑥 de 𝑋 es satisfà

∥ 𝑓𝑛 (𝑥) − 𝑓 (𝑥)∥ ≤
𝜀

2
< 𝜀

i per la definició de Convergència uniforme (9.2.4) tenim que ( 𝑓𝑛)𝑛∈N convergeix
uniformement a 𝑓 (𝑥), i per la definició de L’espai de funcions contínues i acotades és
complet (22.1.4) tenim que C𝑏 (𝑋,𝑇) és complet. □

22.1.2 Aplicacions contractives i punts fixes
Definició 22.1.10 (Aplicació contractiva). Siguin 𝑋 amb la distància d un espai mètric
i 𝑇 : 𝑋 −→ 𝑋 una aplicació tal que existeixi un real 0 < 𝑘 < 1 satisfent, per a tots 𝑥 i 𝑦
de 𝑋 ,

d(𝑇 (𝑥), 𝑇 (𝑦)) ≤ 𝑘 d(𝑥, 𝑦).

Aleshores direm que 𝑇 és una aplicació contractiva sobre X.
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Observació 22.1.11. Siguin 𝑋 amb la distància d un espai mètric i 𝑇 una aplicació
contractiva sobre 𝑋 . Aleshores 𝑇 és uniformement contínua.

Definició 22.1.12 (Punt fix). Siguin 𝑋 amb la distància d un espai mètric, 𝑇 una
aplicació contractiva sobre 𝑋 i 𝑎 un punt tal que d(𝑎, 𝑇 (𝑎)) = 0. Aleshores direm
que 𝑎 és un punt fix de 𝑇 .

Teorema 22.1.13. Siguin 𝑋 amb la distància d un espai mètric complet i 𝑇 una
aplicació contractiva sobre 𝑋 . Aleshores 𝑇 té un únic punt fix.

Demostració. Per la definició d’Aplicacions contractives i punts fixes (22.1.10) tenim
que existeix un real 0 < 𝑘 < 1 tal que per a tots 𝑥 i 𝑦 de 𝑋 es satisfà

d(𝑇 (𝑥), 𝑇 (𝑦)) ≤ 𝑘 d(𝑥, 𝑦). (22.2)

Veiem que si existeix un punt fix aquest és únic. Suposem que existeixen dos
punts 𝑎 i 𝑏 de 𝑋 tals que 𝑎 i 𝑏 són punts fixos de 𝑇 . Aleshores tenim que

d(𝑎, 𝑏) = d(𝑇 (𝑎), 𝑇 (𝑏)),

i per (22.2) tenim que
d(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑘 d(𝑎, 𝑏).

Ara bé, com que 0 < 𝑘 < 1, ha de ser d(𝑎, 𝑏) = 0, i per tant trobem que 𝑎 = 𝑏.
Veiem ara que existeix un punt fix. Prenem un element 𝑥 de 𝑋 i considerem la

successió (𝑇𝑛 (𝑥))𝑛∈N. Sigui 𝑟 un natural. Aleshores tenim que per a tot 𝑛 natural

d(𝑇𝑛+𝑟 (𝑥), 𝑇𝑛 (𝑥)) ≤ 𝑘 d(𝑇𝑛+𝑟−1 (𝑥), 𝑇𝑛−1 (𝑥)) (22.2)
≤ 𝑘2 d(𝑇𝑛+𝑟−2 (𝑥), 𝑇𝑛−2 (𝑥)) (22.2)
...

≤ 𝑘𝑛 d(𝑇𝑟 (𝑥), 𝑥) (22.2)
≤ 𝑘𝑛 (d(𝑇𝑟 (𝑥), 𝑇𝑟−1 (𝑥)) + d(𝑇𝑟−1 (𝑥), 𝑇𝑟−2 (𝑥)) + . . .
· · · + d(𝑇 (𝑥), 𝑥))

≤ 𝑘𝑛
(
𝑘𝑟−1 d(𝑇 (𝑥), 𝑥) + 𝑘𝑟−2 d(𝑇 (𝑥), 𝑥) + · · · + d(𝑇 (𝑥), 𝑥)

)
= 𝑘𝑛 (1 + 𝑘 + 𝑘2 + · · · + 𝑘𝑟+1) d(𝑇 (𝑥), 𝑥)

<
𝑘𝑛

1 − 𝑘 d(𝑇 (𝑥), 𝑥). (9.1.3)

Ara bé, com que 0 < 𝑘 < 1 tenim que existeix un real 𝜀 > 0 tal que

d(𝑇𝑛+𝑟 (𝑥), 𝑇𝑛 (𝑥)) < 𝜀,

i per la definició de L’espai de funcions contínues i acotades és complet (22.1.3) tenim
que la successió (𝑇𝑛 (𝑥)) és una successió de Cauchy, i com que, per hipòtesi, 𝑋 és
complet, tenim que existeix un element 𝑝 de 𝑋 tal que

𝑝 = lim
𝑛→∞

𝑇𝑛 (𝑥). (22.3)

Considerem el límit
lim
𝑛→∞

𝑇 (𝑇𝑛 (𝑥)).
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Com que, per l’observació 22.1.11, 𝑇 és contínua, tenim que

lim
𝑛→∞

𝑇 (𝑇𝑛 (𝑥)) = 𝑇
(

lim
𝑛→∞

𝑇𝑛 (𝑥)
)

i per (22.3) trobem que
lim
𝑛→∞

𝑇 (𝑇𝑛 (𝑥)) = 𝑇 (𝑝).

Ara bé, tenim que
lim
𝑛→∞

𝑇 (𝑇𝑛 (𝑥)) = lim
𝑛→∞

𝑇𝑛+1 (𝑥)

i per tant trobem que
𝑇 (𝑝) = 𝑝,

i per la definició de Aplicacions contractives i punts fixes (22.1.12) hem acabat. □

Corol.lari 22.1.14. Siguin 𝑋 amb la distància d un espai mètric complet i 𝑇 una
aplicació de 𝑋 en 𝑋 tal que existeix un natural 𝑘 satisfent que 𝑇 𝑘 sigui una aplicació
contractiva sobre 𝑋 . Aleshores 𝑇 té un únic punt fix.

Demostració. Suposem que existeixen dos punts 𝑥 i 𝑦 de 𝑋 tals que 𝑥 i 𝑦 són punts
fixos de 𝑇 . Aleshores per la definició de Aplicacions contractives i punts fixes (22.1.12)
tenim que

𝑇 𝑘 (𝑥) = 𝑥

i
𝑇 𝑘 (𝑦) = 𝑦.

Ara bé, pel Teorema 22.1.13 tenim que ha de ser 𝑥 = 𝑦, i per tant aquest punt és únic.
Veiem ara que existeix un punt 𝑥 tal que 𝑇 (𝑥) = 𝑥. Tenim, per hipòtesi, que existeix

un 𝑘 natural tal que 𝑇 𝑘 és contractiva, i pel Teorema 22.1.13 tenim que existeix un
punt 𝑥 de 𝑋 tal que 𝑇 𝑘 (𝑥) = 𝑥. Tenim també que

𝑇 𝑘+1 (𝑥) = 𝑇 (𝑇 𝑘 (𝑥)), (22.4)

i per tant
𝑇 𝑘+1 (𝑥) = 𝑥 (22.5)

i amb (22.4) i (22.5), com que 𝑇 𝑘 (𝑥) = 𝑥, trobem que

𝑇 (𝑥) = 𝑥. □

22.2 Teoremes d’existència i unicitat

22.2.1 Problema de Cauchy
Definició 22.2.1 (Equació diferencial ordinària). Siguin Ω ⊆ R × R𝑛 un conjunt
i 𝑓 : Ω −→ R𝑛 una funció. Aleshores direm que l’expressió

d𝑢(𝑡)
d𝑡

= 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡))

és una equació diferencial ordinària sobre Ω.
Denotarem

¤𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡)).
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Definició 22.2.2 (Solució d’una equació diferencial ordinària). Siguin

¤𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡))

una equació diferencial ordinària sobre Ω, 𝐼 ⊆ R un interval i 𝑢 : 𝐼 −→ R𝑛 una
funció tal que per a tot 𝑡 ∈ 𝐼 es satisfà que (𝑡, 𝑢(𝑡)) ∈ Ω i que 𝑢 és derivable en 𝐼
amb 𝑢′ (𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡)). Aleshores direm que 𝑢 és una solució de l’equació diferencial
ordinària

¤𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡)).

Exemple 22.2.3. Volem trobar una solució a l’equació diferencial ordinària

¤𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡).

Solució. 𝑒𝑡𝐾 . ♢

Definició 22.2.4 (Problema de Cauchy). Sigui

¤𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡))

una equació diferencial ordinària sobre Ω i (𝑡0, 𝑥0) ∈ Ω un punt. Aleshores direm que
el sistema {

¤𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡))
𝑢(𝑡0) = 𝑥0

és un problema de Cauchy sobre Ω. Direm que una solució d’aquest problema de
Cauchy és una funció 𝑢 tal que 𝑢 és solució de l’equació diferencial

¤𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡))

i es satisfà 𝑢(𝑡0) = 𝑥0.
Això té sentit per la definició de Problema de Cauchy (22.2.2).

Observació 22.2.5. Sigui {
¤𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡))
𝑢(𝑡0) = 𝑥0

un problema de Cauchy sobre Ω. Aleshores una funció 𝑢 és una solució d’aquest
sistema si i només si

𝑢(𝑡) = 𝑥0 +
∫ 𝑡

𝑡0

𝑓 (𝑠, 𝑢(𝑠)) d𝑠.

22.2.2 El Teorema de Picard
Definició 22.2.6 (Funció Lipschitz respecte la segona variable). Siguin Ω = R ×R𝑛 un
conjunt, 𝐾 ≥ 0 un real i 𝑓 : Ω −→ R𝑛 una funció tal que

∥ 𝑓 (𝑡, 𝑥) − 𝑓 (𝑡, 𝑦)∥ ≤ 𝐾 ∥𝑥 − 𝑦∥

per a tot (𝑡, 𝑥) i (𝑡, 𝑦) de Ω. Aleshores direm que 𝑓 és Lipschitz respecte la segona
variable.

Exemple 22.2.7. Volem veure que els polinomis són funcions Lipschitz respecte la
segona variable.
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Solució. ♢

Teorema 22.2.8 (Teorema de Picard). Siguin 𝑎 i 𝑏 dos reals positius,{
¤𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡))
𝑢(𝑡0) = 𝑥0

un problema de Cauchy sobre Ω = [𝑡0 − 𝑎, 𝑡0 + 𝑎] × B(𝑥0, 𝑏) i

𝑀 = max
(𝑡 ,𝑥 ) ∈Ω

∥ 𝑓 (𝑡, 𝑥)∥.

Aleshores aquest problema de Cauchy té una única solució sobre l’interval[
𝑡0 −min

{
𝑎,
𝑏

𝑀

}
, 𝑡0 +min

{
𝑎,
𝑏

𝑀

}]
.

Demostració. Denotem 𝑋 = C𝑏 ((𝑡0 − 𝑎, 𝑡0 + 𝑎),B(𝑥0, 𝑏)) i definim una aplicació

𝑇 : 𝑋 −→ 𝑋

𝑢(𝑡) ↦−→ 𝑥0 +
∫ 𝑡

𝑡0

𝑓 (𝑠, 𝑢(𝑠)) d𝑠.

Per l’observació 22.2.5 trobem que una funció 𝑢(𝑡) és solució del problema de Cauchy
de l’enunciat si i només si

𝑇 (𝑢(𝑡)) = 𝑢(𝑡).

Tenim que si 𝑢 és un element de 𝑋 , aleshores 𝑇 (𝑢) també pertany a 𝑋 , ja que si
prenem un 𝑡 de (𝑡0 − 𝑎, 𝑡0 + 𝑎) trobem que

∥𝑇 (𝑢(𝑡)) − 𝑥0∥ =
𝑥0 − 𝑥0 +

∫ 𝑡

𝑡0

𝑓 (𝑠, 𝑢(𝑠)) d𝑠


=

∫ 𝑡

𝑡0

𝑓 (𝑠, 𝑢(𝑠)) d𝑠


≤
����∫ 𝑡

𝑡0

∥ 𝑓 (𝑠, 𝑢(𝑠))∥ d𝑠
���� (7.1.19)

≤ 𝑀 |𝑡 − 𝑡0 | ≤ 𝑏.

i per tant tenim que
∥𝑇 (𝑢(𝑡)) − 𝑥0∥ ≤ 𝑏.

Per la definició de Boles i oberts (16.1.2) trobem que 𝑇 (𝑢(𝑡)) és un element de B(𝑥0, 𝑏),
i per tant 𝑇 (𝑢) és un element de 𝑋 per a tot 𝑢 de 𝑋 .

Per hipòtesi tenim que 𝑓 és Lipschitz respecte la segona variable, i per la definició
de El Teorema de Picard (22.2.6) trobem que existeix un real 𝐾 ≥ 0 tal que

∥ 𝑓 (𝑡, 𝑥) − 𝑓 (𝑡, 𝑦)∥ ≤ 𝐾 ∥𝑥 − 𝑦∥. (22.6)

Volem veure que per a tot 𝑚 natural, 𝑢 i 𝑣 funcions de 𝑋 i 𝑡 de (𝑡0 − 𝑎, 𝑡0 + 𝑎) tenim

∥𝑇𝑚 (𝑢(𝑡)) − 𝑇𝑚 (𝑣(𝑡))∥ ≤ 𝐾
𝑚

𝑚!
|𝑡 − 𝑡0 |𝑚 d(𝑢, 𝑣).
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Ho fem per inducció. Veiem el cas 𝑚 = 1. Tenim

∥𝑇 (𝑢(𝑡)) − 𝑇 (𝑣(𝑡))∥ =
∫ 𝑡

𝑡0

𝑓 (𝑠, 𝑢(𝑠)) d𝑠 −
∫ 𝑡

𝑡0

𝑓 (𝑠, 𝑣(𝑠)) d𝑠


=

∫ 𝑡

𝑡0

( 𝑓 (𝑠, 𝑢(𝑠)) − 𝑓 (𝑠, 𝑣(𝑠))) d𝑠
 (7.1.17)

≤
����∫ 𝑡

𝑡0

∥ 𝑓 (𝑠, 𝑢(𝑠)) − 𝑓 (𝑠, 𝑣(𝑠))∥ d𝑠
���� (7.1.19)

≤
����∫ 𝑡

𝑡0

𝐾 ∥𝑢(𝑠) − 𝑣(𝑠)∥ d𝑠
���� (22.6)

= 𝐾

����∫ 𝑡

𝑡0

∥𝑢(𝑠) − 𝑣(𝑠)∥ d𝑠
���� (7.1.17)

≤ 𝐾 |𝑡 − 𝑡0 | d(𝑢, 𝑣).

Suposem ara que l’hipòtesi és certa per a 𝑚 − 1 fix. És a dir, suposem que𝑇𝑚−1 (𝑢(𝑡)) (𝑡) − 𝑇𝑚−1 (𝑣) (𝑡)
 ≤ 𝐾𝑚−1

(𝑚 − 1)! |𝑡 − 𝑡0 |
𝑚−1 d(𝑢, 𝑣) (22.7)

i veiem que també és cert per 𝑚. Tenim pel Teorema 7.1.19 que

∥𝑇𝑚 (𝑢(𝑡)) − 𝑇𝑚 (𝑣(𝑡))∥ =
∫ 𝑡

𝑡0

(
𝑓 (𝑠, 𝑇𝑚−1 (𝑢(𝑠))) − 𝑓 (𝑠, 𝑇𝑚−1 (𝑣(𝑠)))

)
d𝑠


≤

����∫ 𝑡

𝑡0

 𝑓 (𝑠, 𝑇𝑚−1 (𝑢(𝑠))) − 𝑓 (𝑠, 𝑇𝑚−1 (𝑣(𝑠)))
 d𝑠

����
≤

����∫ 𝑡

𝑡0

𝐾
𝑇𝑚−1 (𝑢(𝑠)) − 𝑇𝑚−1 (𝑣(𝑠))

 d𝑠
���� (22.6)

≤
����∫ 𝑡

𝑡0

𝐾𝑚

(𝑚 − 1)! |𝑠 − 𝑡0 |
𝑚−1 d(𝑢, 𝑣) d𝑠

���� (22.7)

=
𝐾𝑚

(𝑚 − 1)! d(𝑢, 𝑣)
∫ 𝑡

𝑡0

|𝑠 − 𝑡0 |𝑚−1 d𝑠 (7.1.17)

=
𝐾𝑚

𝑚!
|𝑡 − 𝑡0 |𝑚 d(𝑢, 𝑣).

Per tant, pel Axiomes de Peano (4.1.7) tenim que per a tot 𝑚 natural, 𝑢 i 𝑣 funcions
de 𝑋 i 𝑡 de (𝑡0 − 𝑎, 𝑡0 + 𝑎) es satisfà

∥𝑇𝑚 (𝑢(𝑡)) − 𝑇𝑚 (𝑣(𝑡))∥ ≤ 𝐾
𝑚

𝑚!
|𝑡 − 𝑡0 |𝑚 d(𝑢, 𝑣),

com volíem veure.
Ara bé, tenim que

lim
𝑚→∞

𝐾𝑚

𝑚!
|𝑡 − 𝑡0 |𝑚 = 0,

i per la definició de Definicions (1.2.3) tenim que existeix un natural 𝑛0 tal que per a
tot 𝑛 > 𝑛0 es satisfà

0 <
𝐾𝑚

𝑚!
|𝑡 − 𝑡0 |𝑚 < 1.
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Per tant, per la definició d’Aplicacions contractives i punts fixes (22.1.10) tenim
que per a tot 𝑛 > 𝑛0 l’aplicació 𝑇𝑛 és una aplicació contractiva, i pel corol.lari 22.1.14
tenim que existeix una única funció 𝑢 de 𝑋 tal que

𝑇 (𝑢(𝑡)) = 𝑢(𝑡). □

Corol.lari 22.2.9. Siguin 𝐼 ⊆ R un interval tancat i{
¤𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡))
𝑢(𝑡0) = 𝑥0.

un problema de Cauchy sobre Ω = 𝐼 × R𝑛 tal que 𝑓 és una funció contínua i Lipschitz
respecte la segona variable. Aleshores aquest problema de Cauchy té una única solució
definida en l’interval 𝐼.

Demostració. Quan 𝑏 tendeix a infinit tenim que B(𝑥0, 𝑏) = R𝑛. □

22.2.3 El Teorema de Peano
Definició 22.2.10 (Família de funcions puntualment acotada). Sigui 𝐻 una família de
funcions de C𝑏 (𝑋,𝑇) tal que per a tot 𝑥 de 𝑋 existeix un real 𝑀𝑥 tal que

∥ 𝑓 (𝑥)∥ < 𝑀𝑥

per a tot 𝑓 de 𝐻. Aleshores direm que 𝐻 és puntualment acotada.

Definició 22.2.11 (Família de funcions equicontínua). Siguin 𝐻 una família de funcions
de C𝑏 (𝑋,𝑇) i 𝑥 un punt de 𝑋 tal que per a tot 𝜀 > 0 existeix un entorn 𝑁𝑥 de 𝑥 tal que
per a tot 𝑦 de 𝑁𝑥 i 𝑓 de 𝐻 es satisfà

∥ 𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)∥ < 𝜀.

Aleshores direm que 𝐻 és equicontínua en 𝑥. Si 𝐻 és equicontínua en 𝑥 per a tot 𝑥
de 𝑋 direm que 𝐻 és equicontínua en 𝑋 .

També, si C𝑏 (𝑋,𝑇) té la distància d i, per a tot 𝜀 > 0 existeix un 𝛿 > 0 tal que per
a tot 𝑦 ∈ 𝑋 tal que d(𝑥, 𝑦) < 𝛿, i per a tot 𝑓 ∈ 𝐻 es satisfà

∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)∥ < 𝜀.

Aleshores direm que 𝐻 és uniformement equicontínua en 𝑋 .

Observació 22.2.12. Sigui 𝐻 una família de funcions uniformement equicontínua.
Aleshores 𝐻 és una família de funcions equicontínua.

Lema 22.2.13 (Teorema d’Arzelà-Ascoli). Siguin 𝑋 un compacte i ( 𝑓𝑛)𝑛∈N una
successió de funcions de C𝑏 (𝑋,𝑇) equicontínua i puntualment acotada. Aleshores la
successió ( 𝑓𝑛)𝑛∈N té una parcial uniformement convergent.

Demostració. Prenem un real 𝜀 > 0. Per la definició de El Teorema de Peano (22.2.11)
tenim que per a tot punt 𝑥 de 𝑋 existeix un entorn 𝑁𝑥 de 𝑥 tal que per a tot 𝑦 de 𝑁𝑥
tenim, per a tot 𝑛 natural, que

∥ 𝑓𝑛 (𝑦) − 𝑓𝑛 (𝑥)∥ <
𝜀

3
.
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Ara bé, per la definició d’Entorns, interior i adherència (16.2.11) tenim que existeix un
obertV𝑥 de 𝑋 tal que 𝑥 és un element deV𝑥 iV𝑥 és un subconjunt de 𝑁𝑥 . Per tant
tenim que per a tot 𝑦 deV𝑥 , per a tot 𝑛 natural, es satisfà

∥ 𝑓𝑛 (𝑦) − 𝑓𝑛 (𝑥)∥ <
𝜀

3
. (22.8)

També tenim, per hipòtesi, que 𝑋 és compacte, i per tant existeix una família {𝑥𝑖}𝑘𝑖=1 de
punts de 𝑋 tals que

𝑋 =

𝑘⋃
𝑖=1
V𝑥𝑖 . (22.9)

Com que, per hipòtesi, la ( 𝑓𝑛)𝑛∈N és una successió de funcions puntualment acotada,
per la definició de El Teorema de Peano (22.2.10) tenim que existeix un real 𝑀 tal que
per a tot 𝑛 natural tenim

∥ 𝑓𝑛 (𝑥𝑖)∥ < 𝑀,

i tenim pel Teoremes (1.2.20) que existeix una parcial ( 𝑓 1
𝑛 (𝑥1))𝑛∈N de ( 𝑓𝑛 (𝑥𝑖))𝑛∈N

convergent. Podem repetir l’argument per trobar una successió de la forma

( 𝑓 𝑘𝑛 (𝑥𝑖))𝑛∈N per a tot 𝑖 de {1, . . . , 𝑘}.

Tenim que la successió ( 𝑓 𝑘𝑛 (𝑥𝑖))𝑛∈N és convergent. Per tant, per la definició de
Definicions (1.2.3) trobem que existeix un element de 𝑋 , 𝑓 𝑘 (𝑥𝑖) tal que existeix un
natural 𝑛′𝜀 satisfent que per a tot 𝑛 > 𝑛′𝜀 es compleix 𝑓 𝑘𝑛 (𝑥𝑖) − 𝑓 𝑘 (𝑥𝑖) < 𝜀

6
, (22.10)

per tant trobem, si 𝑚 > 𝑛 i 𝑛 > 𝑛′𝜀 , que 𝑓 𝑘𝑛 (𝑥𝑖) − 𝑓 𝑘𝑚 (𝑥𝑖) ≤  𝑓 𝑘𝑛 (𝑥𝑖) − 𝑓 𝑘 (𝑥𝑖) +  𝑓 𝑘 (𝑥𝑖) − 𝑓 𝑘𝑚 (𝑥𝑖)
≤ 𝜀

6
+ 𝜀

6
(22.10)

i per tant  𝑓 𝑘𝑛 (𝑥𝑖) − 𝑓 𝑘𝑚 (𝑥𝑖) ≤ 𝜀3 . (22.11)

Prenem ara un element 𝑥 de 𝑋 . Per (22.9) tenim que existeix un 𝑗 de {1, . . . , 𝑘} tal
que 𝑥 és un element de 𝑉𝑥 𝑗 , i tenim que 𝑓 𝑘𝑛 (𝑥) − 𝑓 𝑘𝑚 (𝑥) ≤ 𝑓 𝑘𝑛 (𝑥) − 𝑓 𝑘𝑛 (𝑥 𝑗 ) +  𝑓 𝑘𝑛 (𝑥 𝑗 ) − 𝑓 𝑘𝑚 (𝑥)

≤
 𝑓 𝑘𝑛 (𝑥) − 𝑓 𝑘𝑛 (𝑥 𝑗 ) +  𝑓 𝑘𝑛 (𝑥 𝑗 ) − 𝑓 𝑘𝑚 (𝑥 𝑗 )+
+

 𝑓 𝑘𝑚 (𝑥 𝑗 ) − 𝑓 𝑘𝑚 (𝑥)
≤ 𝜀

3
+

 𝑓 𝑘𝑛 (𝑥 𝑗 ) − 𝑓 𝑘𝑚 (𝑥 𝑗 ) + 𝜀3 (22.8)

≤ 𝜀
3
+ 𝜀

3
+ 𝜀

3
= 𝜀 (22.11)

Tenim doncs que per a tot 𝜀 > 0 real existeix una parcial (𝑔 (𝜀)
𝑛′𝜀+𝑛
)𝑛∈N de ( 𝑓𝑛)𝑛∈N que

satisfà 𝑔 (𝜀)
𝑛′𝜀+𝑛
− 𝑔 (𝜀)

𝑛′𝜀+𝑚

 ≤ 𝜀
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per a tot 𝑛 i 𝑚 enters.
Definim, per simplificar la notació, la successió(

𝑔
(𝜀)
𝑛′𝜀+𝑛

)
𝑛∈N

=

(
𝑓
(𝜀−1 )
𝑛′
𝜀−1+𝑛

)
𝑛∈N

.

Per tant tenim que per a 𝜀 = 1 es satisfà 𝑓 (1)
𝑛′1+𝑛
(𝑥) − 𝑓 (1)

𝑛′1+𝑚
(𝑥)

 ≤ 1.

Si prenem 𝜀 = 1
2 trobem una parcial ( 𝑓 2

𝑛2+𝑛)𝑛∈N de ( 𝑓 1
𝑛1+𝑛)𝑛∈N que satisfà 𝑓 (2)𝑛2+𝑛 (𝑥) − 𝑓

(2)
𝑛2+𝑚 (𝑥)

 ≤ 1
2
.

Tenim doncs que per a tot 𝑖 natural la successió ( 𝑓 𝑖+1𝑛𝑖+1+𝑛)𝑛∈N és una parcial de la
successió ( 𝑓 𝑖+1𝑛𝑖+1+𝑛)𝑛∈N i per a tot 𝑛 i 𝑚 naturals tenim 𝑓 𝑖+1𝑛𝑖+1+𝑛 (𝑥) − 𝑓

𝑖+1
𝑛𝑖+1+𝑚 (𝑥)

 < 1
𝑖
,

i per tant, per la definició de L’espai de funcions contínues i acotades és complet
(22.1.3) trobem que la successió ( 𝑓 𝑖+1𝑛𝑖+1+𝑛)𝑛∈N és de Cauchy per a tot 𝑖 natural, i com
que pel Teorema 22.1.9 tenim que C𝑏 (𝑋,𝑇) és un espai complet, i per la Convergència
uniforme (9.2.8) trobem que la parcial ( 𝑓 𝑖+1𝑛𝑖+1+𝑛)𝑛∈N és uniformement convergent. □

Teorema 22.2.14 (Teorema Peano). Siguin 𝑎 i 𝑏 dos reals positius i{
¤𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡))
𝑢(𝑡0) = 𝑥0

(22.12)

un problema de Cauchy sobre Ω = [𝑡0 − 𝑎, 𝑡0 + 𝑎] × B(𝑥0, 𝑏), tal que 𝑓 és una funció
contínua i 𝑀 un real tal que ∥ 𝑓 (𝑡, 𝑥)∥ < 𝑀 per a tot (𝑡, 𝑥) de Ω. Aleshores aquest
problema de Cauchy té una solució sobre l’interval[

𝑡0 −min
{
𝑎,
𝑏

𝑀

}
, 𝑡0 +min

{
𝑎,
𝑏

𝑀

}]
.

Demostració. Per a tot (𝑡, 𝑥) ∈ Ω denotem

𝑓 (𝑡, 𝑥) = ( 𝑓1 (𝑡, 𝑥), . . . , 𝑓𝑛 (𝑡, 𝑥)).

Aleshores pel Teorema d’aproximació polinòmica de Weierstrass (9.3.36) trobem
que existeixen 𝑛 successions de polinomis {(𝑝𝑖𝑚)𝑚∈N}𝑛𝑖=1 tals que (𝑝𝑖𝑚) convergeix
uniformement a 𝑓𝑖 per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Per la proposició 9.2.7 trobem que (𝑝𝑖𝑚)
convergeix puntualment a 𝑓𝑖 per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, i per la definició de Convergència
d’una successió de funcions (9.2.2) trobem que per a tot (𝑡, 𝑥) ∈ Ω tenim

lim
𝑚→∞

𝑝𝑖𝑚 (𝑡, 𝑥) = 𝑓𝑖 (𝑡, 𝑥),

i denotant 𝑝𝑚 (𝑡, 𝑥) = (𝑝1
𝑚 (𝑡, 𝑥), . . . , 𝑝𝑛𝑚 (𝑡, 𝑥)) trobem que

lim
𝑚→∞

𝑝𝑚 (𝑡, 𝑥) = 𝑓 (𝑡, 𝑥). (22.13)
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Per la definició de Definicions (1.2.3) trobem que per a tot 𝜀 > 0 existeix un 𝑛0 tal que
per a tot 𝑚 > 𝑛0 es satisfà

∥ 𝑓 (𝑡, 𝑥) − 𝑝𝑚 (𝑡, 𝑥)∥ < 𝜀,

per a tot (𝑡, 𝑥) de Ω. Com que, per hipòtesi, tenim que ∥ 𝑓 (𝑡, 𝑥)∥ < 𝑀 , trobem que ha
de ser ∥𝑝𝑚 (𝑡, 𝑥)∥ < 𝑀 per a tot (𝑡, 𝑥) ∈ Ω i per a tot 𝑚 > 𝑛0.

Considerem el problema de Cauchy{
¤𝑢(𝑡) = 𝑝𝑚 (𝑡, 𝑢(𝑡))
𝑢(𝑡0) = 𝑥0

sobre Ω. Com que 𝑝𝑚 és un polinomi, per l’exemple 22.2.7 trobem que 𝑝𝑚 és Lipschitz
respecte la segona variable, i pel El Teorema de Picard (22.2.8) trobem que, per a
tot 𝑚 > 𝑛0 aquest problema de Cauchy té una única solució, 𝜑𝑚, definida sobre
l’interval

𝐼 =

[
𝑡0 −min

{
𝑎,
𝑏

𝑀

}
, 𝑡0 +min

{
𝑎,
𝑏

𝑀

}]
.

Observem que, per a tot 𝑚 > 𝑛0 i per a tot 𝑡 ∈ 𝐼, tenim que 𝜑𝑚 (𝑡) ∈ B(𝑥0, 𝑏), i per
la definició de Boles i oberts (16.1.2) trobem que

∥𝜑𝑚 (𝑡)∥ ≤ ∥𝑥0∥ + 𝑏.

Aleshores per la definició de El Teorema de Peano (22.2.10) trobem que la successió
de funcions (𝜑𝑚+𝑛0 )𝑚∈N és una família de funcions puntualment acotada.

Fixem un 𝜀 > 0 i prenem dos 𝑡 i 𝑡′ de 𝐼 amb 𝑡′ < 𝑡 tals que |𝑡, 𝑡′ | < 𝜀
𝑀

. Aleshores,
per l’observació 22.2.5, tenim que per a tot 𝑚 > 𝑛0

∥𝜑𝑚 (𝑡) − 𝜑𝑚 (𝑡′)∥ =
𝑥0 +

∫ 𝑡

𝑡0

𝑝𝑚 (𝑠, 𝜑𝑚 (𝑠)) d𝑠 −
(
𝑥0 +

∫ 𝑡 ′

𝑡0

𝑝𝑚 (𝑠, 𝜑𝑚 (𝑠)) d𝑠
)

=

∫ 𝑡

𝑡0

𝑝𝑚 (𝑠, 𝜑𝑚 (𝑠)) d𝑠 −
∫ 𝑡 ′

𝑡0

𝑝𝑚 (𝑠, 𝜑𝑚 (𝑠)) d𝑠


=

∫ 𝑡

𝑡 ′
𝑝𝑚 (𝑠, 𝜑𝑚 (𝑠)) d𝑠

 (7.1.18)

≤ 𝑀 |𝑡′ − 𝑡 | < 𝜀, (7.1.19)

i per la definició de El Teorema de Peano (22.2.11) trobem que la família de funci-
ons {𝜑𝑚+𝑛0 }𝑚∈N és uniformement equicontínua, i per l’observació 22.2.12 trobem
que {𝜑𝑚+𝑛0 }𝑚∈N és equicontínua.

Aleshores pel El Teorema de Peano (22.2.13) trobem que existeix una parcial
uniformement convergent, (𝜑𝑘)𝑘∈N, de (𝜑𝑛0+𝑚)𝑚∈N, i per la definició de Convergència
uniforme (9.2.4) existeix una funció 𝜑 tal que 𝜑𝑘 ⇒ 𝜑, i per la proposició 9.2.7 trobem
que la successió (𝜑𝑘)𝑘∈N convergeix puntualment a 𝜑, i per la definició de Convergència
d’una successió de funcions (9.2.2) trobem que per a tot 𝑡 ∈ 𝐼 tenim

𝜑(𝑡) = lim
𝑘→∞

𝜑𝑘 (𝑡). (22.14)
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Ara bé, tenim que per a tot 𝑡 ∈ 𝐼

𝜑(𝑡) = lim
𝑘→∞

𝜑𝑘 (𝑡) (22.14)

= lim
𝑘→∞

(
𝑥0 +

∫ 𝑡

𝑡0

𝑝𝑘 (𝑠, 𝜑𝑘 (𝑠)) d𝑠
)

(22.2.5)

= 𝑥0 + lim
𝑘→∞

∫ 𝑡

𝑡0

𝑝𝑘 (𝑠, 𝜑𝑘 (𝑠)) d𝑠 (22.2.5)

= 𝑥0 +
∫ 𝑡

𝑡0

lim
𝑘→∞

𝑝𝑘 (𝑠, 𝜑𝑘 (𝑠)) d𝑠 (9.2.11)

= 𝑥0 +
∫ 𝑡

𝑡0

𝑓 (𝑠, 𝜑(𝑠)) d𝑠, (22.13)

i per l’observació 22.2.5 tenim que 𝜑 és una solució del problema de Cauchy (22.12), i
hem acabat. □

Corol.lari 22.2.15. Siguin {
¤𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡))
𝑥(𝑡0) = 𝑥0

un problema de Cauchy sobre Ω tal que 𝑓 sigui contínua i Ω sigui obert, i 𝐾 ⊆ Ω un
compacte. Aleshores existeix un real 𝛼 > 0 tal que per a tot punt (𝑡0, 𝑥0) de 𝐾 aquest
problema de Cauchy té una solució sobre l’interval

[𝑡0 − 𝛼, 𝑡0 + 𝛼] .

Demostració. □

22.2.4 Solucions improrrogables
Definició 22.2.16 (Conjunt de solucions d’un problema de Cauchy). Sigui{

¤𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑥))
𝑢(𝑡0) = 𝑥0

(22.15)

un problema de Cauchy sobre Ω amb 𝑓 contínua. Aleshores definirem

𝐴(𝑡0, 𝑥0) = {(𝐼, 𝑢) | 𝑢 és solució del problema de Cauchy en l’interval 𝐼}

con el conjunt de solucions del problema de Cauchy (22.15).

Observació 22.2.17. 𝐴(𝑡0, 𝑥0) ≠ ∅.

Demostració. Per la definició de Solucions improrrogables (22.2.16) tenim que 𝑓 és
contínua i pel El Teorema de Peano (22.2.14) hem acabat. □

Proposició 22.2.18. Siguin 𝐴(𝑡0, 𝑥0) el conjunt de solucions d’un problema de Cauchy
i ≤ una relació tal que per a dos elements (𝐼, 𝑢) i (𝐽, 𝑣) de 𝐴(𝑡0, 𝑥0) tenim

(𝐼, 𝑢) ≥ (𝐽, 𝑣)

si i només si
𝐽 ⊆ 𝐼 i 𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) per a tot 𝑥 ∈ 𝐽.

Aleshores la relació ≤ és una relació d’ordre.
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Demostració. Comprovem les propietats de la definició de relació d’ordre:

1. Reflexiva: Pel Elements i subconjunts (3.1.3) tenim que 𝐼 ⊆ 𝐼 i per la defi-
nició d’Aplicacions (3.2.5) tenim que 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥) per a tot 𝑥 de 𝐼. Per tant
trobem (𝐼, 𝑢) ≥ (𝐼, 𝑢).

2. Antisimètrica: Suposem que (𝐼, 𝑢) ≥ (𝐽, 𝑣) i (𝐽, 𝑣) ≥ (𝐼, 𝑢). Aleshores tenim
que 𝐽 ⊆ 𝐼 i 𝐼 ⊆ 𝐽, i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que 𝐼 = 𝐽. També
tenim que 𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) per a tot 𝑥 de 𝐼, i per la definició d’Aplicacions (3.2.5)
trobem que 𝑢 = 𝑣, i per tant (𝐼, 𝑢) = (𝐽, 𝑣).

3. Transitiva: Siguin (𝐼1, 𝑢1), (𝐼2, 𝑢2) i (𝐼3, 𝑢3) tres elements de 𝐴(𝑡0, 𝑥0) tals
que (𝐼1, 𝑢1) ≥ (𝐼2, 𝑢2) i (𝐼2, 𝑢2) ≥ (𝐼3, 𝑢3). Aleshores tenim que 𝐼3 ⊆ 𝐼2
i 𝐼2 ⊆ 𝐼1, i per la definició de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que 𝐼3 ⊆ 𝐼1.
També tenim que 𝑢1 (𝑥) = 𝑢2 (𝑥) per a tot 𝑥 de 𝐼2, i 𝑢2 (𝑥) = 𝑢3 (𝑥) per a tot 𝑥 de 𝐼3.
Ara bé, com que 𝐼3 és un subconjunt de 𝐼1 tenim que 𝑢1 (𝑥) = 𝑢2 (𝑥) per a tot 𝑥
de 𝐼3, i per tant 𝑢1 (𝑥) = 𝑢3 (𝑥) per a tot 𝑥 de 𝐼3, i trobem que (𝐼1, 𝑢1) ≥ (𝐼3, 𝑢3).

I per la definició de Lema de Zorn (13.3.12) hem acabat. □

Definició 22.2.19 (Prolongació). Siguin 𝐴(𝑡0, 𝑥0) el conjunt de solucions d’un problema
de Cauchy i (𝐼, 𝑢) i (𝐽, 𝑣) dos elements de 𝐴(𝑡0, 𝑥0) tals que

𝐽 ⊆ 𝐼 i 𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) per a tot 𝑥 ∈ 𝐽.

Aleshores direm que (𝐼, 𝑢) és una prolongació de (𝐽, 𝑣).
Si (𝐼, 𝑢) és un element maximal direm que (𝐼, 𝑢) és una solució improrrogable i

que 𝑢 és una solució maximal.

Proposició 22.2.20. Sigui 𝐴(𝑡0, 𝑥0) el conjunt de solucions d’un problema de Cauchy.
Aleshores existeix un element (𝐼, 𝑢) de 𝐴(𝑡0, 𝑥0) tal que (𝐼, 𝑢) és una solució improrro-
gable.

Demostració. Sigui {𝐼𝑖 , 𝑢𝑖}𝑖∈𝐽 una família de solucions del problema de Cauchy
amb (𝐼𝑖 , 𝑢𝑖) ≤ (𝐼 𝑗 , 𝑢 𝑗 ) si 𝑖 ≤ 𝑗 . Aleshores, per la definició de Lema de Zorn (13.3.13),
trobem que la família {𝐼𝑖 , 𝑢𝑖}𝑖∈𝐽 és una cadena.

Considerem 𝐼 =
⋃
𝑖∈𝐽 𝐼𝑖 i definim la funció 𝑢 : 𝐼 −→ R𝑛 com 𝑢(𝑡) = 𝑢𝑛 (𝑡) si 𝑡

pertany a 𝐼𝑛. Veiem que 𝑢 està ben definida. Prenem 𝑡0 de 𝐼. Suposem que 𝑡0
pertany a 𝐼𝑛 i 𝐼𝑚 fixats. Aleshores, com que per hipòtesi, (𝐼𝑛, 𝑢𝑛) ≤ (𝐼𝑚, 𝑢𝑚)
ó (𝐼𝑚, 𝑢𝑚) ≤ (𝐼𝑛, 𝑢𝑛). Suposem que (𝐼𝑛, 𝑢𝑛) ≤ (𝐼𝑚, 𝑢𝑚). Aleshores per la definició de
Solucions improrrogables (22.2.19) tenim que per a tot 𝑡 de 𝐼𝑛 tenim que 𝑢𝑛 (𝑡) = 𝑢𝑚 (𝑡),
i per tant 𝑢 està ben definida. El cas (𝐼𝑚, 𝑢𝑚) ≤ (𝐼𝑛, 𝑢𝑛) és anàleg.

Ara bé, tenim que (𝐼𝑖 , 𝑢𝑖) ≤ (𝐼, 𝑢) per a tot 𝑖 de 𝐽, i per la definició de Lema de Zorn
(13.3.15) tenim que (𝐼𝑖 , 𝑢𝑖) ≤ (𝐼, 𝑢) és un element maximal de la cadena (𝐼𝑖 , 𝑢𝑖)𝑖∈𝐽 , i
pel Lema de Zorn (13.3.16) tenim que existeix un element maximal de la cadena, i per
la definició de Solucions improrrogables (22.2.19) hem acabat. □

Proposició 22.2.21. Sigui 𝐴(𝑡0, 𝑥0) el conjunt de solucions d’un problema de Cauchy
i (𝐼, 𝑢) una solució improrrogable. Aleshores 𝐼 és un interval obert.

Demostració. □

370



22.3. Dependència de les solucions d’un problema de Cauchy

Proposició 22.2.22. Sigui {
¤𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡))
𝑢(𝑡0) = 𝑥0

un problema de Cauchy sobre Ω amb 𝑓 contínua tal aquest tingui una única solució
per a tot (𝑡0, 𝑥0) ∈ Ω. Aleshores per a cada (𝑡0, 𝑥0) ∈ Ω aquest problema de Cauchy té
una única solució improrrogable.

Demostració. Prenem un element (𝑡0, 𝑥0) de Ω i siguin (𝐼, 𝑢) i (𝐽, 𝑣) dues solucions
de 𝐴(𝑡0, 𝑥0) □

Teorema 22.2.23 (Lema de Wintner). Siguin Ω ⊆ R×R𝑛 un obert i 𝑓 : Ω −→ R𝑛 una
funció contínua, (𝜑, 𝐼) una solució de l’equació diferencial

¤𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡))

i (𝑏, 𝑦) un punt d’acumulació de la gràfica de 𝜑 en Ω. Aleshores

lim
𝑡→𝑏

𝜑(𝑡) = 𝑦

i existeix una solució (𝐽, 𝑣) de l’equació diferencial tal que 𝐼 ⊆ 𝐽 i 𝑏 ∈ 𝐽.

Demostració. □

22.3 Dependència de les solucions d’un problema de Cauchy

Lema 22.3.1. Sigui (𝜑𝑛)𝑛∈N una successió uniformement equicontínua i uniformement
acota de funcions contínues reals sobre un espai mètric compacte 𝐹 tal que tota parcial
uniformement convergent de la successió té per límit una funció 𝜑. Aleshores la
successió (𝜑𝑛) convergeix uniformement a 𝜑.

Demostració. Suposem que la successió (𝜑𝑛)𝑛∈N no convergeix uniformement a 𝜑.
Per la definició de Definicions (1.2.3) tenim que existeix un 𝜀 > 0 tal que per a tot 𝑁
natural existeix un 𝑛𝑁 > 𝑁 tal que𝜑𝑛𝑁 − 𝜑 ≥ 𝜀.
Per tant podem construir una successió (𝜑𝑛𝑁 )𝑁 ∈N tal que𝜑𝑛𝑁 − 𝜑 ≥ 𝜀 (22.16)

per a tot 𝑁 natural. Ara bé, pel El Teorema de Peano (22.2.13) la successió (𝜑𝑛𝑁 )𝑁 ∈N
té una parcial uniformement convergent, que contradiu (22.16). Per tant tenim que la
successió (𝜑𝑛) convergeix uniformement a 𝜑. □

Definició 22.3.2 (Convergència uniforme sobre compactes). Sigui 𝑋 un espai mètric
i ( 𝑓𝑚)𝑚∈N una successió de funcions contínues sobre R tal que per a tot compacte 𝐾 la
successió de funcions ( 𝑓 𝐾𝑚 )𝑚∈R definides com
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Teorema 22.3.3 (Continuïtat respecte les condicions inicials). Siguin Ω un obert
de R × R𝑛, 𝑓 : Ω −→ R𝑛 una funció contínua tal que per a cada punt (𝑡0, 𝑥0) de Ω el
problema de Cauchy {

¤𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑢(𝑡))
𝑢(𝑡0) = 𝑥0

té una única solució maximal 𝜑𝑡0 ,𝑥0 definida en un interval 𝐼𝑡0 ,𝑥0 i

𝐷 = {(𝑡, 𝑡0, 𝑥0) ∈ R × R × R𝑛 | (𝑡0, 𝑥0) ∈ Ω, 𝑡 ∈ 𝐼𝑡0 ,𝑥0 }.

Aleshores 𝐷 és un obert i l’aplicació

𝜑 : 𝐷 −→ R
(𝑡, 𝑡0, 𝑥0) ↦−→ 𝜑𝑡0 ,𝑥0 (𝑡)

és contínua.

Demostració. □
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Capítol 23
Teoria de Galois

23.1 Extensions de cossos

23.1.1 Elements algebraics i elements transcendents
Definició 23.1.1 (Extensió de cossos). Siguin K i F dos cossos tals que K ⊆ F.
Aleshores direm que F és una extensió de K i ho denotarem com F/K. També direm
que F/K és una extensió.

Proposició 23.1.2. Siguin K un cos i 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] un polinomi irreductible. Alesho-
res K[𝑥]/(𝑝(𝑥)) és un cos.

Demostració. Per hipòtesi tenim que 𝑝(𝑥) és irreductible, i per la proposició 13.3.39
trobem que l’ideal (𝑝(𝑥)) és maximal. Aleshores per la proposició 13.3.8 tenim que F
és un cos. □

Exemple 23.1.3. SiguinK un cos i 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] un polinomi irreductible. Denotem F =
K[𝑥]/(𝑝(𝑥)). Aleshores F/K és una extensió.

Solució. Per la proposició 23.1.2 tenim que F és un cos. Veiem que K ⊆ F per
l’observació 13.4.11, i per la definició d’Elements algebraics i elements transcendents
(23.1.1) hem acabat. ♢

Exemple 23.1.4 (Morfisme avaluació). Siguin F/K una extensió i 𝛼 ∈ F un element.
Volem veure que l’aplicació

ev𝛼 : K[𝑥] −→ F
𝑝(𝑥) ↦−→ 𝑝(𝛼)

és un morfisme d’anells.

Solució. ♢

Lema 23.1.5. Siguin F/K una extensió i 𝛼 ∈ F un element. Aleshores

ker(ev𝛼) =
{
(0)
(𝑝(𝑥)), 𝑝(𝑥) és un polinomi mònic irreductible a K[𝑥]
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Demostració. Suposem que ker(ev𝛼) ≠ (0). Per la proposició 13.2.6 i l’exemple 23.1.4
tenim que ker(ev𝛼) és un ideal, i com que, per hipòtesi, K és un cos, tenim que K[𝑥] és
un domini d’ideals principals. Per tant, per la definició de Dominis d’ideals principals
(13.3.38) tenim que ker(ev𝛼) és un ideal principal, i per la definició d’Ideals i ideals
principals (13.1.15) trobem que existeix un 𝑎 ∈ K[𝑥] tal que ker(ev𝛼) = (𝑎).

Tenim que 𝑎 ha de ser un polinomi mònic. Suposem que 𝑎 ∈ K. Trobem per la
definició 23.1.4 que ev𝛼 (𝑎) = 𝑎, i com que hem suposat que ker(ev𝛼) ≠ (0), trobem
que 𝑎 ≠ 0, i per tant ev𝛼 (𝑎) = 𝑎 ≠ 0, trobant que 𝑎 ∉ ker(ev𝛼), arribant a contradicció.
Per tant 𝑎 ∈ K[𝑥] \K. Suposem que 𝑎 = 𝜆𝑝(𝑥), amb 𝜆 ∈ K, 𝜆 ≠ 0 i 𝑝 ∈ K[𝑥] \K. Per
l’exemple 23.1.4 tenim que ev𝛼 és un morfisme d’anells, i per la definició de Morfismes
entre anells (13.2.1) trobem que

ev𝛼 (𝜆𝑝(𝑥)) = ev𝛼 (𝜆)ev𝛼 (𝑝(𝑥))
= 𝜆ev𝛼 (𝑝(𝑥)). (23.1.4)

Ara bé, com que hem suposat que ker(ev𝛼) = (𝜆𝑝(𝑥)) tenim ev𝛼 (𝜆𝑝(𝑥)) = 0 i, com
que hem suposat que 𝜆 ≠ 0, ha de ser ev𝛼 (𝑝(𝑥)) = 0, i tenim que

ker(ev𝛼) = (𝑝(𝑥)).

Veiem ara que 𝑝(𝑥) és irreductible. Pel Teoremes d’isomorfisme entre anells
(13.2.10) trobem que

K[𝑥]/(𝑝(𝑥)) = K[𝑥]/ker(ev𝛼) � Im(ev𝛼).

Com que F és un cos tenim que Im(ev𝛼) és un domini. Com que Im(ev𝛼) �
K[𝑥]/(𝑝(𝑥)) és un domini, tenim per la proposició 13.3.5 que (𝑝(𝑥)) és un ideal
primer, i per l’observació 13.3.29 trobem que 𝑝(𝑥) és primer, i per la proposició 13.3.31
tenim que 𝑝(𝑥) és irreductible. □

Definició 23.1.6 (Element algebraic i element transcendent). Siguin F/K una extensió
i 𝛼 ∈ F un un element tal que no existeix cap polinomi mònic no nul 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] tal
que 𝑝(𝛼) = 0. Aleshores direm que 𝛼 és algebraic sobre K. Denotarem Irr(𝛼,K) =
𝑝(𝑥).

Si 𝛼 no és algebraic sobre K direm que és transcendent sobre K.

Observació 23.1.7. (Irr(𝛼,K)) = ker(ev𝛼)

Exemple 23.1.8. Volem veure que els següents són algebraics.

1.
√

2 i
√

3 en l’extensió R/Q.

2.
√

2 +
√

3 en l’extensió R/Q

Solució. Tenim que

1. 𝑥2 − 2, 𝑥2 − 3.

2. 𝑥4 − 10𝑥2 + 1. ♢

Observació 23.1.9. Siguin F/K una extensió i 𝛼 ∈ F un element. Aleshores 𝛼 és
algebraic si i només si existeix un polinomi no nul 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] tal que ker(ev𝛼) =
(𝑝(𝑥)).
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Demostració. Si 𝛼 és algebraic aleshores, per la definició d’Elements algebraics i
elements transcendents (23.1.6), existeix un polinomi no nul 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] tal que 𝑝(𝛼) =
0, i per la definició de Morfismes entre grups (12.2.5) tenim que ker(ev𝛼) ≠ (0).
Aleshores pel lema 23.1.5 hem acabat. □

23.1.2 Grau d’una extensió de cossos
Definició 23.1.10 (Grau d’una extensió de cossos). Sigui F/K una extensió. Aleshores
direm que la dimensió del K-espai vectorial F és el grau de l’extensió i el denotarem
com [F : K]. Si [F : K] < ∞ direm que F/K és una extensió finita.

Aquesta definició té sentit per la proposició 14.1.1.

Exemple 23.1.11. Siguin K un cos i 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] un polinomi irreductible. Deno-
tem F = K[𝑥]/𝑝(𝑥). Aleshores

[F : K] = grau(𝑝(𝑥)).

Solució. Aquest enunciat té sentit per l’exemple 23.1.3. ♢

Teorema 23.1.12 (Fórmula de les Torres). Siguin E/F i F/K dues extensions de cossos.
Aleshores

[E : K] = [E : F] [F : K] .

Demostració. Si [E : F] = ∞ ó [F : K] = ∞ tenim que [E : K] = ∞.
Suposem doncs que [E : F] = 𝑛 i [F : K] = 𝑚. □

Definició 23.1.13 (Torre). Siguin K1 ⊆ K2 ⊆ · · · ⊆ K1 cossos. Aleshores direm que

K1 ⊆ K2 ⊆ · · · ⊆ K1

és una torre.

Corol.lari 23.1.14. Sigui K1 ⊆ K2 ⊆ · · · ⊆ K1 una torre. Aleshores

[K𝑛 : K1] = [K𝑛 : K𝑛−1] · · · [K2 : K1]

Demostració. Conseqüència de la Grau d’una extensió de cossos (23.1.12). □

23.1.3 Subanells engendrats per un element
Definició 23.1.15 (Mínim subanell engendrat). Siguin F/K una extensió i 𝛼 ∈ F un
element. Aleshores direm que

K[𝛼] = {𝑝(𝛼) ∈ F | 𝑝(𝑥) ∈ F[𝑥]}

és el mínim subanell engendrat per 𝛼 en F/K.

Observació 23.1.16. K ⊆ K[𝛼] ⊆ F.

Proposició 23.1.17. Siguin F/K una extensió i 𝛼 ∈ F un element. Aleshores

K[𝛼] � K[𝑥]/(Irr(𝛼,K)).
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Demostració. Tenim que

K[𝑥]/(Irr(𝛼,K)) = K[𝑥]/ker(ev𝛼) (23.1.7)
� Im(ev𝛼) (13.2.10)
= {𝑝(𝛼) ∈ F | 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥]} (13.2.4 i 23.1.4)
= K[𝛼], (23.1.15)

i per tant
K[𝛼] � K[𝑥]/(Irr(𝛼,K)). □

Corol.lari 23.1.18. [K[𝛼] : K] = grau(Irr(𝛼,K)).

Demostració. Per l’exemple 23.1.11. □

Corol.lari 23.1.19. Siguin F/K una extensió i 𝛾 ∈ F un element transcendent sobre K.
Aleshores

K[𝛾] � K[𝑥] .

Definició 23.1.20 (Mínim subcòs engendrat). Siguin F/K una extensió i 𝛼 ∈ F un
element. Aleshores direm que

K(𝛼) = Q(K[𝛼])

és el mínim subcòs engendrat per 𝛼.
Aquesta definició té sentit pel Teorema 13.4.4.

Observació 23.1.21. K ⊆ K[𝛼] ⊆ K(𝛼) ⊆ F.

Lema 23.1.22. Siguin F/K una extensió i 𝛼 ∈ F un element. Aleshores 𝛼 és algebraic
sobre K si i només si

K(𝛼) = K[𝛼] .

Demostració. Veiem que la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem que 𝛼 ∈ F és alge-
braic sobre K. Per la definició d’Elements algebraics i elements transcendents (23.1.6)
trobem que Irr(𝛼,K) és un polinomi irreductible no nul, i per la proposició 23.1.2
tenim que K[𝛼] és un cos.

Ara bé, pel Teorema 13.4.4 tenim queK(𝛼) ⊆ K[𝛼], però per l’observació Subanells
engendrats per un element (23.1.20) tenim que K[𝛼] ⊆ K(𝛼), i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que K(𝛼) = K[𝛼].

Acabem veient que la condició és necessària ( ⇐= ). Suposem doncs que

K(𝛼) = K[𝛼] .

Per tant K[𝛼] és un cos, i com que, per l’observació 23.1.16, tenim que 𝛼 ∈ K[𝛼], i per
la definició de Cossos i l’anell quocient (13.1.17) tenim que −1/𝛼 ∈ K[𝛼]. Aleshores,
per la definició d’Subanells engendrats per un element (23.1.15) trobem que existeix
un polinomi 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑘𝑥𝑘 ∈ K[𝑥], amb 𝑎𝑘 ≠ 0, tal que

−1
𝛼

= 𝑎0 + 𝑎1𝛼 + 𝑎2𝛼
2 + · · · + 𝑎𝑘𝛼𝑘 ,

i per tant
0 = 1 + 𝑎0𝛼 + 𝑎1𝛼

2 + · · · + 𝑎𝑟𝛼𝑟+1,
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i trobem que 𝛼 és una arrel del polinomi 𝑝(𝑥) = 1+𝑎0𝑥+𝑎1𝑥
2+ · · ·+𝑎𝑟𝑥𝑟+1. Aleshores

per la definició de 23.1.4 tenim que

𝑝(𝑥) ∈ ker(ev𝛼)

i per tant ker(ev𝛼) ≠ (0) i pel lema 23.1.5 trobem que 𝛼 és algebraic. □

23.1.4 Extensions algebraiques
Definició 23.1.23 (Extensió algebraica). Sigui F/K una extensió tal que tot 𝛼 ∈ F és
algebraic sobre K. Aleshores direm que F/K és una extensió algebraica.

Proposició 23.1.24. Sigui F/K una extensió finita. Aleshores F/K és una extensió
algebraica.

Demostració. Prenem un element 𝛼 ∈ F i suposem que [F : K] = 𝑛. Per la defini-
ció d’Grau d’una extensió de cossos (23.1.10) tenim que dimK (F) = 𝑛, i per tant els 𝑛+1
elements 1, 𝛼, . . . , 𝛼𝑛 són K-linealment independents, i per la definició de Definicions
(1.1.6) trobem que existeixen 𝜆0, . . . , 𝜆𝑛 ∈ K no nuls tals que

𝜆0 + 𝜆1𝛼 + · · · + 𝜆𝑛𝛼𝑛 = 0,

i per tant trobem que 𝛼 és arrel del polinomi 𝑝(𝑥) = 𝜆0 + 𝜆𝑥 + · · · + 𝜆𝑛𝑥𝑛 ∈ K[𝑥].
Aleshores per la definició d’Elements algebraics i elements transcendents (23.1.6)
trobem que 𝛼 ∈ F és algebraic sobre K i per la definició d’Extensions algebraiques
(23.1.23) trobem que l’extensió F/K és algebraica. □

Lema 23.1.25. Siguin F/K una extensió, 𝛼 ∈ F un element algebraic sobre K
i 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] un polinomi mònic tal que 𝑝(𝛼) = 0. Aleshores són equivalents

1. 𝑝(𝑥) = Irr(𝛼,K).

2. 𝑝(𝑥) és irreductible a K[𝑥].

3. Si 𝑞(𝑥) ∈ K[𝑥] tal que 𝑞(𝛼) = 0, aleshores 𝑝(𝑥) | 𝑞(𝑥).

4. Si 𝑞(𝑥) ∈ K[𝑥] tal que 𝑞(𝛼) = 0, aleshores grau(𝑝(𝑥)) ≤ grau(𝑞(𝑥)).

Demostració. La implicació (1) =⇒ (2) és conseqüència de la definició d’Elements
algebraics i elements transcendents (23.1.6).

Veiem ara la implicació (2) =⇒ (3). Suposem que 𝑝(𝛼) = 0 i prenem 𝑞(𝑥) ∈
K[𝑥] tal que 𝑞(𝛼) = 0. Calculem mcd(𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥)). Calculem mcd(𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥)).
Si mcd(𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥)) = 𝑝(𝑥) aleshores 𝑝(𝑥) | 𝑞(𝑥) i tenim el que volíem.

Si mcd(𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥)) ≠ 𝑝(𝑥), com que per la proposició 13.3.40 tenim que 𝑝(𝑥) és
primer tenim que mcd(𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥)) = 1, i per la La divisió euclidiana i la identitat de
Bézout (4.2.30) trobem que existeixen 𝑟 (𝑥) i 𝑠(𝑥) polinomis en K[𝑥] tals que

𝑝(𝑥)𝑟 (𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑠(𝑥) = 1.

Ara bé, tindríem que

1 = 𝑝(𝛼)𝑟 (𝛼) + 𝑞(𝛼)𝑠(𝛼) = 0𝑟 (𝛼) + 0𝑠(𝛼) = 0,

i per tant arribem a contradicció i hem acabat.
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Veiem la implicació (3) =⇒ (4). Suposem doncs que 𝑞(𝑥) ∈ K[𝑥] és un polinomi
tal que 𝑞(𝛼) = 0 i tal que 𝑝(𝑥) | 𝑞(𝑥). Tenim que existeix un polinomi 𝑑 (𝑥) ∈ K[𝑥] tal
que

𝑞(𝑥) = 𝑝(𝑥)𝑑 (𝑥),
i per tant trobem que grau(𝑝(𝑥)) ≤ grau(𝑞(𝑥)).

Veiem que (4) =⇒ (2). Suposem doncs que existeix un polinomi 𝑞(𝑥) ∈ K[𝑥]
satisfent 𝑞(𝛼) = 0 i grau(𝑝(𝑥)) ≤ grau(𝑞(𝑥)). Aleshores tenim que existeixen dos
polinomis 𝑝1 (𝑥), 𝑝2 (𝑥) ∈ K[𝑥] tals que 𝑝(𝑥) = 𝑝1 (𝑥)𝑝2 (𝑥), i com que 𝑝(𝛼) = 0
trobem que 𝑝1 (𝛼) = 0 ó 𝑝2 (𝛼) = 0. Suposem que 𝑝1 (𝛼) = 0. Per tant tenim que

grau(𝑝1 (𝑥)) ≤ grau(𝑝(𝑥)),

i per hipòtesi
grau(𝑝(𝑥)) ≤ grau(𝑝1 (𝑥)),

i per tant 𝑝2 (𝑥) ∈ K.
Veiem que (3) =⇒ (1). Suposem doncs que si existeix un polinomi 𝑞(𝑥) ∈ K[𝑥]

tal que 𝑞(𝛼) = 0, aleshores 𝑝(𝑥) | 𝑞(𝑥). Considerem ker(ev𝛼). Com que, per
hipòtesi, tenim que 𝑝(𝛼) = 0, trobem que ker(ev𝛼) ⊆ (𝑝(𝑥)). Per altra banda,
si ker(ev𝛼) = (𝑞(𝑥)) aleshores tenim que 𝑞(𝛼) = 0, i per hipòtesi 𝑝(𝑥) | 𝑞(𝑥), i per
tant (𝑝(𝑥)) ⊆ (𝑞(𝑥)) i tenim que (𝑝(𝑥)) = ker(ev𝛼), i per la definició d’Elements
algebraics i elements transcendents (23.1.6) trobem que 𝑝(𝑥) = Irr(𝛼,K). □

Exemple 23.1.26. Volem calcular Irr(
√

5 +
√

3 ,Q).

Solució. Irr(
√

5 +
√

3 ,Q) = 𝑥4 + 4𝑥2 + 64. ♢

23.1.5 El grup de Galois
Definició 23.1.27 (El grup de Galois). Sigui F/K una extensió de cossos. Aleshores
definim

Gal(F/K) = { 𝑓 : F −→ F | 𝑓 és un isomorfisme d’anells i 𝑓 |K = IdK}

com el grup de Galois de l’extensió F/K.

Proposició 23.1.28. Sigui F/K una extensió. Aleshores Gal(F/K) és un grup.

Demostració. Prenem un element 𝑓 ∈ Gal(F/K). Per la definició d’El grup de Galois
(23.1.27) tenim que 𝑓 és un isomorfisme d’anells, i per la definició d’Morfismes entre
anells (13.2.1) trobem que 𝑓 és invertible, i per tant existeix un isomorfisme 𝑔 : F −→ F
tal que 𝑓 ◦ 𝑔 = 𝑔 ◦ 𝑓 = IdF. Hem de veure que 𝑔 |K = IdK. Tenim que

IdK = IdF |K
= 𝑔 ◦ 𝑓 |K
= 𝑔 ◦ IdK = 𝑔 |K

i per tant 𝑔 ∈ Gal(F/K).
Prenem dos elements 𝑓 , 𝑔 ∈ Gal(F/K) i considerem 𝑔◦ 𝑓 . Tenim que 𝑔 : 𝑓 : F −→ F

és un isomorfisme d’anells, i ens queda veure que 𝑔 ◦ 𝑓 |K = IdK. Tenim que

𝑔 ◦ 𝑓 |K = 𝑔 ◦ IdK |K = 𝑔 |K = IdK,

i hem acabat, i per la definició Propietats bàsiques dels grups (12.1.1) tenim que Gal(F/K)
és un grup. □
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Proposició 23.1.29. Siguin F/K una extensió, 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] un polinomi i 𝛼 ∈ F una
arrel de 𝑝(𝑥). Aleshores per a tot 𝑓 ∈ Gal(F/K) tenim que 𝑓 (𝛼) és una arrel de 𝑝(𝑥).

Demostració. Tenim que existeixen 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛 ∈ K tals que

𝑝(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛,

i tenim que
0 = 𝑝(𝛼) = 𝑎0 + 𝑎1𝛼 + · · · + 𝑎𝑛𝛼𝑛.

Aleshores tenim, per la definició de Morfismes entre anells (13.2.1), que

𝑓

( 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝛼
𝑖
)
=

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓 (𝑎𝑖𝛼𝑖)

=

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓 (𝑎𝑖) 𝑓 (𝛼𝑖)

=

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓 (𝑎𝑖) 𝑓 (𝛼)𝑖

=

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 𝑓 (𝛼)𝑖 = 𝑓 (0) = 0

i per tant 𝑓 (𝛼) és una arrel de 𝑝(𝑥). □

Corol.lari 23.1.30. Siguin F/K una extensió i 𝛼 ∈ F un element algebraic sobre K.
Aleshores per a tot 𝑓 ∈ Gal(F/K) tenim que 𝑓 (𝛼) és una arrel de Irr(𝛼,K).

Exemple 23.1.31. Calcular un grup de Galois.

Solució. ♢

23.1.6 Extensions de morfismes
Lema 23.1.32. Siguin F1/K i F2/K dues extensions, 𝛼 ∈ F1 un element algebraic
sobre K i 𝛽 ∈ F2 un element. Aleshores existeix un morfisme

𝑓 : K(𝛼) −→ F2

tal que 𝑓 |K = IdK i 𝑓 (𝛼) = 𝛽 si i només si 𝛽 és una arrel de Irr(𝛼,K).

Demostració. Comencem veient que la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem que
existeix un morfisme 𝑓 : K(𝛼) −→ F2 tal que 𝑓 |K = IdK i 𝑓 (𝛼) = 𝛽. Volem veure
que 𝛽 és una arrel de Irr(𝛼,K). Posem

Irr(𝛼,K) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛

amb 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛 ∈ K i per la definició de Morfismes entre anells (13.2.1) calculem

𝑎0 + 𝑎1𝛽 + · · · + 𝑎𝑛𝛽𝑛 = 𝑎0 + 𝑎1 𝑓 (𝛼) + · · · + 𝑎𝑛 𝑓 (𝛼)𝑛

= 𝑎0 + 𝑎1 𝑓 (𝛼) + · · · + 𝑎𝑛 𝑓 (𝛼𝑛)
= 𝑓 (𝑎0) + 𝑓 (𝑎1) 𝑓 (𝛼) + · · · + 𝑓 (𝑎𝑛) 𝑓 (𝛼𝑛)
= 𝑓 (𝑎0) + 𝑓 (𝑎1𝛼) + · · · + 𝑓 (𝑎𝑛𝛼𝑛)
= 𝑓 (𝑎0 + 𝑎1𝛼 + · · · + 𝑎𝑛𝛼𝑛)
= 𝑓 (0) = 0,
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i per tant tenim que 𝛽 és una arrel de Irr(𝛼,K).
Veiem ara que la condició és necessària ( ⇐= ). Suposem que 𝛽 és una arrel

de Irr(𝛼,K). Considerem el morfisme d’avaluació ev𝛽 : K[𝑥] −→ F2. Com que, per
hipòtesi, tenim que 𝛽 és una arrel de Irr(𝛼,K) trobem que Irr(𝛼,K) ∈ ker(ev𝛽). Ara
bé, pe la definició d’Elements algebraics i elements transcendents (23.1.6) trobem
que Irr(𝛼,K) és irreductible, i per tant (Irr(𝛼, 𝛽)) = ker(ev𝛽). Aleshores tenim que

K(𝛼) � K[𝑥]/(Irr(𝛼,K)) (23.1.17)
= K[𝑥]/ker(ev𝛽)
� Im(ev𝛽) ⊆ F2. (13.2.10)

Considerem doncs els morfismes entre anells

𝑓1 : K(𝛼) −→ K[𝑥]/(Irr(𝛼,K))
K ∋ 𝜆 ↦−→ 𝜆

𝛼 ↦−→ 𝑥

i

𝑓2 : K[𝑥]/ker(ev𝛽) −→ Im(ev𝛽) ⊆ F2

𝜆 ↦−→ 𝜆

𝑥 ↦−→ 𝛽

i 𝑓 = 𝑓2 ◦ 𝑓1 és el morfisme que buscàvem. □

Notació 23.1.33. Siguin F i K dos cossos i 𝑓 : K −→ F un morfisme entre anells.
Aleshores denotem

𝑓 : K[𝑥] −→ F[𝑥]
𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ↦−→ 𝑓 (𝑎0)𝑥 + 𝑓 (𝑎1)𝑥 + · · · + 𝑓 (𝑎𝑛)𝑥𝑛.

Lema 23.1.34 (Extensió de morfismes). Siguin F1/K i F2/K dues extensions, 𝛼 ∈ F1
un element algebraic sobreK, 𝛽 ∈ F2 un element i 𝑓 : K −→ F2 un morfisme. Aleshores
existeix un morfisme

𝑔 : K(𝛼) −→ F2

tal que 𝑔 |K = 𝑓 i 𝑔(𝛼) = 𝛽 si i només si 𝛽 és una arrel de 𝑓 (Irr(𝛼,K)).

Demostració. □

Exemple 23.1.35. Volem calcular alguna cosa com Gal(Q(
√

2 ,
√

3 ),Q).

Solució. Gal(Q(
√

2 ,
√

3 ),Q) � Z/(2) × Z/(2). ♢

23.1.7 El cos de descomposició
Lema 23.1.36. Siguin F/K una extensió. Aleshores són equivalents

1. L’extensió F/K és finita.

2. Existeixen 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ K algebraics sobre K tals que

F = K(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛).
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3. Existeixen 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ K tals que 𝛼𝑖 és algebraic sobre K(𝛼1, . . . , 𝛼𝑖−1) i

F = K(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛).

Demostració. □

Teorema 23.1.37. Siguin L/F i F/K dues extensions. Aleshores L/K és algebraica si i
només si L/F i F/K són algebraiques.

Demostració. □

Teorema 23.1.38. Siguin F/K una extensió i 𝛼, 𝛽 ∈ F dos elements algebraics sobre K.
Aleshores

• 𝛼 + 𝛽 és algebraic sobre K.

• 𝛼𝛽 és algebraic sobre K.

• Si 𝛼 ≠ 0, 𝛼1 és algebraic sobre K.

Corol.lari 23.1.39. Sigui F/K una extensió. Aleshores

E = {𝛼 ∈ F | 𝛼 és algebraic sobre K} ⊆ F

és un cos.

23.1.8 El cos de descomposició d’una família de polinomis
Teorema 23.1.40. Sigui Λ = {𝑝𝑖 (𝑥)}𝑛𝑖=1 una família de polinomis sobre l’anell de
polinomis d’un cos K. Aleshores existeix un cos L tal que L/K és una extensió finita
i 𝑝𝑖 (𝑥) descompon en L per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

Demostració. Arrels d’un polinomi (14.1.10) □

Teorema 23.1.41. Siguin L1 i L2 dos cossos de descomposició d’una família de
polinomis Λ = {𝑝𝑖 (𝑥)}𝑛𝑖=1 sobre un cos K. Aleshores existeix un isomorfisme d’a-
nells 𝜑 : L1 −→ L2 tal que 𝜑|K = Id.

Demostració. □

Teorema 23.1.42 (Extensió de morfismes a un cos de descomposició). Siguin E/F/K
una extensió de cossos 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] un polinomi i L el seu cos de descomposició
tals que 𝑝(𝑥) descompon en E[𝑥] i tals que existeix un morfisme 𝑓 : F −→ E tal
que 𝑓 |K = Id. Aleshores existeix una funció 𝑓 : L −→ E tal que 𝑓

��
F
= 𝑓 .

Demostració. □

Definició 23.1.43 (Subgrup transitiu). Siguin S𝑛 el grup simètric d’𝑛 elements i𝐺 ≤ S𝑛
un subgrup tal que per a tots 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} existeix una permutació 𝜎 ∈ S𝑛 tal
que 𝜎(𝑖) = 𝑗 . Aleshores direm que 𝐺 és un subgrup transitiu de S𝑛.

Proposició 23.1.44. Sigui 𝐺 un subgrup transitiu de S𝑛. Aleshores

𝑛 | |𝐺 |.
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Demostració. □

Definició 23.1.45 (Grup de Galois d’un polinomi). Sigui 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] un polinomi
amb cos de descomposició L. Aleshores definirem

Gal(𝑝(𝑥)) = Gal(L/K)

com el grup de Galois de 𝑝(𝑥).

Corol.lari 23.1.46. Siguin 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] un polinomi sobre un cosK i 𝐴 = {𝛼1, . . . , 𝛼𝑛}
el conjunt de les arrels de 𝑝(𝑥). Aleshores Gal(𝑝(𝑥)) és isomorf un subgrup transitiu
de S𝐴.

Demostració. □

Definició 23.1.47 (Discriminant). Sigui 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] un polinomi sobre un cos K amb
cos de descomposició L i arrels 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ L. Aleshores definim

Δ(𝑝(𝑥)) =
𝑛∏
𝑖< 𝑗

(𝛼𝑖 − 𝛼 𝑗 )2

com el discriminant de 𝑝(𝑥). També definim

𝛿(𝑝(𝑥)) =
𝑛∏
𝑖< 𝑗

(𝛼𝑖 − 𝛼 𝑗 ).

Observació 23.1.48. Δ(𝑝(𝑥)) = 𝛿(𝑝(𝑥))2.

Exemple 23.1.49. Volem calcular el discriminant d’un polinomi de grau 2.

Solució. ♢

Proposició 23.1.50. Sigui 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] un polinomi sobre un cos K. Alesho-
res Δ(𝑝(𝑥)) ∈ K.

Lema 23.1.51. Siguin 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] un polinomi sobre un cos K amb 𝑛 arrels i 𝜎 ∈ S𝑛
una permutació. Aleshores

𝑛∏
𝑖< 𝑗

(𝛼𝜎 (𝑖) − 𝛼𝜎 ( 𝑗 ) ) = sig(𝜎)𝛿(𝑝(𝑥))

Demostració. □

Corol.lari 23.1.52. Siguin 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] un polinomi sense arrels múltiples sobre un
cosK amb ch(K) ≠ 2, amb conjunt d’arrels 𝐴 = {𝛼1, . . . , 𝛼𝑛} i sigui 𝜑 : Gal(𝑝(𝑥)) −→
S𝐴 un epimorfisme de grups. Aleshores

𝜑(Gal(𝑝(𝑥)) ⊆ Alt(𝐴) ⇐⇒ 𝛿(𝑝(𝑥)) ∈ K.

Demostració. Aquest enunciat té sentit pel corol.lari 23.1.46. □
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23.2 Extensions normals i extensions separables

23.2.1 Extensions normals
Definició 23.2.1 (Extensió normal). Sigui F/K una extensió de cossos tal que

1. L’extensió F/K és algebraica.

2. Per a tot polinomi irreductible 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] tal que 𝑝(𝑥) té una arrel en F tenim
que 𝑝(𝑥) té totes les arrels a F.

Aleshores direm que l’extensió F/K és una extensió normal.

Teorema 23.2.2 (Teorema de normalitat). Sigui F/K una extensió finita. Aleshores F/K
és una extensió normal si i només si existeix un polinomi 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] \ K tal que F és
el cos de descomposició de 𝑝(𝑥).

Demostració. □

23.2.2 Elements separables
Definició 23.2.3 (Polinomi separable). Sigui 𝑝(𝑥) un polinomi irreductible sense arrels
múltiples en el seu cos de descomposició. Aleshores direm que 𝑝(𝑥) és separable.

Definició 23.2.4 (Element separable). Siguin F/K una extensió de cossos i 𝛼 ∈ F un
element algebraic sobre K tal que Irr(𝛼,K) és separable. Aleshores direm que 𝛼 és
separable sobre K.

Definició 23.2.5 (Extensió separable). Sigui F/K una extensió de cossos tal que per a
tot 𝛼 ∈ F tenim que 𝛼 és separable sobre K. Aleshores direm que F/K és una extensió
separable.

Observació 23.2.6. Sigui F/K una extensió separable. Aleshores F/K és una extensió
algebraica.

Proposició 23.2.7. Sigui F/K una extensió amb ch(K) ≠ 0. Aleshores l’extensió F/K
és separable si i només si és algebraica.

Demostració. □

Teorema 23.2.8. Siguin L/F i F/K dues extensions de cossos tals que l’extensió L/K
sigui separable. Aleshores les extensions L/F i F/K són separables.

Demostració. □

Lema 23.2.9. Siguin 𝑝(𝑥) ∈ K[𝑥] un polinomi, F un cos i 𝑓 : K −→ F un morfisme
d’anells. Aleshores 𝑝(𝑥) és separable si i només si 𝑓 (𝑝(𝑥)) és separable.

Lema 23.2.10. Siguin K(𝛼)/K una extensió, F un cos i 𝑓 : K ←− F un morfisme
d’anells tals que 𝑓 (Irr(𝛼,K)) descompon en factors lineals. Aleshores són equivalents

1. L’extensió K(𝛼)/K és separable.

2. L’element 𝛼 és separable.

3. [K(𝛼) : K] =
��{𝑔 : K(𝛼) −→ F | 𝑔 |K = 𝑓 i 𝑔 és un morfisme d’anells}

��.
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Demostració. □

Teorema 23.2.11 (Teorema de separabilitat). Sigui K(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛)/K una extensió
algebraica, F un cos i 𝑓 : F −→ F un morfisme d’anells tal que per a tot 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}
tenim que 𝑓 (Irr(𝛼𝑖 ,K)) descompon en factors lineals. Aleshores són equivalents

1. L’extensió K(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) és separable.

2. Els elements 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 són separables sobre K.

3. L’element 𝛼1 és separable sobre K, i per a tot 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑛} l’element 𝛼𝑖 és
separable sobre K(𝛼1, . . . , 𝛼𝑖−1).

4. Denotant L = K(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) tenim que

[L : K] =
��{𝑔 : L −→ K | 𝑔 |K = 𝑓 i 𝑔 és un morfisme d’anells}

��.
23.3 El Teorema Fonamental de la Teoria de Galois

23.3.1 Extensions de Galois
Definició 23.3.1 (Extensió de Galois). Sigui F/K una extensió normal i separable.
Aleshores direm que l’extensió F/K és de Galois.

Teorema 23.3.2 (Teorema de les extensions de Galois). Sigui F/K una extensió finita.
Aleshores F/K és de Galois si i només si

|Gal(F/K) | = [F : K] .

Demostració. □

23.3.2 Reticles
Definició 23.3.3 (Reticle de subgrups). Sigui 𝐺 un grup. Aleshores definim

L(𝐺) = {𝐻 ⊆ 𝐺 | 𝐻 és un subgrup de 𝐺}

com el reticle de subgrups de 𝐺.

Definició 23.3.4 (Reticle de subcossos). Sigui F/K una extensió de cossos. Aleshores
definim

L(F/K) = {E ⊆ F | E és un cos i K ⊆ E}

com el reticle de subcossos de l’extensió F/K.

Lema 23.3.5. Siguin F/K una extensió, E ∈ L(F/K) un subcòs i 𝐻 ∈ L(Gal(F/K))
un grup. Aleshores

E𝐻 = {𝑎 ∈ E | 𝑓 (𝑎) = 𝑎 per a tot 𝑓 ∈ 𝐻}

és un cos i satisfà K ⊆ E𝐻 ⊆ F.

Demostració. □
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Definició 23.3.6 (Cos fix). Siguin F/K una extensió, E ∈ L(F/K) un subcòs i 𝐻 ∈
L(Gal(F/K)) un grup. Aleshores definim

E𝐻 = {𝑎 ∈ E | 𝑓 (𝑎) = 𝑎 per a tot 𝑓 ∈ 𝐻}

com el cos fix de 𝐻.

Proposició 23.3.7. Siguin F/E i E/K dues extensions de cossos. Aleshores Gal(F/E)
és un subgrup de Gal(F/K).

Demostració. □

Lema 23.3.8.
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Capítol 24
Els nombres complexos

24.1 Estructura dels nombres complexos

24.1.1 Cos de nombres complexos
Notació 24.1.1 (Conjunt de nombres complexos). Denotarem

C = {𝑎 + 𝑏i | 𝑎, 𝑏 ∈ R}.

Definició 24.1.2 (Suma de nombres complexos). Siguin 𝑎 + 𝑏i i 𝑐 + 𝑑i dos nombres
complexos. Aleshores definim la seva suma com

(𝑎 + 𝑏i) + (𝑐 + 𝑑i) = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)i.

Observació 24.1.3. Siguin 𝑎 + 𝑏i i 𝑐 + 𝑑i dos nombres complexos. Aleshores

(𝑎 + 𝑏i + 𝑐 + 𝑑i) ∈ C

Proposició 24.1.4. Siguin 𝑎 + 𝑏i i 𝑐 + 𝑑i dos nombres complexos. Aleshores

(𝑎 + 𝑏i) + (𝑐 + 𝑑i) = (𝑐 + 𝑑i) + (𝑎 + 𝑏i).

Demostració. Per la definició de Cos de nombres complexos (24.1.2) tenim

𝑎 + 𝑏i + 𝑐 + 𝑑i = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)i
= (𝑐 + 𝑎) + (𝑑 + 𝑏)i = 𝑐 + 𝑑i + 𝑎 + 𝑏i. □

Proposició 24.1.5. Siguin 𝑎 + 𝑏i, 𝑐 + 𝑑i i 𝑢 + 𝑣i tres nombres complexos. Aleshores

(𝑎 + 𝑏i) +
(
(𝑐 + 𝑑i) + (𝑢 + 𝑣i)

)
=

(
(𝑎 + 𝑏i) + (𝑐 + 𝑑i)

)
+ (𝑢 + 𝑣i).

Demostració. Per la definició de Cos de nombres complexos (24.1.2) tenim

(𝑎 + 𝑏i) +
(
(𝑐 + 𝑑i) + (𝑢 + 𝑣i)

)
= (𝑎 + 𝑏i) +

(
(𝑐 + 𝑢) + (𝑑 + 𝑣)i

)
=

(
𝑎 + (𝑐 + 𝑢)

)
+

(
𝑏 + (𝑑 + 𝑣)

)
i

=
(
(𝑎 + 𝑐) + 𝑢

)
+

(
(𝑏 + 𝑑) + 𝑣

)
i

=
(
(𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)i

)
+ (𝑢 + 𝑣i)

=
(
(𝑎 + 𝑏i) + (𝑐 + 𝑑i)

)
+ (𝑢 + 𝑣i). □
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Proposició 24.1.6. Sigui 𝑎 + 𝑏i un nombre complex. Aleshores

(𝑎 + 𝑏i) + 0 = 𝑎 + 𝑏i.

Demostració. Per la definició de Cos de nombres complexos (24.1.2) tenim

(𝑎 + 𝑏i) + 0 = (𝑎 + 0) + (𝑏 + 0)i = 𝑎 + 𝑏i. □

Proposició 24.1.7. Sigui 𝑎 + 𝑏i un nombre complex. Aleshores

(𝑎 + 𝑏i) + (−𝑎 − 𝑏i) = 0.

Demostració. Per la definició de Cos de nombres complexos (24.1.2) tenim

(𝑎 + 𝑏i) + (−𝑎 − 𝑏i) = (𝑎 − 𝑎) + (𝑏 − 𝑏)i = 0. □

Definició 24.1.8 (Producte de nombres complexos). Siguin 𝑎 + 𝑏i i 𝑐 + 𝑑i dos nombres
complexos. Aleshores definim el seu producte com

(𝑎 + 𝑏i) · (𝑐 + 𝑑i) = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)i.

Observació 24.1.9. Siguin 𝑎 + 𝑏i i 𝑐 + 𝑑i dos nombres complexos. Aleshores

(𝑎 + 𝑏i) (𝑐 + 𝑑i) ∈ C.

Proposició 24.1.10. Siguin 𝑎 + 𝑏i i 𝑐 + 𝑑i dos nombres complexos. Aleshores

(𝑎 + 𝑏i) (𝑐 + 𝑑i) = (𝑐 + 𝑑i) (𝑎 + 𝑏i).

Demostració. Per la definició de Cos de nombres complexos (24.1.8) tenim

(𝑎 + 𝑏i) (𝑐 + 𝑑i) = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)i
= (𝑐𝑎 − 𝑏𝑑) + (𝑑𝑎 + 𝑐𝑏)i = (𝑐 + 𝑑i) (𝑎 + 𝑏i). □

Proposició 24.1.11. Siguin 𝑎 + 𝑏i, 𝑐 + 𝑑i i 𝑢 + 𝑣i tres nombres complexos. Aleshores

(𝑎 + 𝑏i)
(
(𝑐 + 𝑑i) (𝑢 + 𝑣i))

)
=

(
(𝑎 + 𝑏i) (𝑐 + 𝑑i)

)
(𝑢 + 𝑣i).

Demostració. Prenem 𝛼 = 𝑎 + 𝑏i, 𝛽 = 𝑐 + 𝑑i i 𝛾 = 𝑢 + 𝑣i. Per la definició de Cos de
nombres complexos (24.1.8) tenim

𝛼
(
𝛽𝛾

)
= (𝑎 + 𝑏i)

(
(𝑐 + 𝑑i) (𝑢 + 𝑣i)

)
= (𝑎 + 𝑏i)

(
(𝑐𝑢 − 𝑑𝑣) + (𝑐𝑣 + 𝑑𝑢)i

)
=

(
𝑎(𝑐𝑢 − 𝑑𝑣) − 𝑏(𝑐𝑣 + 𝑑𝑢)

)
+

(
𝑎(𝑐𝑣 + 𝑑𝑢) + 𝑏(𝑐𝑢 − 𝑑𝑣)

)
i

= (𝑎𝑐𝑢 − 𝑎𝑑𝑣 − 𝑏𝑐𝑣 − 𝑏𝑑𝑢) + (𝑎𝑐𝑣 + 𝑎𝑑𝑢 + 𝑏𝑐𝑢 − 𝑏𝑑𝑣)i
= (𝑎𝑐𝑢 − 𝑏𝑑𝑢 − 𝑎𝑑𝑣 − 𝑏𝑐𝑣) + (𝑎𝑐𝑣 − 𝑏𝑑𝑣 + 𝑎𝑑𝑢 + 𝑏𝑐𝑢)i
=

(
(𝑎𝑐 − 𝑏𝑑)𝑢 − (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑣

)
+

(
(𝑎𝑐 − 𝑏𝑑)𝑣 + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑢

)
i

=
(
(𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)i

)
(𝑢 + 𝑣i)

=
(
(𝑎 + 𝑏i) (𝑐 + 𝑑i)

)
(𝑢 + 𝑣i) = (𝛼𝛽)𝛾. □

Proposició 24.1.12. Sigui 𝑎 + 𝑏i un nombre complex. Aleshores

(𝑎 + 𝑏i) · 1 = 𝑎 + 𝑏i.
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Demostració. Per la definició de Cos de nombres complexos (24.1.8) tenim

(𝑎 + 𝑏i) · 1 = (𝑎 · 1) + (𝑏 · 1)i = 𝑎 + 𝑏i. □

Proposició 24.1.13. Sigui 𝑎 + 𝑏i un nombre complex. Aleshores

(𝑎 + 𝑏i)
( 𝑎

𝑎2 + 𝑏2 +
−𝑏

𝑎2 + 𝑏2 i
)
= 1.

Demostració. Per la definició de Cos de nombres complexos (24.1.8) tenim

(𝑎 + 𝑏i)
( 𝑎

𝑎2 + 𝑏2 +
−𝑏

𝑎2 + 𝑏2 i
)
=

( 𝑎2

𝑎2 + 𝑏2 −
−𝑏2

𝑎2 + 𝑏2

)
+

( 𝑎𝑏

𝑎2 + 𝑏2 +
−𝑏𝑎
𝑎2 + 𝑏2

)
i

=

( 𝑎2 + 𝑏2

𝑎2 + 𝑏2

)
+

( 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏
𝑎2 + 𝑏2

)
i = 1. □

Proposició 24.1.14. Siguin 𝑎 + 𝑏i, 𝑐 + 𝑑i i 𝑢 + 𝑣i tres nombres complexos. Aleshores

(𝑎 + 𝑏i)
(
(𝑐 + 𝑑i) + (𝑢 + 𝑣i)

)
= (𝑎 + 𝑏i) (𝑐 + 𝑑i) + (𝑎 + 𝑏i) (𝑢 + 𝑣i).

Demostració. Per la definició de Cos de nombres complexos (24.1.2) i Cos de nombres
complexos (24.1.8) tenim

(𝑎 + 𝑏i)
(
(𝑐 + 𝑑i) + (𝑢 + 𝑣i)

)
= (𝑎 + 𝑏i)

(
(𝑐 + 𝑢) + (𝑑 + 𝑣)i

)
=

(
𝑎(𝑐 + 𝑢) − 𝑏(𝑑 + 𝑣)

)
+

(
𝑎(𝑑 + 𝑣) + 𝑏(𝑐 + 𝑢)

)
i

= (𝑎𝑐 + 𝑎𝑢 − 𝑏𝑑 − 𝑏𝑣) + (𝑎𝑑 + 𝑎𝑣 + 𝑏𝑐 + 𝑏𝑢)i
= (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝑎𝑢 − 𝑏𝑣) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑣 + 𝑏𝑢)i
= (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)i + (𝑎𝑢 − 𝑏𝑣) + (𝑎𝑣 + 𝑏𝑢)i
= (𝑎 + 𝑏i) (𝑐 + 𝑑i) + (𝑎 + 𝑏i) (𝑢 + 𝑣i). □

Corol.lari 24.1.15. El conjunt C amb la suma + i el producte · és un cos.

24.1.2 Propietats de nombres complexos
Definició 24.1.16 (Conjugat d’un nombre complex). Sigui 𝑧 = 𝑎 + 𝑏i un nombre
complex. Aleshores definim

𝑧 = 𝑎 − 𝑏i

com el conjugat de 𝑧.

Proposició 24.1.17. Sigui 𝑧 un nombre complex. Aleshores

𝑧 = 𝑧.

Demostració. Per la definició de Complexos (1.3.5) tenim que existeixen 𝑎, 𝑏 ∈ R
tals que 𝑧 = 𝑎 + 𝑏i. Aleshores per la definició de Propietats de nombres complexos
(24.1.16) tenim que

𝑧 = 𝑎 + 𝑏i

= 𝑎 − 𝑏i
= 𝑎 + 𝑏i = 𝑧. □
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Proposició 24.1.18. Siguin 𝑧 i 𝑤 dos nombres complexos. Aleshores

𝑧 + 𝑤 = 𝑧 + 𝑤.

Demostració. Per la definició de Complexos (1.3.5) tenim que existeixen 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R
tals que

𝑧 = 𝑎 + 𝑏i i 𝑤 = 𝑐 + 𝑑i.
Aleshores per la definició de Cos de nombres complexos (24.1.2) i la definició de
Propietats de nombres complexos (24.1.16) trobem que

𝑧 + 𝑤 = (𝑎 + 𝑏i) + (𝑐 + 𝑑i)
= (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)i
= (𝑎 + 𝑐) − (𝑏 + 𝑑)i
= (𝑎 − 𝑏i) + (𝑐 − 𝑑i)
= 𝑎 + 𝑏i + 𝑐 + 𝑑i = 𝑧 + 𝑤. □

Proposició 24.1.19. Siguin 𝑧 i 𝑤 dos nombres complexos. Aleshores

𝑧𝑤 = 𝑧 𝑤.

Demostració. Per la definició de Complexos (1.3.5) tenim que existeixen 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R
tals que

𝑧 = 𝑎 + 𝑏i i 𝑤 = 𝑐 + 𝑑i.
Aleshores per la definició de Cos de nombres complexos (24.1.8) i la definició de
Propietats de nombres complexos (24.1.16) trobem que

𝑧𝑤 = (𝑎 + 𝑏i) (𝑐 + 𝑑i)
= (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)i
= (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) − (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)i
= (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (−𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)i
= (𝑎 − 𝑏i) (𝑐 − 𝑑i)
= 𝑎 + 𝑏i 𝑐 + 𝑑i = 𝑧 𝑤. □

Proposició 24.1.20. Sigui 𝑧 = 𝑎 + 𝑏i un nombre complex. Aleshores

𝑧𝑧 = 𝑎2 + 𝑏2.

Demostració. Per la definició de Cos de nombres complexos (24.1.8) i la definició de
Propietats de nombres complexos (24.1.16) trobem que

𝑧𝑧 = (𝑎 + 𝑏i)𝑎 + 𝑏i
= (𝑎 + 𝑏i) (𝑎 − 𝑏i) = 𝑎2 + 𝑏2. □

Proposició 24.1.21. Sigui 𝑧 un nombre complex. Aleshores 𝑧 = 𝑧 si i només si 𝑧 ∈ R.

Demostració. Per la definició de Complexos (1.3.5) tenim que existeixen 𝑎, 𝑏 ∈ R tals
que 𝑧 = 𝑎 + 𝑏i. Aleshores si tenim 𝑧 = 𝑧, per la definició de Propietats de nombres
complexos (24.1.16) trobem que

𝑎 + 𝑏i = 𝑎 − 𝑏i,

que és equivalent a 𝑏 = −𝑏, i per tant ha de ser 𝑏 = 0 i trobem que 𝑧 = 𝑎 ∈ R. □
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Proposició 24.1.22. Sigui 𝑧 ≠ 0 un nombre complex. Aleshores

𝑧−1 =
𝑧

𝑧𝑧
.

Demostració. Per la definició de Complexos (1.3.5) tenim que existeixen 𝑎, 𝑏 ∈ R tals
que 𝑧 = 𝑎 + 𝑏i. Aleshores tenim que

𝑧
𝑧

𝑧𝑧
=
𝑧𝑧

𝑧𝑧

=
𝑎2 + 𝑏2

𝑎2 + 𝑏2 = 1 (24.1.20)

i per la definició de Propietats bàsiques dels anells i subanells (13.1.8) hem acabat. □

Definició 24.1.23 (Part real i part imaginària d’un nombre complex). Sigui 𝑧 = 𝑎 + 𝑏i
un nombre complex. Aleshores definim

ℜ(𝑧) = 𝑎

com la part real de 𝑧 i
ℑ(𝑧) = 𝑏

com la part imaginària de 𝑧.

Proposició 24.1.24. Sigui 𝑧 un nombre complex. Aleshores

ℜ(𝑧) = 𝑧 + 𝑧
2

i ℑ(𝑧) = 𝑧 − 𝑧
2i

.

Demostració. Per la definició de Complexos (1.3.5) tenim que existeixen 𝑎, 𝑏 ∈ R tals
que 𝑧 = 𝑎 + 𝑏i. Aleshores tenim que

𝑧 + 𝑧
2

=
𝑎 + 𝑏i + 𝑎 − 𝑏i

2
=

2𝑎
2

= 𝑎 = ℜ(𝑧),

i
𝑧 − 𝑧

2i
=
𝑎 + 𝑏i − 𝑎 + 𝑏i

2i
=

2𝑏i
2i

= 𝑏 = ℑ(𝑧),

i per la definició de Propietats de nombres complexos (24.1.23) hem acabat. □

24.1.3 Topologia de nombres complexos
Definició 24.1.25 (Mòdul d’un nombre complex). Sigui 𝑧 = 𝑎 + 𝑏i un nombre complex.
Aleshores definim el seu mòdul com

|𝑧 | =
√︁
𝑎2 + 𝑏2 .

Observació 24.1.26. ℜ(𝑧) ≤ |𝑧 |, ℑ(𝑧) ≤ |𝑧 |.

Proposició 24.1.27. Sigui 𝑧 un nombre complex. Aleshores es satisfà

|𝑧 | =
√︁
𝑧𝑧 .
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Demostració. Per la definició de Complexos (1.3.5) tenim que 𝑧 = 𝑎 + 𝑏i, i per la
proposició 24.1.20 trobem que

𝑧𝑧 = 𝑎2 + 𝑏2

=
(√︁
𝑎2 + 𝑏2 )2

= |𝑧 |2, (24.1.25)

i per tant
|𝑧 | =

√︁
𝑧𝑧 . □

Proposició 24.1.28 (Desigualtat triangular). Siguin 𝑧 i 𝑤 dos nombres complexos.
Aleshores

|𝑧 + 𝑤 | ≤ |𝑧 | + |𝑤 |.

Demostració. Per la definició de Topologia de nombres complexos (24.1.25) tenim que

|𝑧 + 𝑤 |2 = (𝑧 + 𝑤) (𝑧 + 𝑤)
= (𝑧 + 𝑤) (𝑧 + 𝑤) (24.1.18)
= 𝑧𝑧 + 𝑧𝑤 + 𝑧𝑤 + 𝑤𝑤
= |𝑧 |2 + |𝑤 |2 + 𝑧𝑤 + 𝑧𝑤 (24.1.27)

= |𝑧 |2 + |𝑤 |2 + 𝑧𝑤 + 𝑧𝑤 (24.1.17)

= |𝑧 |2 + |𝑤 |2 + 𝑧 𝑤 + 𝑧𝑤 (24.1.19)

= |𝑧 |2 + |𝑤 |2 + 𝑧𝑤 + 𝑧𝑤 (24.1.17)

= |𝑧 |2 + |𝑤 |2 + 2ℜ(𝑧𝑤) (24.1.24)

≤ |𝑧 |2 + |𝑤 |2 + 2|𝑧𝑤 | (24.1.26)

≤ |𝑧 |2 + |𝑤 |2 + 2|𝑧 | |𝑤 |
= (|𝑧 | + |𝑤 |)2

□

398







Part XVI

Estadística

401









Part XVII

Geometria diferencial

405





Capítol 25
Corbes

25.1 Parametritzacions i longitud

25.1.1 Reparametrització d’una corba
Definició 25.1.1 (Corba). Siguin 𝐼 ⊆ R un interval i 𝛼 : 𝐼 −→ R𝑛 una funció contínua.
Aleshores direm que 𝛼 és una corba sobre 𝐼.

Exemple 25.1.2. Volem veure que donats dos punts 𝑎 i 𝑏 de R𝑛 existeix una corba que
els uneix.

Solució. Observem que la funció contínua

𝛼 : [0, 1] −→ R𝑛

𝑡 ↦−→ 𝑎 + 𝑡 (𝑏 − 𝑎)

satisfà que 𝛼(0) = 𝑎 i 𝛼(1) = 𝑏, i per la definició de Reparametrització d’una corba
(25.1.1) trobem que és una corba sobre [0, 1]. ♢

Definició 25.1.3 (Corba regular). Sigui 𝛼 una corba diferenciable sobre 𝐼 tal que per a
tot 𝑡 ∈ 𝐼 es satisfà 𝛼′ (𝑡) ≠ ®0. Aleshores direm que 𝛼 és regular.

Definició 25.1.4 (Reparametrització). Siguin 𝛼 una corba sobre 𝐼 i ℎ : 𝐽 −→ 𝐼 un
difeomorfisme. Aleshores direm que la funció

𝛽 : 𝐽 −→ R𝑛

𝑡 ↦−→ (𝛼 ◦ ℎ) (𝑡)

és una reparametrització en 𝐽 de 𝛼 i que ℎ és el canvi de paràmetre.

Proposició 25.1.5. Sigui 𝛽 una reparametrització en 𝐽 d’una corba regular 𝛼 sobre 𝐼.
Aleshores 𝛽 és una corba regular.

Demostració. Per la definició de Reparametrització d’una corba (25.1.4) trobem que
existeix un canvi de paràmetre ℎ : 𝐽 −→ 𝐼 tal que 𝛽 = (𝛼 ◦ ℎ) (𝑡). Aleshores tenim que

𝛽 : 𝐽 −→ R𝑛

𝑡 ↦−→ (𝛼 ◦ ℎ) (𝑡),
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i per la definició de Reparametrització d’una corba (25.1.1) trobem que 𝛽 és una corba.
Per la definició de Reparametrització d’una corba (25.1.4) trobem que ℎ és un

difeomorfisme, i per la definició de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27)
trobem que ℎ és derivable, i per la La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.15)
trobem que

𝛽′ (𝑡) = ℎ′ (𝑡) (𝛼′ ◦ ℎ) (𝑡).

Com que per hipòtesi 𝛼 és regular, per la definició de Reparametrització d’una
corba (25.1.3) trobem que (𝛼′ ◦ ℎ) (𝑡) ≠ ®0 per a tot 𝑡 ∈ 𝐽. Ara bé, pel corol.lari 6.3.13
trobem que ℎ′ (𝑡) ≠ ®0 per a tot 𝑡 ∈ 𝐽, i per tant tenim que 𝛽′ (𝑡) ≠ ®0 per a tot 𝑡 ∈ 𝐽, i
per la definició de Reparametrització d’una corba (25.1.3) trobem que 𝛽 és una corba
regular. □

25.1.2 La longitud d’una corba i el paràmetre arc

Definició 25.1.6 (Longitud d’una corba). Siguin 𝛼 una corba sobre 𝐼 i 𝑎, 𝑏 dos punts
de 𝐼. Aleshores definim

𝑏

L
𝑎
(𝛼) =

∫ 𝑏

𝑎

∥𝛼′ (𝑡)∥ d𝑡

com la longitud de 𝛼 entre 𝑎 i 𝑏.

Exemple 25.1.7. Volem calcular la longitud de la corba

𝛼(𝑡) = (cos(𝑡), sin(𝑡), 𝑡)

entre 0 i 𝑥 per a tot 𝑥 positiu.

Solució. Per la definició de La longitud d’una corba i el paràmetre arc (25.1.6) trobem
que això és

𝑥

L
0
(𝛼) =

∫ 𝑥

0
∥𝛼′ (𝑡)∥ d𝑡

=

∫ 𝑥

0
∥(− sin(𝑡), cos(𝑡), 1)∥ d𝑡

=

∫ 𝑥

0

√︃
sin2 (𝑡) + cos2 (𝑡) + 1 d𝑡

=

∫ 𝑥

0

√
2 d𝑡

= [
√

2 𝑡]𝑥0 =
√

2 𝑥. ♢

Proposició 25.1.8. Sigui 𝛽 una reparametrització d’una corba 𝛼 en 𝐼 amb canvi de
paràmetre ℎ. Aleshores per a tot 𝑎 i 𝑏 de 𝐼, amb 𝑐 = ℎ−1 (𝑎) i 𝑑 = ℎ−1 (𝑑) tenim

𝑏

L
𝑎
(𝛼) =

𝑑

L
𝑐
(𝛽).

Demostració. Això té sentit per la definició de Reparametrització d’una corba (25.1.4)
i la definició de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27).
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Per la definició de La longitud d’una corba i el paràmetre arc (25.1.6) trobem que
𝑑

L
𝑐
(𝛽) =

∫ 𝑑

𝑐

∥𝛽′ (𝑠)∥ d𝑠

=

∫ 𝑑

𝑐

∥(𝛼 ◦ ℎ)′ (𝑠)∥ d𝑠, (25.1.4)

i com que, per la definició de Reparametrització d’una corba (25.1.4) tenim que ℎ és
un difeomorfisme, per la definició de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27)
trobem que ℎ és diferenciable i per la La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena
(6.2.15) trobem que∫ 𝑑

𝑐

∥(𝛼 ◦ ℎ)′ (𝑠)∥ d𝑠 =
∫ 𝑑

𝑐

∥ℎ′ (𝑠)𝛼′ (ℎ(𝑠))∥ d𝑠,

i per la definició de norma tenim que∫ 𝑑

𝑐

∥ℎ′ (𝑠)𝛼′ (ℎ(𝑠))∥ d𝑠 =
∫ 𝑑

𝑐

|ℎ′ (𝑠) |∥𝛼′ (ℎ(𝑠))∥ d𝑠.

Ara bé, com que ℎ és un difeomorfisme tenim per la definició de Canvis de
coordenades diferenciables (6.2.27) que ℎ′ és contínua, i pel corol.lari 6.3.13 trobem
que ℎ′ (𝑡) ≠ 0 per a tot 𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑]. Aleshores tenim que ha de ser o bé ℎ′ (𝑡) > 0 per a
tot 𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑] o bé ℎ′ (𝑡) < 0 per a tot 𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑].

Comencem suposant que ℎ′ (𝑡) > 0 per a tot 𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑]. Aleshores tenim que∫ 𝑑

𝑐

|ℎ′ (𝑠) |∥𝛼′ (ℎ(𝑠))∥ d𝑠 =
∫ 𝑑

𝑐

ℎ′ (𝑠)∥𝛼′ (ℎ(𝑠))∥ d𝑠,

i pel Teorema del canvi de variable tenim que∫ 𝑑

𝑐

ℎ′ (𝑠)∥𝛼′ (ℎ(𝑠))∥ d𝑠 =
∫ ℎ (𝑑)

ℎ (𝑐)
∥𝛼(𝑡)∥ d𝑡

=

∫ 𝑏

𝑎

∥𝛼(𝑡)∥ d𝑡 =
𝑏

L
𝑎
(𝛼),

i per tant
𝑑

L
𝑐
(𝛽) =

𝑏

L
𝑎
(𝛼).

Suposem ara que ℎ′ (𝑡) < 0 per a tot 𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑]. Aleshores tenim que∫ 𝑑

𝑐

|ℎ′ (𝑠) |∥𝛼′ (ℎ(𝑠))∥ d𝑠 =
∫ 𝑑

𝑐

−ℎ′ (𝑠)∥𝛼′ (ℎ(𝑠))∥ d𝑠

=

∫ 𝑐

𝑑

ℎ′ (𝑠)∥𝛼′ (ℎ(𝑠))∥ d𝑠

i pel Teorema del canvi de variable tenim que∫ 𝑐

𝑑

ℎ′ (𝑠)∥𝛼′ (ℎ(𝑠))∥ d𝑠 =
∫ ℎ (𝑑)

ℎ (𝑐)
∥𝛼(𝑡)∥ d𝑡

=

∫ 𝑏

𝑎

∥𝛼(𝑡)∥ d𝑡 =
𝑏

L
𝑎
(𝛼),

i per tant
𝑑

L
𝑐
(𝛽) =

𝑏

L
𝑎
(𝛼). □
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Definició 25.1.9 (Funció longitud d’arc). Siguin 𝛼 una corba sobre 𝐼 i 𝑎 ∈ 𝐼 un punt.
Aleshores direm que la funció

S𝛼 (𝑎) (𝑡) : 𝐼 −→ R

𝑡 ↦−→
∫ 𝑡

𝑎

∥𝛼′ (𝑠)∥ d𝑠

és la funció longitud d’arc de 𝛼 amb origen en 𝑎.

Observació 25.1.10. Sigui 𝛼 una corba sobre 𝐼 i 𝑎 ∈ 𝐼 un punt. Aleshores per a
tot 𝑡 ∈ 𝐼

d S𝛼 (𝑎)
d𝑡

(𝑡) ≥ 0.

Demostració. Per la definició de La longitud d’una corba i el paràmetre arc (25.1.9)
trobem que

S𝛼 (𝑎) (𝑡) =
∫ 𝑡

𝑎

∥𝛼′ (𝑠)∥ d𝑠,

i pel Teoremes (1.2.19) tenim que

d S𝛼 (𝑎)
d𝑡

(𝑡) = ∥𝛼′ (𝑡)∥ ≥ 0. □

Proposició 25.1.11. Siguin 𝛼 una corba regular sobre 𝐼 i 𝑎 ∈ 𝐼 un punt. Aleshores la
funció S𝛼 (𝑎) és un difeomorfisme.

Demostració. Per la definició de Reparametrització d’una corba (25.1.3) trobem
que 𝛼′ (𝑡) ≠ 0 per a tot 𝑡 ∈ 𝐼, i pel Teoremes (1.2.19) tenim que

d S𝛼 (𝑎)
d𝑡

(𝑡) = ∥𝛼′ (𝑡)∥.

Per tant trobem que
d S𝛼 (𝑎)

d𝑡
(𝑡) ≠ 0,

i per l’observació 6.2.4 i el corol.lari 6.3.13 tenim que S𝛼 (𝑎) és un difeomorfisme, com
volíem veure. □

Proposició 25.1.12. Sigui 𝛼 una corba regular sobre 𝐼. Aleshores existeix una
reparametrització 𝛽 de 𝛼 tal que per a tot 𝑡 ∈ 𝐼

∥𝛽′ (𝑡)∥ = 1.

Demostració. Per la proposició 25.1.11 tenim que per a tot 𝑎 ∈ 𝐼 la funció S𝛼 (𝑎) és
un difeomorfisme, i per la definició de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27)
trobem que la funció S𝛼 (𝑎) és bĳectiva, i pel Teorema 3.2.19 trobem que S𝛼 (𝑎) és
invertible i per la definició d’Aplicacions invertibles (3.2.16) tenim que existeix una
funció 𝑡𝑎 tal que 𝑡𝑎 sigui la inversa de S𝛼 (𝑎). Considerem

𝛽(𝑠) = 𝛼(𝑡 (𝑠)).
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Aleshores tenim que

∥𝛽′ (𝑠)∥ =
 d𝑡
d𝑠
𝛼′ (𝑠)


=

���� d𝑡d𝑠

����∥𝛼′ (𝑠)∥
=

d𝑡
d𝑠
(𝑠(𝑡)) d𝑠

d𝑡
(𝑡 (𝑠))

=
1

d𝑠
d𝑡 (𝑡 (𝑠))

d𝑠
d𝑡
(𝑡 (𝑠)) = 1. □

Definició 25.1.13 (Corba parametritzada per l’arc). Sigui 𝛼 una corba regular sobre 𝐼
tal que per a tot 𝑠 ∈ 𝐼 es satisfà

∥𝛼′ (𝑠)∥ = 1.

Aleshores direm que 𝛼 està parametritzada per l’arc.

Exemple 25.1.14. Volem donar una reparametrització de la corba

𝛼(𝑡) = (𝑅 cos(𝑡), 𝑅 sin(𝑡))

tal que estigui parametritzada per l’arc.

Solució. Tenim que
𝛼′ (𝑡) = (−𝑅 sin(𝑡), 𝑅 cos(𝑡)),

i per tant

∥𝛼′ (𝑡)∥ = ∥(−𝑅 sin(𝑡), 𝑅 cos(𝑡))∥

=

√︃
(−𝑅 sin(𝑡))2 + (𝑅 cos(𝑡))2

=

√︃
𝑅2 (sin2 (𝑡) + cos2 (𝑡)) = 𝑅.

Per la definició de La longitud d’una corba i el paràmetre arc (25.1.9) trobem que

𝑠(𝑡) =
∫ 𝑡

0
∥𝛼′ (𝑥)∥ d𝑥

=

∫ 𝑡

0
𝑅 d𝑥 = 𝑅𝑡.

Prenem ara el canvi de paràmetre

ℎ(𝑠) = 𝑠

𝑅
.

Tenim que

𝛽(𝑠) = (𝛼 ◦ ℎ) (𝑠) =
(
−𝑅 sin

( 𝑠
𝑅

)
, 𝑅 cos

( 𝑠
𝑅

))
.
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Tenim que 𝛽 és una reparametrització de 𝛼. Veiem ara que 𝛽 està parametritzada
per l’arc. Tenim que

∥𝛽′ (𝑠)∥ = ∥𝛼(ℎ(𝑠))′∥
= ∥ℎ′ (𝑠)𝛼′ (ℎ(𝑠))∥ (6.2.15)

=

 1
𝑅

(
−𝑅 sin

( 𝑠
𝑅

)
, 𝑅 cos

( 𝑠
𝑅

))
=

(− sin
( 𝑠
𝑅

)
, cos

( 𝑠
𝑅

))
=

√︂
sin2

( 𝑠
𝑅

)
+ cos2

( 𝑠
𝑅

)
= 1,

i per la definició de La longitud d’una corba i el paràmetre arc (25.1.13) hem acabat. ♢

Observació 25.1.15. Sigui 𝛼 una corba en 𝐼 parametritzada per l’arc i 𝑎 ∈ 𝐼 un punt.
Aleshores per a tot 𝑠 ∈ 𝐼 tenim

S𝛼 (𝑎) (𝑠) = 𝑠 − 𝑎.

Demostració. Per la definició de La longitud d’una corba i el paràmetre arc (25.1.9)
trobem que

S𝛼 (𝑎) (𝑠) =
∫ 𝑠

𝑎

∥𝛼′ (𝜏)∥ d𝜏,

i per la definició de La longitud d’una corba i el paràmetre arc (25.1.13) tenim que per
a tot 𝑠 ∈ 𝐼 es satisfà ∥𝛼′ (𝑠)∥ = 1, i per tant

S𝛼 (𝑎) (𝑠) =
∫ 𝑠

𝑎

∥𝛼′ (𝜏)∥ d𝜏

=

∫ 𝑠

𝑎

1 d𝜏 = 𝑠 − 𝑎. □

Definició 25.1.16 (Contacte). Siguin 𝛼 i 𝛽 dues corbes en 𝐼 parametritzades per l’arc
i 𝑠0 ∈ 𝐼 un punt tals que existeix un 𝑟 ∈ N satisfent

lim
𝑠→𝑠0

𝛼(𝑠) − 𝛽(𝑠)
(𝑠 − 𝑠0) 𝑝

= 0 i lim
𝑠→𝑠0

𝛼(𝑠) − 𝛽(𝑠)
(𝑠 − 𝑠0)𝑟+1

≠ 0

per a tot 𝑝 ≤ 𝑟 . Aleshores direm que 𝛼 i 𝛽 tenen contacte d’ordre 𝑟 en 𝑠0.

Proposició 25.1.17. Siguin 𝛼 i 𝛽 dues corbes en 𝐼 parametritzades per l’arc i 𝑠0 ∈ 𝐼
un punt. Aleshores 𝛼 i 𝛽 tenen contacte d’ordre 𝑟 en 𝑠0 si i només si

𝛼 (𝑝) (𝑠0) = 𝛽 (𝑝) (𝑠0) i 𝛼 (𝑟+1) (𝑠0) ≠ 𝛽 (𝑟+1) (𝑠0)

per a tot 𝑝 ≤ 𝑟.

Demostració. Suposem que

𝛼 (𝑝) (𝑠0) = 𝛽 (𝑝) (𝑠0) i 𝛼 (𝑟+1) (𝑠0) ≠ 𝛽 (𝑟+1) (𝑠0)

per a tot 𝑝 ≤ 𝑟 . Tenim que, per a tot 𝑝 ≤ 𝑟 es satisfà

𝛼 (𝑝) (𝑠0) = 𝛽 (𝑝) (𝑠0),
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o equivalentment
𝛼 (𝑝) (𝑠0) − 𝛽 (𝑝) (𝑠0) = 0. (25.1)

Prenem 𝑛 ≤ 𝑟 , i per la definició de Definicions (1.2.7) trobem que

𝛼 (𝑛) (𝑠0) − 𝛽 (𝑛) (𝑠0) = lim
𝑠→𝑠0

(
𝛼 (𝑛−1) (𝑠0) − 𝛼 (𝑛−1) (𝑠)

𝑠 − 𝑠0
− 𝛽

(𝑛−1) (𝑠0) − 𝛽 (𝑛−1) (𝑠)
𝑠 − 𝑠0

)
= lim
𝑠→𝑠0

(
𝛼 (𝑛−1) (𝑠0) − 𝛼 (𝑛−1) (𝑠) − 𝛽 (𝑛−1) (𝑠0) + 𝛽 (𝑛−1) (𝑠)

𝑠 − 𝑠0

)
= lim
𝑠→𝑠0

(
𝛼 (𝑛−1) (𝑠0) − 𝛽 (𝑛−1) (𝑠0)

𝑠 − 𝑠0
− 𝛼

(𝑛−1) (𝑠) − 𝛽 (𝑛−1) (𝑠)
𝑠 − 𝑠0

)
Ara bé, tenim que 𝛼 (𝑛−1) (𝑠0) − 𝛽 (𝑛−1) (𝑠0) = 0, i per tant

= lim
𝑠→𝑠0

𝛽 (𝑛−1) (𝑠) − 𝛼 (𝑛−1) (𝑠)
𝑠 − 𝑠0

= 0,

i tenim que

lim
𝑠→𝑠0

𝛼(𝑠) − 𝛽(𝑠)
(𝑠 − 𝑠0) 𝑝

= 0.

Considerem ara
𝛼 (𝑟+1) (𝑠0) ≠ 𝛽 (𝑟+1) (𝑠0).

Tenim que
𝛼 (𝑟+1) (𝑠0) − 𝛽 (𝑟+1) (𝑠0) ≠ 0.

Ara bé, per la definició de Definicions (1.2.7) trobem que

𝛼 (𝑟+1) (𝑠0) − 𝛽 (𝑟+1) (𝑠0) = lim
𝑠→𝑠0

(
𝛼 (𝑟 ) (𝑠0) − 𝛼 (𝑟 ) (𝑠)

𝑠 − 𝑠0
− 𝛽

(𝑟 ) (𝑠0) − 𝛽 (𝑟 ) (𝑠)
𝑠 − 𝑠0

)
= lim
𝑠→𝑠0

𝛼 (𝑟 ) (𝑠0) − 𝛼 (𝑟 ) (𝑠) − 𝛽 (𝑟 ) (𝑠0) + 𝛽 (𝑟 ) (𝑠)
𝑠 − 𝑠0

= lim
𝑠→𝑠0

𝛽 (𝑟 ) (𝑠) − 𝛼 (𝑟 ) (𝑠)
𝑠 − 𝑠0

≠ 0 (25.1)

i per tant

lim
𝑠→𝑠0

𝛼(𝑠) − 𝛽(𝑠)
(𝑠 − 𝑠0)𝑟+1

≠ 0

i per la definició de La longitud d’una corba i el paràmetre arc (25.1.16) tenim que 𝛼
i 𝛽 tenen contacte 𝑟. □

25.2 Curvatura i torsió

25.2.1 Producte escalar i producte vectorial
Proposició 25.2.1. Siguin 𝛼 i 𝛽 dues corbes diferenciables sobre 𝐼. Aleshores

d⟨𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)⟩
d𝑡

= ⟨𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡)⟩ + ⟨𝛼(𝑡), 𝛽′ (𝑡)⟩
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Demostració. Tenim per la definició de Definicions (1.2.7) que

d⟨𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)⟩
d𝑡

= lim
ℎ→0

⟨𝛼(𝑡 + ℎ), 𝛽(𝑡 + ℎ)⟩ − ⟨𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)⟩
ℎ

,

i que

𝛼′ (𝑡) = lim
ℎ→0

𝛼(𝑡 + ℎ) − 𝛼(𝑡)
ℎ

i 𝛽′ (𝑡) = lim
ℎ→0

𝛽(𝑡 + ℎ) − 𝛽(𝑡)
ℎ

.

Per tant trobem que quan ℎ→ 0 tenim que

𝛼(𝑡 + ℎ) = 𝛼(𝑡) + ℎ𝛼′ (𝑡) i 𝛽(𝑡 + ℎ) = 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡).

Per tant tenim que

d⟨𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)⟩
d𝑡

= lim
ℎ→0

⟨𝛼(𝑡) + ℎ𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡)⟩ − ⟨𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)⟩
ℎ

,

i per la definició de Definicions (1.1.4) trobem que

⟨𝛼(𝑡) + ℎ𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡)⟩ − ⟨𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)⟩ =
= ⟨𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡)⟩ + ⟨ℎ𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡)⟩ − ⟨𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)⟩

i

⟨𝛼(𝑡) + ℎ𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡)⟩ =
= ⟨𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)⟩ + ⟨𝛼(𝑡), ℎ𝛽′ (𝑡)⟩ + ⟨ℎ𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡)⟩ =

= ⟨𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)⟩ + ⟨𝛼(𝑡), ℎ𝛽′ (𝑡)⟩ + ⟨ℎ𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡)⟩ + ⟨ℎ𝛼′ (𝑡), ℎ𝛽′ (𝑡)⟩

i per tant

⟨𝛼(𝑡) + ℎ𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡)⟩ − ⟨𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)⟩ =
= ⟨𝛼(𝑡), ℎ𝛽′ (𝑡)⟩ + ⟨ℎ𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡)⟩ + ⟨ℎ𝛼′ (𝑡), ℎ𝛽′ (𝑡)⟩ =

= ℎ⟨𝛼(𝑡), 𝛽′ (𝑡)⟩ + ℎ⟨𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡)⟩ + ℎ2⟨𝛼′ (𝑡), 𝛽′ (𝑡)⟩.

Per tant ens queda que

lim
ℎ→0

⟨𝛼(𝑡) + ℎ𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡)⟩ − ⟨𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)⟩
ℎ

=

= lim
ℎ→0

ℎ⟨𝛼(𝑡), 𝛽′ (𝑡)⟩ + ℎ⟨𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡)⟩ + ℎ2⟨𝛼′ (𝑡), 𝛽′ (𝑡)⟩
ℎ

=

= ⟨𝛼(𝑡), 𝛽′ (𝑡)⟩ + ⟨𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡)⟩ + lim
ℎ→0

ℎ⟨𝛼′ (𝑡), 𝛽′ (𝑡)⟩ =

= ⟨𝛼(𝑡), 𝛽′ (𝑡)⟩ + ⟨𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡)⟩,

i trobem
d⟨𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡)⟩

d𝑡
= ⟨𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡)⟩ + ⟨𝛼(𝑡), 𝛽′ (𝑡)⟩. □

Proposició 25.2.2. Siguin ®𝑢 i ®𝑣 dos vectors de R3. Aleshores existeix un únic vector ®𝑤
de R3 tal que per a tot vector ®𝑥 de R3

⟨ ®𝑤, ®𝑥⟩ = det( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑥).
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Demostració. □

Definició 25.2.3 (Producte vectorial). Siguin ®𝑢 i ®𝑣 dos vectors de R3 i ®𝑤 el vector de R3

tal que
⟨ ®𝑤, ®𝑥⟩ = det( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑥).

Aleshores definim el producte vectorial de ®𝑢 i ®𝑣 com

®𝑢 ∧ ®𝑣 = ®𝑤.

Aquesta definició té sentit per la proposició 25.2.2.

Observació 25.2.4. ⟨®𝑢 ∧ ®𝑣, ®𝑥⟩ = det( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑥).

Proposició 25.2.5. Siguin ®𝑢 i ®𝑣 dos vectors de R3. Aleshores

®𝑢 ∧ ®𝑣 = −®𝑣 ∧ ®𝑢.

Demostració. Sigui ®𝑥 un vector de R3. Considerem

det( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑥).

Per la definició de Propietats dels determinants (5.3.1) trobem que

det( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑥) = − det(®𝑣, ®𝑢, ®𝑥), (25.2)

i per l’observació 25.2.4 tenim que

⟨®𝑢 ∧ ®𝑣, ®𝑥⟩ = det( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑥)
= − det(®𝑣, ®𝑢, ®𝑥) (25.2)
= −⟨®𝑣 ∧ ®𝑢, ®𝑥⟩,

i per tant ®𝑢 ∧ ®𝑣 = −®𝑣 ∧ ®𝑢, com volíem veure. □

Proposició 25.2.6. Siguin ®𝑢 i ®𝑣 dos vectors. Aleshores ®𝑢 ∧ ®𝑣 ≠ ®0 si i només si ®𝑢 i ®𝑣 són
linealment independents.

Demostració. Suposem que ®𝑢 ∧ ®𝑣 = ®0. Aleshores tenim, per a tot vector ®𝑥 de R3, que

⟨®𝑢 ∧ ®𝑣, ®𝑥⟩ = ⟨®0, ®𝑥⟩,

i per la definició de Definicions (1.1.4) trobem que

⟨®𝑢 ∧ ®𝑣, ®𝑥⟩ = 0.

Ara bé, per l’observació 25.2.4 trobem que per a tot vector ®𝑥 de R3 tenim

det( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑥) = 0,

i per tant tenim que ®𝑢 i ®𝑣 no són linealment independents. □

Proposició 25.2.7. Siguin ®𝑢 i ®𝑣 dos vectors linealment independents deR3. Aleshores ®𝑢∧
®𝑣 és perpendicular a ®𝑢 i ®𝑣.

Demostració. □
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Proposició 25.2.8. Siguin ®𝑢 i ®𝑣 dos vectors linealment independents de R3. Alesho-
res det( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑢 ∧ ®𝑣) ≠ 0.

Demostració. Per l’observació 25.2.4 tenim que

⟨®𝑢 ∧ ®𝑣, ®𝑢 ∧ ®𝑣⟩ = det( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑢 ∧ ®𝑣).

Ara bé, com que per hipòtesi els vectors ®𝑣 i ®𝑢 són linealment independents, per la
proposició 25.2.6 trobem que

®𝑢 ∧ ®𝑣 ≠ ®0,

i per la definició de Definicions (1.1.4) trobem que

⟨®𝑢 ∧ ®𝑣, ®𝑢 ∧ ®𝑣⟩ ≠ 0.

Per tant tenim que
det( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑢 ∧ ®𝑣) ≠ 0. □

Definició 25.2.9 (Orientació d’una base). Sigui ( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑤) una base tal que det( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑤) >
0. Aleshores direm que ( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑤) és una base positiva.

Proposició 25.2.10. Siguin ®𝑢 i ®𝑣 dos vectors linealment independents. Aleshores la
base ( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑢 ∧ ®𝑣) és una base positiva.

Demostració. Aquest enunciat té sentit per la proposició 25.2.8.
Per l’observació 25.2.4 trobem que

⟨®𝑢 ∧ ®𝑣, ®𝑢 ∧ ®𝑣⟩ = det( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑢 ∧ ®𝑣),

i per la definició de Definicions (1.1.4) trobem que

⟨®𝑢 ∧ ®𝑣, ®𝑢 ∧ ®𝑣⟩ > 0.

Per tant tenim que
det( ®𝑢, ®𝑣, ®𝑢 ∧ ®𝑣) > 0,

i per la definició de Producte escalar i producte vectorial (25.2.9) hem acabat. □

Proposició 25.2.11 (Fórmula de Lagrange). Siguin ®𝑢 i ®𝑣 dos vectors de R3. Aleshores
per a tots ®𝑥 i ®𝑦 de R3 es satisfà

⟨®𝑢 ∧ ®𝑣, ®𝑥 ∧ ®𝑦⟩ = det
[
⟨®𝑢, ®𝑥⟩ ⟨®𝑣, ®𝑥⟩
⟨®𝑢, ®𝑦⟩ ⟨®𝑣, ®𝑦⟩

]
.

Demostració. □

Proposició 25.2.12 (Fórmula de Leibniz). Siguin 𝛼 i 𝛽 dues corbes sobre 𝐼 en R3

diferenciables en 𝐼. Aleshores

d(𝛼(𝑡) ∧ 𝛽(𝑡))
d𝑡

=
d𝛼(𝑡)

d𝑡
∧ 𝛽(𝑡) + 𝛼(𝑡) ∧ d𝛽(𝑡)

d𝑡
.
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Demostració. Per la definició de Definicions (1.2.7) tenim que

d(𝛼(𝑡) ∧ 𝛽(𝑡))
d𝑡

= lim
ℎ→0

𝛼(𝑡 + ℎ) ∧ 𝛽(𝑡 + ℎ) − 𝛼(𝑡) ∧ 𝛽(𝑡)
ℎ

. (25.3)

Per la definició de Producte escalar i producte vectorial (25.2.3) tenim que per a tot
vector ®𝑥 de R3 es satisfà

⟨𝛼(𝑡 + ℎ) ∧ 𝛽(𝑡 + ℎ), ®𝑥⟩ = det(𝛼(𝑡 + ℎ), 𝛽(𝑡 + ℎ), ®𝑥).

De nou per la definició de Definicions (1.2.7) trobem que quan ℎ→ 0 es satisfà

𝛼(𝑡 + ℎ) = 𝛼(𝑡) + ℎ𝛼′ (𝑡) i 𝛽(𝑡 + ℎ) = 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡), (25.4)

i per tant tenim que per a tot vector ®𝑥 de R3 es satisfà

⟨𝛼(𝑡 + ℎ) ∧ 𝛽(𝑡 + ℎ), ®𝑥⟩ = det(𝛼(𝑡 + ℎ), 𝛽(𝑡 + ℎ), ®𝑥)
= det(𝛼(𝑡) + ℎ𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡), ®𝑥) (25.4)

i per la definició de Propietats dels determinants (5.3.1) tenim que

det(𝛼(𝑡) + ℎ𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡), ®𝑥) =
= det(ℎ𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡), ®𝑥) + det(𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡), ®𝑥)

i de nou per la definició de Propietats dels determinants (5.3.1) trobem que

det(𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡), ®𝑥) + det(ℎ𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡) + ℎ𝛽′ (𝑡), ®𝑥) =
= det(𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡), ®𝑥) + det(𝛼(𝑡), ℎ𝛽′ (𝑡), ®𝑥)+

+ det(ℎ𝛼′ (𝑡), 𝛽(𝑡), ®𝑥) + det(ℎ𝛼′ (𝑡), ℎ𝛽′ (𝑡), ®𝑥),

i per la definició de Producte escalar i producte vectorial (25.2.3) això és

⟨𝛼(𝑡 + ℎ) ∧ 𝛽(𝑡 + ℎ), ®𝑥⟩ =
= ⟨𝛼(𝑡) ∧ 𝛽(𝑡), ®𝑥⟩ + ⟨𝛼(𝑡) ∧ ℎ𝛽′ (𝑡), ®𝑥⟩ + ⟨ℎ𝛼′ (𝑡) ∧ 𝛽(𝑡), ®𝑥⟩ + ⟨ℎ𝛼′ (𝑡) ∧ ℎ𝛽′ (𝑡), ®𝑥⟩,

i de nou per la definició de Producte escalar i producte vectorial (25.2.3) trobem que

⟨𝛼(𝑡 + ℎ) ∧ 𝛽(𝑡 + ℎ), ®𝑥⟩ =
= ⟨𝛼(𝑡) ∧ 𝛽(𝑡) + ℎ𝛼(𝑡) ∧ 𝛽′ (𝑡) + ℎ𝛼′ (𝑡) ∧ 𝛽(𝑡) + ℎ2𝛼′ (𝑡) ∧ 𝛽′ (𝑡), ®𝑥⟩.

Ara bé, ens queda que per a tot vector ®𝑥 de R3 es satisfà

⟨𝛼(𝑡 + ℎ) ∧ 𝛽(𝑡 + ℎ), ®𝑥⟩ = det(𝛼(𝑡 + ℎ), 𝛽(𝑡 + ℎ), ®𝑥)

i

⟨𝛼(𝑡) ∧ 𝛽(𝑡) + ℎ𝛼(𝑡) ∧ 𝛽′ (𝑡) + ℎ𝛼′ (𝑡) ∧ 𝛽(𝑡) + ℎ2𝛼′ (𝑡) ∧ 𝛽′ (𝑡), ®𝑥⟩ =
= det(𝛼(𝑡 + ℎ), 𝛽(𝑡 + ℎ), ®𝑥),

i per la proposició 25.2.2 trobem que

𝛼(𝑡 + ℎ) ∧ 𝛽(𝑡 + ℎ) = 𝛼(𝑡) ∧ 𝛽(𝑡) + ℎ𝛼(𝑡) ∧ 𝛽′ (𝑡) + ℎ𝛼′ (𝑡) ∧ 𝛽(𝑡) + ℎ2𝛼′ (𝑡) ∧ 𝛽′ (𝑡).
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Per tant per (25.3) tenim que

d(𝛼(𝑡) ∧ 𝛽(𝑡))
d𝑡

= lim
ℎ→0

𝛼(𝑡 + ℎ) ∧ 𝛽(𝑡 + ℎ) − 𝛼(𝑡) ∧ 𝛽(𝑡)
ℎ

= lim
ℎ→0

ℎ𝛼(𝑡) ∧ 𝛽′ (𝑡) + ℎ𝛼′ (𝑡) ∧ 𝛽(𝑡) + ℎ2𝛼′ (𝑡) ∧ 𝛽′ (𝑡)
ℎ

= 𝛼(𝑡) ∧ 𝛽′ (𝑡) + 𝛼′ (𝑡) ∧ 𝛽(𝑡) + lim
ℎ→0

ℎ2𝛼′ (𝑡) ∧ 𝛽′ (𝑡)
ℎ

= 𝛼(𝑡) ∧ 𝛽′ (𝑡) + 𝛼′ (𝑡) ∧ 𝛽(𝑡),

i trobem
d(𝛼(𝑡) ∧ 𝛽(𝑡))

d𝑡
=

d𝛼(𝑡)
d𝑡
∧ 𝛽(𝑡) + 𝛼(𝑡) ∧ d𝛽(𝑡)

d𝑡
. □

25.2.2 Fórmules de Frenet
Proposició 25.2.13. Sigui 𝛼 una corba parametritzada per l’arc sobre 𝐼 tal que 𝛼 és
dues vegades diferenciable en un punt 𝑠0. Aleshores tenim que 𝛼′ (𝑠0) i 𝛼′′ (𝑠0) són
perpendiculars.

Demostració. Per la definició de La longitud d’una corba i el paràmetre arc (25.1.13)
trobem que per a tot 𝑠 ∈ 𝐼 es satisfà

∥𝛼′ (𝑠)∥ = 1.

Aleshores tenim que

0 =
d
d𝑠

1

=
d
d𝑠
∥𝛼′ (𝑠0)∥

=
d
d𝑠
∥𝛼′ (𝑠0)∥2

=
d
d𝑠
⟨𝛼′ (𝑠0), 𝛼′ (𝑠0)⟩ (1.1.5)

= ⟨𝛼′′ (𝑠0), 𝛼′ (𝑠0)⟩ + ⟨𝛼′ (𝑠0), 𝛼′′ (𝑠0)⟩ (25.2.1)
= 2⟨𝛼′ (𝑠0), 𝛼′′ (𝑠0)⟩.

Per tant trobem que
⟨𝛼′ (𝑠0), 𝛼′′ (𝑠0)⟩ = 0,

i per la definició de Complexos (1.3.8) tenim que 𝛼′ (𝑠0) i 𝛼′′ (𝑠0) són perpendiculars,
com volíem veure. □

Definició 25.2.14 (Curvatura). Sigui 𝛼 una corba parametritzada per l’arc sobre 𝐼 i
dues vegades diferenciable. Aleshores direm que l’aplicació

𝜅𝛼 : 𝐼 −→ R
𝑠 ↦−→ ∥𝛼′′ (𝑠)∥

és la curvatura de 𝛼.
Si 𝜅𝛼 (𝑠) ≠ 0 direm que 𝛼 té curvatura no nul.la en 𝑠.
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Exemple 25.2.15. Volem calcular la curvatura d’una circumferència.

Solució. Per l’exercici 25.1.14 tenim que podem parametritzar una circumferència de
radi 𝑅 per l’arc com

𝛼(𝑠) =
(
−𝑅 sin

( 𝑠
𝑅

)
, 𝑅 cos

( 𝑠
𝑅

))
.

Aleshores tenim que

𝛼′′ (𝑠) = d
d𝑠

(
− cos

( 𝑠
𝑅

)
,− sin

( 𝑠
𝑅

))
=

(
1
𝑅

sin
( 𝑠
𝑅

)
,
−1
𝑅

cos
( 𝑠
𝑅

))
,

i trobem que

∥𝛼′′ (𝑠)∥ =
√︂

1
𝑅2 sin2

( 𝑠
𝑅

)
+ 1
𝑅2 cos2

( 𝑠
𝑅

)
=

1
𝑅
,

i per la definició de Fórmules de Frenet (25.2.14) trobem que 𝜅𝛼 (𝑠) = 1
𝑅

. ♢

Proposició 25.2.16. Sigui 𝛼 una corba sobre 𝐼 parametritzada per l’arc i dues vegades
diferenciable. Aleshores 𝛼 és una recta si i només si 𝜅𝛼 (𝑠) = 0 per a tot 𝑠 ∈ 𝐼.

Demostració. Comencem veient que la condició és necessària ( =⇒ ). Suposem doncs
que 𝛼 és una recta sobre R𝑛. Tenim que existeixen 𝐾1 i 𝐾2 de R𝑛 tals que

𝛼(𝑠) = 𝐾1𝑠 + 𝐾2.

Aleshores tenim que 𝛼′′ (𝑠) = ®0, i per la definició de Fórmules de Frenet (25.2.14)
trobem que 𝜅𝛼 (𝑠) = 0.

Veiem ara que la condició és suficient ( ⇐= ). Suposem doncs que 𝜅𝛼 (𝑠) = 0
per a tot 𝑠 ∈ 𝐼. Tenim doncs que 𝛼′′ (𝑠) = ®0, i per tant existeixen 𝐾1 i 𝐾2 de R𝑛 tals
que 𝛼′ (𝑠) = 𝐾1 i 𝛼′′ (𝑠) = 𝐾1𝑠 + 𝐾2 i trobem que 𝛼 és una recta. □

Definició 25.2.17 (Normal). Sigui 𝛼 una corba sobre 𝐼 parametritzada per l’arc i dues
vegades diferenciable amb curvatura no nul.la. Aleshores direm que l’aplicació

N𝛼 : 𝐼 −→ R

𝑠 ↦−→ 𝛼′′ (𝑠)
∥𝛼′′ (𝑠)∥

és la normal de 𝛼.

Observació 25.2.18. Tenim que ∥N𝛼 (𝑠)∥ = 1.

Definició 25.2.19 (Tangent). Sigui 𝛼 una corba sobre 𝐼 parametritzada per l’arc.
Aleshores direm que l’aplicació

T𝛼 : 𝐼 −→ R
𝑠 ↦−→ 𝛼′ (𝑠)

és la tangent de 𝛼.

Observació 25.2.20. Tenim que T′𝛼 (𝑠) = 𝜅𝛼 (𝑠) N𝛼 (𝑠).

Proposició 25.2.21. Sigui 𝛼 una corba sobre 𝐼 amb curvatura no nul.la i 𝑠 ∈ 𝐼 un real.
Aleshores els vectors T𝛼 (𝑠) i N𝛼 (𝑠) són perpendiculars.
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Demostració. Considerem
⟨T𝛼 (𝑠),N𝛼 (𝑠)⟩.

Per la definició de Fórmules de Frenet (25.2.19) i Fórmules de Frenet (25.2.17) trobem
que

⟨T𝛼 (𝑠),N𝛼 (𝑠)⟩ =
〈
𝛼′ (𝑠), 𝛼′′ (𝑠)

∥𝛼′′ (𝑠)∥

〉
=

1
∥𝛼′′ (𝑠)∥ ⟨𝛼

′ (𝑠), 𝛼′′ (𝑠)⟩ (1.1.4)

= 0. (25.2.13)

Aleshores per la definició de Complexos (1.3.8) trobem que T𝛼 (𝑠) i N𝛼 (𝑠) són
perpendiculars. □

Proposició 25.2.22. Siguin 𝛼 una corba parametritzada per l’arc sobre 𝐼 i 𝑠0 ∈ 𝐼 un
punt tal que 𝛼′′ (𝑠0) ≠ ®0. Aleshores existeix una única circumferència 𝛽 en R3 tal que 𝛼
i 𝛽 tenen contacte d’ordre 2 en 𝛼(𝑠0), que té radi 𝜌𝛼 (𝑠0) = 1

𝜅𝛼 (𝑠0 ) i és de la forma

𝛽(𝑠) = 𝑄 + 𝜌𝛼 (𝑠0)
(
−N𝛼 (𝑠0) cos

(
𝑠

𝜌𝛼 (𝑠0)

)
+ T𝛼 (𝑠0) sin

(
𝑠

𝜌𝛼 (𝑠0)

))
.

Demostració. □

Definició 25.2.23 (Circumferència osculadora). Sigui 𝛼 una corba parametritzada per
l’arc sobre 𝐼 i 𝑠0 ∈ 𝐼 un punt tal que 𝛼′′ (𝑠0) ≠ ®0 i 𝜌𝛼 (𝑠0) = 1

𝜅𝛼 (𝑠0 ) . Aleshores direm
que la circumferència

𝛽(𝑠) = 𝑄 + 𝜌𝛼 (𝑠0)
(
−N𝛼 (𝑠0) cos

(
𝑠

𝜌𝛼 (𝑠0)

)
+ T𝛼 (𝑠0) sin

(
𝑠

𝜌𝛼 (𝑠0)

))
.

és la circumferència osculadora de 𝛼 en 𝑠0. Denotarem per 𝜌𝛼 (𝑠0) = 1
𝜅𝛼 (𝑠0 ) el radi de

la circumferència osculadora.
Aquesta definició té sentit per la proposició 25.2.22.

Definició 25.2.24 (Binormal). Sigui 𝛼 una corba amb curvatura no nul.la. Aleshores
definim

B𝛼 (𝑠) = T𝛼 (𝑠) ∧ N𝛼 (𝑠)

com la binormal de 𝛼.

Proposició 25.2.25. Sigui𝛼 una corba amb curvatura no nul.la. Aleshores (T𝛼 (𝑠),N𝛼 (𝑠),B𝛼 (𝑠))
és una base ortonormal i positiva de R3.

Demostració. Per la proposició 25.2.21 trobem que T𝛼 (𝑠) i N𝛼 (𝑠) són perpendiculars.
Aleshores per la definició de Fórmules de Frenet (25.2.24) trobem que B𝛼 (𝑠) =
T𝛼 (𝑠) ∧N𝛼 (𝑠) i per la proposició 25.2.10 tenim que la base (T𝛼 (𝑠),N𝛼 (𝑠),B𝛼 (𝑠)) és
positiva.

Per la definició de Producte escalar i producte vectorial (25.2.3) tenim que per a
tot ®𝑥 de R3 es satisfà

⟨B𝛼 (𝑠), ®𝑥⟩ = det(T𝛼 (𝑠),N𝛼 (𝑠), ®𝑥).
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Si prenem ®𝑥 tal que (T𝛼 (𝑠),N𝛼 (𝑠), ®𝑥) sigui una base ortonormal de R3 trobem que

det(T𝛼 (𝑠),N𝛼 (𝑠), ®𝑥) = 1,

i per tant
⟨B𝛼 (𝑠), ®𝑥⟩ = 1,

i tenim que ∥B𝛼 (𝑠)∥ = 1. Aleshores per l’observació 25.2.18 i la definició de La longitud
d’una corba i el paràmetre arc (25.1.13) tenim que ∥T𝛼 (𝑠)∥ = 1 i que ∥N𝛼 (𝑠)∥ = 1, i
per tant (T𝛼 (𝑠),N𝛼 (𝑠),B𝛼 (𝑠)) és una base ortonormal i positiva de R3. □

Definició 25.2.26 (Triedre de Frenet). Sigui𝛼 una corba amb curvatura no nul.la.
Aleshores direm que la base (T𝛼 (𝑠),N𝛼 (𝑠),B𝛼 (𝑠)) és el triedre de Frenet de 𝛼 en 𝑠.

Aquesta definició té sentit per la proposició 25.2.25.

Proposició 25.2.27. Sigui 𝛼 una corba amb curvatura no nul.la. Aleshores existeix
una 𝜏𝛼 (𝑠) ∈ R tal que

B′𝛼 (𝑠) = 𝜏𝛼 (𝑠) N𝛼 (𝑠).

Demostració. Tenim per la proposició 25.2.25 que (T𝛼 (𝑠),N𝛼 (𝑠),B𝛼 (𝑠)) és una base
ortonormal de R3, i per tant tenim que

B′𝛼 (𝑠) = ⟨B′𝛼 (𝑠),T𝛼 (𝑠)⟩ T𝛼 (𝑠) + ⟨B′𝛼 (𝑠),N𝛼 (𝑠)⟩N𝛼 (𝑠) + ⟨B′𝛼 (𝑠),B𝛼 (𝑠)⟩ B𝛼 (𝑠).

Tenim que ⟨B𝛼 (𝑠),B𝛼 (𝑠)⟩ = 1, per tant trobem que

d⟨B𝛼 (𝑠),B𝛼 (𝑠)⟩
d𝑠

= 0,

i per la proposició 25.2.12 trobem que

⟨B′𝛼,B𝛼⟩ + ⟨B𝛼,B′𝛼⟩ = 0,

i per la definició de Definicions (1.1.4) tenim que

2⟨B′𝛼 (𝑠),B𝛼 (𝑠)⟩ = 0,

i per tant
⟨B′𝛼 (𝑠),B𝛼 (𝑠)⟩ = 0.

Per la proposició 25.2.25 trobem que

⟨B𝛼 (𝑠),T𝛼 (𝑠)⟩ = 0,

i per tant
d⟨B𝛼 (𝑠),T𝛼 (𝑠)⟩

d𝑠
= 0,

i de nou per la proposició 25.2.12 tenim que

d⟨B𝛼 (𝑠),T𝛼 (𝑠)⟩
d𝑠

= ⟨B′𝛼 (𝑠),T𝛼 (𝑠)⟩ + ⟨B𝛼 (𝑠),T′𝛼 (𝑠)⟩.

Ara bé, tenim que

⟨B𝛼 (𝑠),T′𝛼 (𝑠)⟩ = ⟨B𝛼 (𝑠), 𝜅𝛼 (𝑠) N𝛼 (𝑠)⟩ (25.2.20)
= 0, (25.2.25)
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i per tant
⟨B′𝛼 (𝑠),T𝛼 (𝑠)⟩ = 0,

i per tant, denotant 𝜏𝛼 (𝑠) = ⟨B′𝛼 (𝑠),N𝛼 (𝑠)⟩ trobem que

B′𝛼 (𝑠) = 𝜏𝛼 (𝑠) N𝛼 (𝑠). □

Definició 25.2.28 (Torsió). Sigui 𝛼 una corba parametritzada per l’arc amb curvatura
no nul.la i 𝜏𝛼 (𝑠) el real tal que

B′𝛼 (𝑠) = 𝜏𝛼 (𝑠) N𝛼 (𝑠).

Aleshores direm que 𝜏𝛼 (𝑠) és la torsió de 𝛼.
Aquesta definició té sentit per la proposició 25.2.27.

Teorema 25.2.29 (Fórmules de Frenet). Sigui 𝛼 una corba parametritzada per l’arc
amb curvatura no nul.la. Aleshores

T′𝛼 (𝑠)
N′𝛼 (𝑠)
B′𝛼 (𝑠)

 =


0 𝜅𝛼 (𝑠) 0

− 𝜅𝛼 (𝑠) 0 − 𝜏𝛼 (𝑠)
0 𝜏𝛼 (𝑠) 0



T𝛼 (𝑠)
N𝛼 (𝑠)
B𝛼 (𝑠)

 .
Demostració. Per l’observació 25.2.20 trobem que

T′𝛼 (𝑠) = 𝜅𝛼 (𝑠) N𝛼 (𝑠), (25.5)

i per la definició de Fórmules de Frenet (25.2.28) trobem que

B′𝛼 (𝑠) = 𝜏𝛼 (𝑠) N𝛼 (𝑠). (25.6)

Per la definició de Fórmules de Frenet (25.2.24) trobem que

B𝛼 (𝑠) = T𝛼 (𝑠) ∧ N𝛼 (𝑠),

i per tant
N𝛼 (𝑠) = B𝛼 (𝑠) ∧ T𝛼 (𝑠).

Aleshores per la proposició 25.2.12 tenim que

N′𝛼 (𝑡) = B′𝛼 (𝑠) ∧ T𝛼 (𝑠) + B𝛼 (𝑠) ∧ T′𝛼 (𝑠).

Ara bé, per (25.5) i (25.6) trobem que

N′𝛼 (𝑠) = 𝜏𝛼 (𝑠) N𝛼 (𝑠) ∧ T𝛼 (𝑠) + B𝛼 (𝑠) ∧ 𝜅𝛼 (𝑠) N𝛼 (𝑠)
= 𝜏𝛼 (𝑠)

(
N𝛼 (𝑠) ∧ T𝛼 (𝑠)

)
+ 𝜅𝛼 (𝑠)

(
B𝛼 (𝑠) ∧ N𝛼 (𝑠)

)
= − 𝜏𝛼 (𝑠) B𝛼 (𝑠) + 𝜅𝛼 (𝑠)

(
B𝛼 (𝑠) ∧ N𝛼 (𝑠)

)
(25.2.24)

= − 𝜏𝛼 (𝑠) B𝛼 (𝑠) − 𝜅𝛼 (𝑠) T𝛼 (𝑠). (25.2.24)

Per tant ens queda

T′𝛼 (𝑠) = 𝜅𝛼 (𝑠) N𝛼 (𝑠)
N′𝛼 (𝑠) = − 𝜏𝛼 (𝑠) B𝛼 (𝑠) − 𝜅𝛼 (𝑠) T𝛼 (𝑠)
B′𝛼 (𝑠) = 𝜏𝛼 (𝑠) N𝛼 (𝑠)

i per la definició de Les matrius (5.1.5) hem acabat. □
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Proposició 25.2.30. Sigui 𝛼 una corba amb curvatura no nul.la i ℎ un canvi de
paràmetre de 𝛼 tal que �̃� = 𝛼 ◦ ℎ estigui parametritzada per l’arc. Aleshores �̃� té
curvatura no nul.la si i només si 𝛼′ ∧ 𝛼′′ ≠ ®0.

Demostració. Tenim que �̃� = 𝛼 ◦ ℎ, i per la proposició 25.2.12 i la La Matriu Jacobiana
i la regla de la cadena (6.2.15) tenim que

𝛼′ = ℎ′ (�̃�′ ◦ ℎ)

i
𝛼′′ = ℎ′′ (�̃�′ ◦ ℎ) + (ℎ′)2 (�̃�′′ ◦ ℎ).

Per tant tenim que

𝛼′ ∧ 𝛼′′ = (ℎ′ (�̃�′ ◦ ℎ)) ∧ (ℎ′′ (�̃�′ ◦ ℎ) + (ℎ′)2 (�̃�′′ ◦ ℎ))
= (ℎ′ (�̃�′ ◦ ℎ)) ∧ (ℎ′′ (�̃�′ ◦ ℎ)) + (ℎ′ (�̃�′ ◦ ℎ)) ∧ ((ℎ′)2 (�̃�′′ ◦ ℎ))
= ℎ′ℎ′′ (�̃�′ ◦ ℎ) ∧ (�̃�′ ◦ ℎ) + (ℎ′)2 (ℎ′ (�̃�′ ◦ ℎ)) ∧ (�̃�′′ ◦ ℎ)
= (ℎ′)2 (�̃�′ ◦ ℎ) ∧ (�̃�′′ ◦ ℎ).

Ara bé, per la definició de Reparametrització d’una corba (25.1.4) tenim que ℎ és
un difeomorfisme, i per la definició de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27)
trobem que ℎ ≠ 0. Tenim també que ℎ′′ ≠ 0, i per tant trobem que

𝛼′ ∧ 𝛼′′ = ®0⇐⇒ (�̃�′ ◦ ℎ) ∧ (�̃�′′ ◦ ℎ) = ®0,

i com que, per hipòtesi, �̃� està parametritzada per l’arc, per la definició de La longitud
d’una corba i el paràmetre arc (25.1.13) tenim que �̃�′ ◦ ℎ ≠ ®0, i per la proposició
25.2.13 trobem que (�̃�′ ◦ ℎ) ∧ (�̃�′′ ◦ ℎ) = ®0 si i només si �̃�′′ = ®0, i per tant

𝛼′ ∧ 𝛼′′ = ®0⇐⇒ ∥�̃�′′∥ = ®0. □

Definició 25.2.31 (Curvatura per una reparametrització). Sigui 𝛼 una corba amb
curvatura no nul.la i 𝛼′ ∧ 𝛼′′ = ®0 i ℎ un canvi de paràmetre de 𝛼 tal que �̃� = 𝛼 ◦ ℎ
estigui parametritzada per l’arc. Aleshores direm que

𝜅𝛼 = 𝜅 �̃� ◦ℎ−1

és la curvatura de 𝛼.
Això té sentit per la definició de Fórmules de Frenet (25.2.14) i la proposició

25.2.30.

Definició 25.2.32 (Torsió per una reparametrització). Sigui 𝛼 una corba amb curvatura
no nul.la i ℎ un canvi de paràmetre de 𝛼 tal que �̃� = 𝛼 ◦ ℎ estigui parametritzada per
l’arc. Aleshores direm que

𝜏𝛼 = 𝜏 �̃� ◦ℎ−1

és la curvatura de 𝛼.
Aquesta definició té sentit per la definició de Fórmules de Frenet (25.2.28).

Definició 25.2.33 (Rapidesa). Sigui 𝛼 una corba regular. Aleshores direm que

v𝛼 (𝑡) = ∥𝛼′ (𝑡)∥

és la rapidesa de 𝛼.
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Teorema 25.2.34 (Fórmules de Frenet). Sigui 𝛼 una corba amb curvatura no nul.la i
tal que 𝛼′ ∧ 𝛼′′ ≠ ®0. Aleshores

T′𝛼 (𝑡)
N′𝛼 (𝑡)
B′𝛼 (𝑡)

 = v𝛼 (𝑡)


0 𝜅𝛼 (𝑡) 0
− 𝜅𝛼 (𝑡) 0 − 𝜏𝛼 (𝑡)

0 𝜏𝛼 (𝑡) 0



T𝛼 (𝑡)
N𝛼 (𝑡)
B𝛼 (𝑡)

 .
Demostració. Sigui ℎ una reparametrització de 𝛼 tal que �̃� = 𝛼 ◦ ℎ estigui parametrit-
zada per l’arc.

Ai haig de tornar a definir les coses aquestes per corbes no parametritzades per
l’arc. Quina mandra. Imagineu una demostració patrocinada per La Matriu Jacobiana i
la regla de la cadena (6.2.15) i les Fórmules de Frenet (25.2.29). Us prometo que tot
quadra, com volíem veure. □

Proposició 25.2.35. Sigui 𝛼 una corba regular amb 𝛼′ ∧ 𝛼′′ ≠ ®0. Aleshores

T𝛼 =
𝛼′

∥𝛼′∥ , N𝛼 = B𝛼 ∧B𝛽 i T𝛼 =
𝛼′ ∧ 𝛼′′
∥𝛼′ ∧ 𝛼′′∥ .

Demostració. □

Proposició 25.2.36. Sigui 𝛼 una corba regular amb 𝛼′ ∧ 𝛼′′ ≠ 0. Aleshores

𝜅𝛼 =
∥𝛼′ ∧ 𝛼′′∥
∥𝛼′∥3

i 𝜏𝛼 =
⟨𝛼′ ∧ 𝛼′′, 𝛼′′′⟩
∥𝛼′ ∧ 𝛼′′∥2

.

Demostració. □

25.2.3 Teorema Fonamental de la teoria local de corbes

Exemple 25.2.37 (Grup ortogonal). Volem veure que el conjunt

O(𝑛) = {𝐴 ∈ 𝑀𝑛 (R) | per a tot ®𝑢, ®𝑣 ∈ 𝑀𝑛×1 (R) tenim ⟨𝐴®𝑢, 𝐴®𝑣⟩ = ⟨®𝑢, ®𝑣⟩}

amb el producte de matrius és un grup.

Solució. ♢

Exemple 25.2.38 (Grup especial ortogonal). Volem veure que

SO(𝑛) = {𝐴 ∈ O | det(𝐴) = 1}

és un subgrup de O(𝑛).

Solució. ♢

Proposició 25.2.39. Sigui 𝐴 ∈ O(𝑛) una matriu. Aleshores els valors propis reals
de 𝐴 són −1 ó 1.

Demostració. □
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Proposició 25.2.40. Es satisfà

SO(2) =
{[

cos(𝑡) − sin(𝑡)
sin(𝑡) cos(𝑡)

]
| 𝑡 ∈ R

}
i

O(2) \ SO(2) =
{[

cos(𝑡) sin(𝑡)
sin(𝑡) − cos(𝑡)

]
| 𝑡 ∈ R

}
.

Demostració. □

Proposició 25.2.41. Sigui 𝐴 ∈ SO(3) una matriu. Aleshores existeixen una base
ortonormal B de R3 i un 𝑡 ∈ R tals que

𝑀 (B, C)𝐴𝑀 (C,B) =

±1 0 0
0 cos(𝑡) sin(𝑡)
0 sin(𝑡) − cos(𝑡)

 .
Demostració. □

Proposició 25.2.42. Sigui 𝑓 : R𝑛 −→ R𝑛 una aplicació conserva distàncies. Aleshores
existeixen una matriu 𝐴 ∈ O(𝑛) i un ®𝐶 ∈ R𝑛 tals que

𝑓 (®𝑣) = 𝐴®𝑣 + ®𝐶.

Demostració. □

Proposició 25.2.43. Siguin 𝛼 una corba regular i 𝐴 ∈ 𝑀𝑛 (R) una matriu. Aleshores

d(𝐴𝛼(𝑡))
d𝑡

= 𝐴𝛼′ (𝑡).

Demostració. □

Proposició 25.2.44. Siguin 𝐴 ∈ SO(𝑛) una matriu i ®𝑢, ®𝑣 dos vectors de R𝑛. Aleshores

𝐴( ®𝑢 ∧ ®𝑣) = (𝐴®𝑢) ∧ (𝐴®𝑣).

Demostració. □

Corol.lari 25.2.45. Siguin 𝛼 una corba parametritzada per l’arc, 𝐴 ∈ SO(3) una
matriu, ®𝐶 un vector de R3 i 𝛽 una corba tal que

𝛽(𝑡) = 𝐴𝛼(𝑡) + ®𝐶.

Aleshores 𝛽(𝑡) està parametritzada per l’arc i es satisfà

T𝛽 = 𝐴T𝛼, N𝛽 = 𝐴N𝛼, B𝛽 = 𝐴B𝛼, 𝜅𝛽 = 𝐴 𝜅𝛼 i 𝜏𝛽 = 𝐴 𝜏𝛼 .

Demostració. □

Lema 25.2.46. Siguin 𝛼 i 𝛽 dues corbes. Aleshores la relació

𝛼 ∼ 𝛽⇐⇒ Existeixen 𝐴 ∈ SO(3) i ®𝐶 ∈ R3 tals que 𝛼 = 𝐴𝛽 + ®𝐶

és una relació d’equivalència.
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Demostració. □

Teorema 25.2.47 (Teorema Fonamental de la teoria local de corbes). Siguin 𝜅(𝑠)
i 𝜏(𝑠) dues funcions diferenciables sobre 𝐼, amb 𝜅(𝑠) > 0 per a tot 𝑠 ∈ 𝐼. Aleshores
existeix una única corba 𝛼 sobre 𝐼 parametritzada per l’arc satisfent 𝜅𝛼 (𝑠) = 𝜅(𝑠)
i 𝜏𝛼 (𝑠) = 𝜏(𝑠), llevat d’equivalència.

Demostració. □
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Capítol 26
Superfícies

26.1 Superfícies regulars

26.1.1 Immersions i submersions
Definició 26.1.1 (Immersió). Siguin 𝑛 ≤ 𝑚 dos naturals,U ⊆ R𝑛 un obert, 𝑥0 ∈ U un
punt i 𝑓 : U −→ R𝑚 una funció diferenciable tal que 𝑑𝑓 (𝑎) sigui injectiva. Aleshores
direm que 𝑓 és una immersió en 𝑥0.

Observació 26.1.2. 𝑓 és una immersió en 𝑥0 si i només si rang(𝑑𝑓 (𝑎)) = 𝑛.

Exemple 26.1.3. Volem veure que la inclusió canònica és una immersió.

Solució. La inclusió canònica ve definida com

𝑖 : R𝑝 −→ R𝑝+𝑞

𝑥 ↦−→ (𝑥; 0), (6.3.16)

i per la definició de La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.12) tenim que la
seva diferencial és [

𝐼𝑝
0𝑞×(𝑝−𝑞)

]
.

Aleshores per la definició de Reducció d’una matriu (5.2.11) trobem que aquesta té
rang 𝑝, i per l’observació 26.1.2 tenim que 𝑖 és una immersió. ♢

Definició 26.1.4 (Submersió). Siguin 𝑛 ≥ 𝑚 dos naturals,U ⊆ R𝑛 un obert, 𝑥0 ∈ U un
punt i 𝑓 : U −→ R𝑚 una funció diferenciable tal que 𝑑𝑓 (𝑎) sigui exhaustiva. Aleshores
direm que 𝑓 és una submersió en 𝑥0.

Observació 26.1.5. 𝑓 és una submersió en 𝑥0 si i només si rang(𝑑𝑓 (𝑎)) = 𝑚.

Exemple 26.1.6. Volem veure que la projecció canònica és una submersió.

Solució. La projecció canònica ve definida com

𝜋 : R𝑝+𝑞 −→ R𝑝

(𝑥; 𝑦) ↦−→ 𝑥, (6.3.16)

427



26. Superfícies

i per la definició de La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.12) trobem que la
seva diferencial és [

𝐼𝑝 0𝑝×(𝑝+𝑞)
]
.

Aleshores per la definició de Reducció d’una matriu (5.2.11) trobem que aquesta té
rang 𝑝 i per l’observació 26.1.5 tenim que 𝜋 és una submersió. ♢

Proposició 26.1.7. SiguinU ⊆ R𝑛 iV ⊆ R𝑚 dos oberts, 𝑔 : U −→ V i 𝑓 : V −→ R𝑑
dues submersions. Aleshores la funció 𝑓 ◦ 𝑔 és una submersió.

Demostració. Per la La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.15) tenim que

𝑑 ( 𝑓 ◦ 𝑔) = 𝑑𝑔𝑑𝑓 (𝑔),

i per tant trobem que rang(𝑑 ( 𝑓 ◦𝑔)) ≤ min{rang(𝑑𝑔), rang(𝑑𝑓 (𝑔))}, i per l’observació
26.1.5 hem acabat. □

Teorema 26.1.8 (Teorema d’estructura local de les immersions). Siguin U ⊆ R𝑛
un obert i 𝑓 : U −→ R𝑚 una immersió en un punt 𝑥0 ∈ U. Aleshores existeixen
dos oberts U′ ⊆ R𝑛 i V ⊆ R𝑚 satisfent 𝑥0 ⊆ U′ ⊆ U i existeix un difeomorfis-
me 𝑔 : V ←→ 𝑔(U′) ⊆ R𝑛 i satisfent 𝑖(𝑥0) ∈ V tals que el diagrama

U′ V

R𝑚

𝑖

𝑓
𝑔

és un diagrama commutatiu.

Demostració. Denotem
𝑓 (𝑥) = ( 𝑓1 (𝑥), . . . , 𝑓𝑚 (𝑥)).

Per la definició de Immersions i submersions (26.1.1) trobem que 𝑛 ≤ 𝑚 i per
l’observació 26.1.2 trobem que

rang
(
𝜕 𝑓𝑖

𝜕𝑥 𝑗
(𝑥0)

)
1≤𝑖≤𝑛
1≤ 𝑗≤𝑚 = 𝑛.

Aleshores tenim que existeix una permutació 𝜎 ∈ S𝑛 tal que

rang
(
𝜕 𝑓𝑖

𝜕𝑥𝜎 ( 𝑗 )
(𝑥0)

)
1≤𝑖≤𝑛
1≤ 𝑗≤𝑛 = 𝑛,

i per la proposició 1.1.7 trobem que

det
(
𝜕 𝑓𝑖

𝜕𝑥𝜎 ( 𝑗 )
(𝑥0)

)
1≤𝑖≤𝑛
1≤ 𝑗≤𝑛 ≠ 0.

Denotem doncs
𝐹 (𝑥) = ( 𝑓𝜎 (1) (𝑥), . . . , 𝑓𝜎 (𝑚) (𝑥))

i tenim que
det(𝑑𝐹 (𝑥0)) ≠ 0. (26.1)
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Considerem la funció

𝑔 : R𝑛 × R𝑚−𝑛 −→ R𝑚

(𝑥, 𝑦) ↦−→ 𝐹 (𝑥) + (0, 𝑦).

Tenim que 𝑔(𝑥, 0) = 𝐹 (𝑥), i per l’exemple 26.1.3 trobem que

(𝑔 ◦ 𝑖) (𝑥) = 𝑔(𝑥, 0) = 𝐹 (𝑥).

Per la definició de La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.12) i la proposició
6.2.13 tenim que

𝑑𝑔(𝑥0) =



𝜕𝐹1
𝜕𝑥1

· · · 𝜕𝐹1
𝜕𝑥𝑛

...
...

𝜕𝐹𝑛
𝜕𝑥1

· · · 𝜕𝐹𝑛
𝜕𝑥𝑛

0𝑛×(𝑚−𝑛)

𝜕𝐹𝑛+1
𝜕𝑥1

· · · 𝜕𝐹𝑛+1
𝜕𝑥𝑛

...
...

𝜕𝐹𝑚
𝜕𝑥1

· · · 𝜕𝐹𝑚
𝜕𝑥𝑛

𝐼 (𝑚−𝑛)×(𝑚−𝑛)


.

Aleshores tenim que
det(𝑑𝑔(𝑥0)) = det(𝑑𝐹 (𝑥0)),

i per (26.1) trobem que
det(𝑑𝑔(𝑥0)) ≠ 0,

i pel Teorema de la funció inversa (6.3.12) hem acabat. □

Teorema 26.1.9 (Teorema d’estructura local de les submersions). Siguin U ⊆ R𝑛
un obert i 𝑓 : U −→ R𝑚 una submersió en un punt 𝑥0 ∈ U. Aleshores existeix un
obertU′ satisfent 𝑥0 ⊆ U′ ⊆ U i existeix un difeomorfisme 𝑔 : U′ ←→ 𝑔(U′) ⊆ R𝑛
tals que el diagrama

U′ 𝑔(U′)

R𝑚

𝑔

𝑓
𝜋

és un diagrama commutatiu.

Demostració. Denotem
𝑓 (𝑥) = ( 𝑓1 (𝑥), . . . , 𝑓𝑚 (𝑥)).

Per la definició de Immersions i submersions (26.1.4) trobem que 𝑛 ≥ 𝑚 i per
l’observació 26.1.5 trobem que

rang
(
𝜕 𝑓𝑖

𝜕𝑥 𝑗
(𝑥0)

)
1≤𝑖≤𝑛
1≤ 𝑗≤𝑚 = 𝑚.

Aleshores tenim que existeix una permutació 𝜎 ∈ S𝑚 tal que

rang
(
𝜕 𝑓𝑖

𝜕𝑥𝜎 ( 𝑗 )
(𝑥0)

)
1≤𝑖≤𝑚
1≤ 𝑗≤𝑚 = 𝑚,
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i per la proposició 1.1.7 trobem que

det
(
𝜕 𝑓𝑖

𝜕𝑥𝜎 ( 𝑗 )
(𝑥0)

)
1≤𝑖≤𝑚
1≤ 𝑗≤𝑚 ≠ 0.

Denotem doncs
𝐹 (𝑥) = ( 𝑓𝜎 (1) (𝑥), . . . , 𝑓𝜎 (𝑚) (𝑥))

i tenim que
det(𝑑𝐹 (𝑥0)) ≠ 0. (26.2)

Considerem la funció

𝑔 : R𝑛 −→ R𝑛

𝑥 ↦−→ (𝐹 (𝑥), 0) + (0, 𝜋2 (𝑥)).

Per l’exemple 26.1.6 trobem que

(𝜋1 ◦ 𝑔) (𝑥) = 𝜋1 (𝐹 (𝑥), 𝜋2 (𝑥)) = 𝐹 (𝑥).

Per la definició de La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.12) i la proposició
6.2.13 tenim que

𝑑𝑔(𝑥0) =



𝜕𝐹1
𝜕𝑥1

· · · 𝜕𝐹1
𝜕𝑥𝑛

...
...

𝜕𝐹𝑚
𝜕𝑥𝑛+1

· · · 𝜕𝐹𝑚
𝜕𝑥𝑛

𝜕𝐹1
𝜕𝑥1

· · · 𝜕𝐹1
𝜕𝑥𝑛

...
...

𝜕𝐹𝑚
𝜕𝑥𝑛+1

· · · 𝜕𝐹𝑚
𝜕𝑥𝑚

0(𝑛−𝑚)×𝑛 𝐼 (𝑛−𝑚)×(𝑛−𝑚)


.

Aleshores tenim que
det(𝑑𝑔(𝑥0)) = det(𝑑𝐹 (𝑥0)),

i per (26.2) trobem que
det(𝑑𝑔(𝑥0)) ≠ 0,

i pel Teorema de la funció inversa (6.3.12) hem acabat. □

26.1.2 Superfícies
Definició 26.1.10 (Superfície). Sigui 𝑆 ⊆ R3 un subconjunt tal que per a tot 𝑝 ∈ 𝑆
existeix un entorn obertU ⊆ R3 de 𝑝 i un difeomorfisme 𝑔 : U −→ 𝑔(U) tal que

𝑔(U ∩ 𝑆) = 𝑔(U) ∩ (R2 × {0}).

Aleshores direm que 𝑆 és una superfície regular.

Teorema 26.1.11. Sigui 𝑆 ⊆ R3 un subconjunt. Aleshores 𝑆 és una superfície si
i només si per a tot punt 𝑝 ∈ 𝑆 existeixen un entorn obert U ⊆ R3 de 𝑝 i una
submersió 𝐹 : U −→ R tals que

𝑆 ∩U = 𝐹−1 ({0}).
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Demostració. Comencem veient que la condició és suficient ( =⇒ ). Suposem doncs
que 𝑆 és una superfície. Per la definició de Superfícies (26.1.10) trobem que que per a
tot 𝑝 ∈ 𝑆 existeix un entorn obertU ⊆ R3 de 𝑝 i un difeomorfisme 𝑔 : U −→ 𝑔(U)
tal que

𝑔(U ∩ 𝑆) = 𝑔(U) ∩ (R2 × {0}). (26.3)

Considerem la funció

𝐹 : U −→ R
𝑥 ↦−→ 𝜋3 (𝑔(𝑥)).

Aleshores tenim que

𝐹−1 ({0}) = 𝑔−1 (𝜋−1
3 ({0}))

= 𝑔−1 (R2 × {0})
= 𝑔−1 (𝑔(U)) ∩ 𝑔−1 (R2 × {0})
= 𝑔−1 (𝑔(U) ∩ (R2 × {0})

)
= U ∩ 𝑆, (26.3)

i hem acabat.
Veiem ara que la condició és necessària ( ⇐= ). Suposem doncs que per a tot

punt 𝑝 ∈ 𝑆 existeixen un entorn obertU ⊆ R3 de 𝑝 i una submersió 𝐹 : U −→ R tals
que 𝑆∩U = 𝐹−1 ({0}). Pel Immersions i submersions (26.1.9) tenim que per a tot 𝑝 ∈ 𝑆
existeix un obertU′ satisfent 𝑥0 ⊆ U′ ⊆ U i existeix un difeomorfisme 𝑔 : U′ ←→
𝑔(U′) ⊆ R3 tals que per a tot 𝑥 ∈ U′ tenim

𝐹 (𝑥) = (𝜋3 ◦ 𝑔) (𝑥).

Per tant, si considerem l’aplicació

𝐺 : U′ −→ R
𝑥 ↦−→ 𝐹 (𝑥)

la restricció de 𝐹 enU′ trobem que per a tot 𝑥 ∈ U′ tenim

𝐺 (𝑥) = (𝜋3 ◦ 𝑔) (𝑥),

i es satisfà
𝐺−1 ({0}) = 𝑆 ∩U′. (26.4)

Aleshores tenim que

𝑆 ∩U′ = 𝐺−1 ({0}) (26.4)
= 𝑔−1 (𝜋−1

3 ({0})
)

= 𝑔−1 (R2 × {0}),

i per tant tenim

𝑔(𝑆 ∩U′) = 𝑔(U′) ∩ 𝑔(𝑆 ∩U′)
= 𝑔(U′) ∩ 𝑔(𝑔−1 (R2 × {0}))
= 𝑔(U′) ∩ (R2 × {0}),

i per la definició de Superfícies (26.1.10) hem acabat. □
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Exemple 26.1.12. Volem veure que un tor és una superfície

Solució. Un tor de radi exterior 𝑅 i radi interior 𝑟 ve parametritzat per
𝑥 = (𝑟 cos(𝜃) + 𝑅) cos(𝜑)
𝑦 = (𝑟 cos(𝜃) + 𝑅) sin(𝜑)
𝑧 = 𝑟 sin(𝜃),

amb 𝜃 ∈ (0, 2𝜋) i 𝜑 ∈ (0, 2𝜋). ♢

Definició 26.1.13 (Carta local). Sigui 𝑆 ⊆ R3 un conjunt i 𝑝 ∈ 𝑆 un punt tals que
existeix un entorn obertU de 𝑝, un conjunt Ω ⊆ R2 i una aplicació Ψ : Ω −→ 𝑆 ∩U
que és una immersió i un homeomorfisme. Aleshores direm que Ω amb Ψ és una carta
local de 𝑝 en 𝑆.

També direm que Ψ és una parametrització o parametrització local de 𝑆.

Teorema 26.1.14. Sigui 𝑆 ⊆ R3 un subconjunt. Aleshores 𝑆 és una superfície si i
només si per a tot 𝑝 ∈ 𝑆 existeix una carta local de 𝑝 en 𝑆.

Demostració. □

Exemple 26.1.15. Volem veure que si tenim 𝑆 ⊆ R3 una superfície i Ψ : Ω −→
Ψ(Ω) ⊆ 𝑆 una immersió injectiva, aleshores Ω amb Ψ és una carta local si i només
si Ψ : Ω −→ Ψ(Ω) és un homeomorfisme.

Solució. ♢

26.1.3 Funcions diferenciables i l’espai tangent
Definició 26.1.16 (Funció diferenciable). Siguin 𝑆 ⊆ R3 una superfície i 𝑓 : 𝑆 −→ R𝑘
una funció tal que per a tot 𝑝 ∈ 𝑆 existeix una carta local Ω amb Ψ satisfent 𝑝 ∈ Ψ(Ω)
tals que

𝑓 ◦ Ψ : Ω −→ R𝑘

és un difeomorfisme. Aleshores direm que 𝑓 és diferenciable.

Teorema 26.1.17. Siguin 𝑆 ⊆ R3 una superfície i Ω1 amb Ψ1 i Ω2 amb Ψ2 dues
parametritzacions locals de 𝑆 amb

Ψ1 (Ω1) ∩ Ψ2 (Ω2) ≠ ∅.

Aleshores la funció
Ψ−1

2 ◦ Ψ1 : Ω1 ∩Ω2 −→ Ω1 ∩Ω2

és diferenciable.

Demostració. □

Proposició 26.1.18. Siguin 𝑆 ⊆ R3 una superfície, 𝑓 : 𝑆 −→ R𝑘 una funció diferenci-
able i 𝑝 ∈ 𝑆 un punt. Aleshores existeix un entorn obert U ⊆ R3 de 𝑝 i una funció
diferenciable 𝑓 : U −→ R𝑘 tals que per a tot 𝑥 ∈ 𝑆 ∩U tenim

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥).

Demostració. □
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Definició 26.1.19 (Funció diferenciable entre superfícies). Siguin 𝑆1 ⊆ R3 i 𝑆2 ⊆ R3

dues superfícies i 𝑓 : 𝑆1 −→ R3 una funció diferenciable. Aleshores diem que la
funció 𝑓 : 𝑆1 ←− 𝑆2 és diferenciable.

Proposició 26.1.20. Siguin 𝑆1 ⊆ R3 i 𝑆2 ⊆ R3 dues superfícies i 𝑓 : 𝑆1 −→ 𝑆2 una
funció. Aleshores 𝑓 és diferenciable si i només si existeixen dues cartes locals Ω1
amb Ψ1 i Ω2 amb Ψ2 de 𝑆1 i 𝑆2, respectivament, satisfent que existeix un 𝑝 ∈ Ψ1 (Ω1)
i 𝑓 (𝑝) ∈ Ψ2 (Ω2) i tals que l’aplicació

Ψ−1
2 ◦ 𝑓 ◦ Ψ1 : Ω1 ∩Ω2 −→ Ω1 ∩Ω2

és un difeomorfisme.

Demostració. □

26.2 Primera forma fonamental

26.2.1 Espai tangent a una superfície
Definició 26.2.1 (Vectors tangents). Siguin 𝑆 ⊆ R3 una superfície i 𝑝 ∈ 𝑆 un punt.
Aleshores direm que el conjunt

T𝑝 (𝑆) = {𝛼′ (0) ∈ R3 | 𝛼 és una corba regular en 𝑆 amb 𝛼(0) = 𝑝}

és l’espai tangent a 𝑆 en 𝑝, i els elements de T𝑝 (𝑆) són els vectors tangents a 𝑆 en 𝑝.

Proposició 26.2.2. Siguin 𝑆 ⊆ R3 una superfície, 𝑝 ∈ 𝑆 un punt i 𝜑(𝑢, 𝑣) amb Ω una
carta local de 𝑆 en 𝑝. Aleshores

(𝜑𝑢 (𝑝), 𝜑𝑣 (𝑝))

és una base de T𝑝 (𝑆).

Demostració. Per la definició de Superfícies (26.1.13) tenim que 𝜑 és una immersió,
i per l’observació 26.1.2 tenim que rang(𝑑𝜑(𝑝)) = 2, i per la definició de La Matriu
Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.12) tenim que

𝑑𝜑(𝑝) = (𝜑𝑢 (𝑝), 𝜑𝑣 (𝑝)).

Per la definició d’Espai tangent a una superfície (26.2.1) tenim que 𝜑𝑢 (𝑝) i 𝜑𝑣 (𝑝)
pertanyen a T𝑝 (𝑆), i per tant tenim que (𝜑𝑢 (𝑝), 𝜑𝑣 (𝑝)) és una base de T𝑝 (𝑆). □

Definició 26.2.3 (Primera forma fonamental). Siguin 𝑆 ⊆ R3 una superfície i 𝑝 ∈ 𝑆 un
punt. Aleshores direm que l’aplicació

I𝑝 : T𝑝 (𝑆) × T𝑝 (𝑆) −→ R
( ®𝑢, ®𝑣) ↦−→ ⟨®𝑢, ®𝑣⟩

és la primera forma fonamental de 𝑆 en 𝑝.

Proposició 26.2.4. Siguin 𝑆 ⊆ R3 una superfície i 𝑝 ∈ 𝑆 un punt. Aleshores la primera
forma fonamental I𝑝 és una forma bilineal.
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Demostració. Siguin ®𝑢, ®𝑣 i ®𝑤 tres vectors de T𝑝 (𝑆). Aleshores

I𝑝 ( ®𝑢 + ®𝑣, ®𝑤) = ⟨®𝑢 + ®𝑣, ®𝑤⟩
= ⟨®𝑢, ®𝑤⟩ + ⟨®𝑣, ®𝑤⟩ (1.1.4)
= I𝑝 ( ®𝑢, ®𝑤) + I𝑝 (®𝑣, ®𝑤),

i

I𝑝 ( ®𝑢, ®𝑣 + ®𝑤) = ⟨®𝑢, ®𝑣 + ®𝑤⟩
= ⟨®𝑢, ®𝑤⟩ + ⟨®𝑣, ®𝑤⟩ (1.1.4)
= I𝑝 ( ®𝑢, ®𝑤) + I𝑝 (®𝑣, ®𝑤).

Si prenem un escalar 𝜆 ∈ R trobem que

I𝑝 (𝜆®𝑢, ®𝑣) = ⟨𝜆®𝑢, ®𝑣⟩
= 𝜆⟨®𝑢, ®𝑣⟩ (1.1.4)
= 𝜆 I𝑝 ( ®𝑢, ®𝑣).

i

I𝑝 ( ®𝑢, 𝜆®𝑣) = ⟨®𝑢, 𝜆®𝑣⟩
= 𝜆⟨®𝑢, ®𝑣⟩ (1.1.4)
= 𝜆 I𝑝 ( ®𝑢, ®𝑣).

i per la definició de Definicions (1.1.1) hem acabat. □

Proposició 26.2.5. Siguin 𝑆 ⊆ R3 una superfície parametritzada per 𝜑(𝑢, 𝑣), 𝑝 ∈ 𝑆
un punt i ®𝑢 i ®𝑣 dos vectors de T𝑝 (𝑆). Aleshores

I𝑝 ( ®𝑢, ®𝑣) = ®𝑢⊤
[
⟨𝜑𝑢 (𝑝), 𝜑𝑢 (𝑝)⟩ ⟨𝜑𝑢 (𝑝), 𝜑𝑣 (𝑝)⟩
⟨𝜑𝑣 (𝑝), 𝜑𝑢 (𝑝)⟩ ⟨𝜑𝑣 (𝑝), 𝜑𝑣 (𝑝)⟩

]
®𝑣.

Demostració. Aquest enunciat té sentit per la proposició 26.2.4. Tenim que existeixen
quatre reals 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ R tals que

I𝑝 ( ®𝑢, ®𝑣) = ®𝑢⊤
[
𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

]
®𝑣.

Per la proposició 26.2.2 tenim que (𝜑𝑢, 𝜑𝑣) és una base de T𝑝 (𝑆), i per tant

®𝑢 = 𝑢1𝜑𝑢 (𝑝) + 𝑢2𝜑𝑣 (𝑝), i ®𝑣 = 𝑣1𝜑𝑢 (𝑝) + 𝑣2𝜑𝑣 (𝑝),

i per tant en la base (𝜑𝑢, 𝜑𝑣) tenim

®𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) i ®𝑣 = (𝑣1, 𝑣2).

Aleshores obtenim que

I𝑝 ( ®𝑢, ®𝑣) = ⟨®𝑢(𝑝), ®𝑣(𝑝)⟩
= 𝑢1𝑣1⟨𝜑𝑢 (𝑝), 𝜑𝑢 (𝑝)⟩ + 𝑢1𝑣2⟨𝜑𝑢 (𝑝), 𝜑𝑣 (𝑝)⟩+
+ 𝑢2𝑣1⟨𝜑𝑢 (𝑝), 𝜑𝑣 (𝑝)⟩ + 𝑢2𝑣2⟨𝜑𝑣 (𝑝), 𝜑𝑣 (𝑝)⟩,
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i tenim que

®𝑢⊤
[
𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

]
®𝑣 = 𝑢1𝑣1𝐴 + 𝑢1𝑣2𝐵 + 𝑢2𝑣1𝐶 + 𝑢2𝑣2𝐷,

i per tant trobem que

𝐴 = ⟨𝜑𝑢 (𝑝), 𝜑𝑢 (𝑝)⟩, 𝐵 = 𝐶 = ⟨𝜑𝑢 (𝑝), 𝜑𝑣 (𝑝)⟩ i 𝐷 = ⟨𝜑𝑣 (𝑝), 𝜑𝑣 (𝑝)⟩. □

Notació 26.2.6 (Primera forma fonamental). Denotarem

I𝜑 (𝑢,𝑣) =
[
𝐸 (𝑢, 𝑣) 𝐹 (𝑢, 𝑣)
𝐹 (𝑢, 𝑣) 𝐺 (𝑢, 𝑣)

]
=

[
⟨𝜑𝑢, 𝜑𝑢⟩ ⟨𝜑𝑢, 𝜑𝑣⟩
⟨𝜑𝑣 , 𝜑𝑢⟩ ⟨𝜑𝑣 , 𝜑𝑣⟩

]
.

Exemple 26.2.7. Volem calcular la primera forma fonamental d’una esfera parame-
tritzada per

Ψ(𝜃, 𝜑) = (sin(𝜃) cos(𝜑), sin(𝜃) sin(𝜑), cos(𝜃)).

Solució. Calculem

Ψ𝜃 (𝜃, 𝜑) = (cos(𝜃) cos(𝜑), cos(𝜃) sin(𝜑),− sin(𝜃))

i
Ψ𝜑 (𝜃, 𝜑) = (− sin(𝜃) sin(𝜑), sin(𝜃) cos(𝜑), 0).

Aleshores tenim

𝐸 = ⟨Ψ𝜃 ,Ψ𝜃 ⟩ = 1, 𝐹 = ⟨Ψ𝜃 ,Ψ𝜑⟩ = 0 i 𝐺 = ⟨Ψ𝜑 ,Ψ𝜑⟩ = sin2 (𝜃),

i per tant

I =
[
1 0
0 sin2 (𝜃)

]
. ♢

26.2.2 Longitud d’una corba
Proposició 26.2.8. Siguin 𝑆 ⊆ R3 una superfície, Ψ(𝑢, 𝑣) amb Ω una carta local de 𝑆
i 𝛼 una corba en Ψ(Ω). Aleshores

S𝛼 (𝑡0) (𝑡) =
∫ 𝑡

𝑡0

√︁
𝐸𝑢′ (𝜏)2 + 2𝐹𝑢′ (𝜏)𝑣′ (𝜏) + 𝐺𝑣′ (𝜏)2 d𝜏.

Demostració. Com que 𝛼 està continguda en Ψ(Ω) tenim que existeixen dues funci-
ons 𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡) tals que

𝛼(𝑡) = Ψ(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)).
Calculem

𝛼′ (𝑡) = 𝑢′ (𝑡)𝜑𝑢 (𝑢, 𝑣) + 𝑣′ (𝑡)𝜑𝑣 (𝑢, 𝑣),
i tenim que

∥𝛼′ (𝑡)∥ =
√︁
⟨𝛼′ (𝑡), 𝛼′ (𝑡)⟩

=

√︃
𝛼′ (𝑡)⊤ I𝑝 𝛼′ (𝑡)

=

√︄[
𝑢′ (𝑡) 𝑣′ (𝑡)

] [𝐸 𝐹

𝐹 𝐺

] [
𝑢′ (𝑡)
𝑣′ (𝑡)

]
□
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Capítol 27
Càlcul vectorial

27.1 Formes diferencials i integració

27.1.1 Camps vectorials diferenciables
Definició 27.1.1 (Espai tangent a R𝑛). Sigui 𝑝 ∈ R𝑛 un punt. Aleshores definim el
conjunt

T𝑝 (R𝑛) = {(𝑝, ®𝑣) | ®𝑣 ∈ R𝑛}
com l’espai tangent a R𝑛 en 𝑝.

Proposició 27.1.2. Siguin, per a tots ®𝑢, ®𝑣 ∈ R𝑛 i 𝜆 ∈ R,

(𝑝, ®𝑢) + (𝑝, ®𝑣) = (𝑝, ®𝑢 + ®𝑣) i 𝜆(𝑝, ®𝑣) = (𝑝, 𝜆®𝑣)

dues operacions sobre T𝑝 (R𝑛). Aleshores T𝑝 (R𝑛) és un espai vectorial.

Demostració. □

Observació 27.1.3. Sigui 𝐸 un R-espai vectorial de dimensió 𝑛. Aleshores

𝐸 � T𝑝 (R𝑛).

Demostració. □

Definició 27.1.4 (Camp vectorial diferenciable). SiguinU ⊆ R𝑛 un obert i 𝑝 ∈ U un
punt. Aleshores direm que una 𝜈 aplicació de la forma

𝜈 : U −→ T𝑝 (R𝑛)
𝑝 ↦−→ 𝜈(𝑝)

amb 𝜈 ∈ C∞ (U) és un camp vectorial diferenciable sobre U o que 𝜈 és un camp
vectorial sobreU.

Exemple 27.1.5. Sigui ( ®𝑒1, . . . , ®𝑒𝑛) la base canònica d’un R-espai vectorial de
dimensió 𝑛. Volem veure que l’aplicació

𝐸𝑖 (𝑝) = (𝑝, ®𝑒𝑖)

és un camp vectorial.
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Solució. ♢

Proposició 27.1.6. Siguin U ⊆ R𝑛 un obert i 𝑝 ∈ U un punt. Aleshores els
vectors (𝐸1 (𝑝), . . . , 𝐸𝑛 (𝑝)) són una base de T𝑝 (R𝑛).

Demostració. □

27.1.2 L’espai de camps vectorials
Definició 27.1.7 (Espai de camps vectorials). SiguiU ⊆ R𝑛 un obert. Aleshores direm
que el conjunt

𝔛(U) = {𝜈 ∈ C∞ (U) | 𝜈 és un camp vectorial sobreU}

és l’espai de camps vectorials sobreU.

Exemple 27.1.8. Sigui ℎ ∈ C∞ (U) una funció. Aleshores ∇ℎ ∈ 𝔛(U).

Demostració. □

Proposició 27.1.9. El conjunt 𝔛(U) és un espai vectorial.

Demostració. □

Definició 27.1.10 (Producte d’una funció i un camp vectorial). Siguin ℎ ∈ C∞ (U)
una funció i 𝜈 ∈ 𝔛(U) un camp vectorial. Aleshores definim el producte de ℎ i 𝜈 com
l’operació · que satisfà

(ℎ · 𝜈) (𝑝) = ℎ(𝑝)𝜈(𝑝).

Observació 27.1.11. Es satisfà que ℎ · 𝜈 ∈ C∞ (U).

Proposició 27.1.12. Siguin ℎ ∈ C∞ (U) una funció i 𝜈1, 𝜈2 ∈ 𝔛(U) dos camps
vectorials. Aleshores(

ℎ · (𝜈1 + 𝜈2)
)
(𝑝) = (ℎ · 𝜈1) (𝑝) + (ℎ · 𝜈2) (𝑝).

Demostració. □

Proposició 27.1.13. Siguin ℎ, 𝑔 ∈ C∞ (U) dues funcions i 𝜈 ∈ 𝔛(U) un camp vectorial.
Aleshores (

(ℎ + 𝑔) · 𝜈
)
(𝑝) = (ℎ · 𝜈) (𝑝) + (𝑔 · 𝜈) (𝑝).

Demostració. □

Proposició 27.1.14. Siguin ℎ ∈ C∞ (U) una funció i 𝜈1, 𝜈2 ∈ 𝔛(U) dos camps
vectorials. Aleshores (

ℎ(𝜈1𝜈2)
)
(𝑝) =

(
(ℎ𝜈1)𝜈2

)
(𝑝).

Demostració. □

27.1.3 Producte escalar de camps vectorials
Definició 27.1.15 (Producte escalar de camps vectorials). Siguin 𝜈1, 𝜈2 ∈ 𝔛(U) dos
camps vectorials. Aleshores definim el producte escalar de 𝜈1 i 𝜈2 com l’aplicació que
satisfà

⟨𝜈1, 𝜈2⟩(𝑝) = ⟨𝜈1 (𝑝), 𝜈2 (𝑝)⟩.
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27.1.4 Derivada de Lie
Definició 27.1.16 (Derivada de Lie). Siguin ℎ ∈ C∞ (U) una funció i 𝜈 ∈ 𝔛(U) un
camp vectorial. Aleshores direm que

L𝜈 ( 𝑓 ) = ⟨𝜈,∇ℎ⟩

és la derivada de Lie de 𝑓 sobre 𝜈 en 𝑝.
Aquesta definició té sentit per l’exercici 27.1.8.

Definició 27.1.17 (Part vectorial d’un camp). Sigui 𝜈 ∈ 𝔛(U) un camp vectorial. Per
la definició Camps vectorials diferenciables (27.1.4) i d’Camps vectorials diferenciables
(27.1.1) tenim que existeix una funció ®𝜈 sobreU tal que

𝜈(𝑝) = (𝑝, ®𝜈(𝑝)).

Aleshores direm que ®𝜈 és la part vectorial de 𝜈.

Lema 27.1.18. Siguin ℎ ∈ C∞ (U) una funció i 𝜈 ∈ 𝔛(U) un camp vectorial. Aleshores

L𝜈 (ℎ) (𝑝) =
𝜕ℎ

𝜕®𝜈(𝑝) (𝑝).

Demostració. □

𝜄𝜍𝜐𝛶𝛴

27.1.5 Corbes integrals
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Capítol 28
Sistemes autònoms al pla

28.1 Sistemes no integrables

28.1.1 Comportament límit de les òrbites
Definició 28.1.1 (Conjunts 𝜔-límit i 𝛼-límit). Sigui 𝜑𝑥 : R −→ R𝑛 l’òrbita d’un punt
𝑥 ∈ R𝑛. Aleshores definim

𝜔(𝑥) = {𝑦 ∈ R𝑛 | existeix (𝑡𝑛)𝑛∈N amb 𝑡𝑛
𝑛→∞−→ +∞ tal que 𝜑𝑥 (𝑡𝑛)

𝑛→∞−→ 𝑦}

com el conjunt 𝜔-límit de 𝑥 i

𝛼(𝑥) = {𝑦 ∈ R𝑛 | existeix (𝑡𝑛)𝑛∈N amb 𝑡𝑛
𝑛→∞−→ −∞ tal que 𝜑𝑥 (𝑡𝑛)

𝑛→∞−→ 𝑦}

com el conjunt 𝛼-límit de 𝑥.

Observació 28.1.2. Siguin 𝑥 ∈ R𝑛 un punt i

¤𝑥 = 𝑓 (𝑥) i ¤𝑥 = − 𝑓 (𝑥)

dues equacions diferencials. Aleshores el conjunt 𝜔-límit de 𝑥 en la primera equació
diferencial és el conjunt 𝛼-límit de 𝑥 en la segona equació diferencial i, anàlogament,
el conjunt 𝛼-límit de 𝑥 en la primera equació diferencial és el conjunt 𝜔-límit de 𝑥 en
la segona equació diferencial.

Definició 28.1.3 (Conjunts invariants). Sigui 𝜑𝑥 l’òrbita d’un punt 𝑥 ∈ R𝑛. Aleshores
definim

𝛾+ (𝑥) = {𝜑𝑥 (𝑡) | 𝑡 ≥ 0}, 𝛾− (𝑥) = {𝜑𝑥 (𝑡) | 𝑡 ≤ 0} i 𝛾(𝑥) = 𝛾+ (𝑥) ∪ 𝛾− (𝑥),

i direm que un conjunt 𝐶 ⊆ R𝑛 és positivament invariant si per a tot 𝑦 ∈ 𝐶 tenim que
𝛾+ (𝑦) ⊆ 𝐶, que és negativament invariant si per a tot 𝑦 ∈ 𝐶 tenim que 𝛾− (𝑦) ⊆ 𝐶 i
que és invariant si per a tot 𝑦 ∈ 𝐶 tenim que 𝛾(𝑦) ⊆ 𝐶.

Teorema 28.1.4. Siguin ¤𝑥 = 𝑓 (𝑥) una equació diferencial sobre R𝑛, K un compacte
de R𝑛 i 𝑝 ∈ R𝑛 un punt tals que 𝛾+ (𝑥) ⊂ K. Aleshores

1. 𝜔(𝑥) ≠ ∅.
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2. 𝜔(𝑥) és un tancat.

3. 𝜔(𝑥) = 𝜔(𝜑𝑥 (𝑡)) per a tot 𝑡 ∈ R.

4. 𝜔(𝑥) és connex.

Demostració. Comencem veient el punt (1). Per hipòtesi tenim que 𝛾+ (𝑥) ⊂ K. Ara
bé, tenim que 𝜑𝑥 (0) = 𝑥 ∈ 𝛾+ (𝑥), i per tant 𝑥 ∈ K i tenim que K ≠ ∅. □

28.1.2 Teorema de Poincaré-Bendixson
Definició 28.1.5 (Secció transversal). Siguin ¤𝑥 = 𝑓 (𝑥) una equació diferencial sobre
un obertU ⊆ R2 i Σ ⊆ U una corba tal que per a tot 𝑥, 𝑦 ∈ Σ es satisfà 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑦).
Aleshores direm que Σ és una secció transversal de l’equació diferencial.

Definició 28.1.6 (Aplicació de retorn). Siguin ¤𝑥 = 𝑓 (𝑥) una equació diferencial sobre
un obertU ⊆ R2 i 𝐴 ⊆ U un conjunt tals que per a tot 𝑝 ∈ 𝐴 punt regular i tota secció
transversal Σ ⊆ 𝐴 existeix un entornV ⊆ U de 𝑝 tal que per a tot 𝑥 ∈ Σ ∩V existeix
un 𝑡 ≠ 0 tal que 𝜑𝑥 (𝑡) ∈ Σ ∩V. Aleshores direm que 𝐴 admet una aplicació de retorn.

Definició 28.1.7 (Gràfic). Siguin ¤𝑥 = 𝑓 (𝑥) una equació diferencial sobre un obert
U ⊆ R2 i 𝐴 ⊆ U un conjunt invariant que conté punts regulars i punts crítics tal que
per a tot punt 𝑥 ∈ 𝐴 tenim 𝛼(𝑥) = {𝑝} i 𝜔(𝑥) = {𝑞} per a certs punts crítics 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐴, i
tals que 𝐴 admet una aplicació de retorn. Aleshores direm que 𝐴 és un gràfic.

Teorema 28.1.8 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Siguin ¤𝑥 = 𝑓 (𝑥) una equació
diferencial en Ω ⊆ R2 amb un nombre finit de punts crítics i K ⊆ Ω un compacte tal
que 𝛾+ (𝑥) ⊆ K. Aleshores

1. si 𝜔(𝑥) només conté punts crítics tenim que 𝜔(𝑥) = {𝑝}.

2. si 𝜔(𝑥) conté punts crítics i punts regulars tenim que 𝜔(𝑥) és un gràfic.

3. si 𝜔(𝑥) no conté punts crítics tenim que 𝜔(𝑥) és una òrbita periòdica.

Demostració. □

Teorema 28.1.9. Sigui 𝜑 : R −→ R2 una òrbita periòdica d’una equació diferencial
¤𝑥 = 𝑓 (𝑥). Aleshores existeix un 𝑝 ∈ Int(𝜑(R)) tal que 𝑝 és un punt crític.

Demostració. □

28.1.3 Criteri de Bendixson-Dulac
Teorema 28.1.10 (Criteri de Bendixson-Dulac). Demostració. □
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Capítol 29
Equacions en derivades parcials

29.1 Equacions en derivades parcials de primer ordre

29.1.1 Equació general de primer ordre
Definició 29.1.1 (Equació en derivades parcials de primer ordre). Siguin Ω ⊆ R2𝑛+1

un obert i 𝐹 : Ω −→ R una funció. Aleshores, denotant

𝑢𝑖 (𝑥) =
𝜕𝑢(𝑥)
𝜕𝑥𝑖

,

direm que l’expressió

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢(𝑥), 𝑢1 (𝑥), . . . , 𝑢𝑛 (𝑥)) = 0

és una equació en derivades parcials de primer ordre sobre Ω.

Definició 29.1.2 (Solució d’una equació en derivades parcials). Siguin

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢(𝑥), 𝑢1 (𝑥), . . . , 𝑢𝑛 (𝑥)) = 0

una equació en derivades parcials de primer ordre sobre un obert Ω i Φ(𝑥) : Ω −→ R
una funció de classe C2 (Ω) tal que

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛,Φ(𝑥),Φ1 (𝑥), . . . ,Φ𝑛 (𝑥)) = 0

per a tot 𝑥 ∈ Ω. Aleshores direm que Φ és una solució de l’equació en derivades
parcials.

29.1.2 Equacions quasi-lineals de primer ordre
Definició 29.1.3 (Equació quasi-lineal). Siguin Ω ⊆ R𝑛 × R un obert, {𝑃𝑖}𝑁𝑖=1 una
família de funcions de Ω a R i 𝑅 : Ω −→ R una funció. Aleshores direm que l’expressió

𝑁∑︁
𝑖=1

(
𝑃𝑖 (𝑥, 𝑢(𝑥))

𝜕𝑢(𝑥)
𝜕𝑥𝑖

)
= 𝑅(𝑥, 𝑢(𝑥))

és una equació diferencial quasi-lineal de primer ordre.
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Exemple 29.1.4. Exemples d’equacions quasi-lineals són, amb 𝐾 > 0, l’equació de la
calor

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 = 𝐾
𝜕𝑢

𝜕𝑡

o l’equació de la corda vibrant

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 = 𝐾
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
,

mentre que exemples d’equacions en derivades parcials que no siguin quasi-lineals
són l’equació no lineal de la calor

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝑓 (𝑢) = 𝐾
𝜕𝑢

𝜕𝑡

o la llei de la conservació escalar

𝜕𝑢(𝑡)
𝜕𝑡
+ div( 𝑓 (𝑢(𝑡))) = 0.
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