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CapriTOL

Aviat

Podeu trobar la versi6 actualitzada d’aquest pdf seguint aquest link.

1.1 Algebra lineal
1.1.1 Definicions
Definicié 1.1.1 (Forma bilineal). Doble la linealitat, doble el poder.

Definicié 1.1.2 (Forma bilineal definida estrictament positiva o negativa). Sigui M
una forma bilineal simétrica. Preguntar a en Cedo.

Definicié 1.1.3 (Norma d’una aplicacid lineal).
Definici6 1.1.4 (Producte escalar). Es lineal i més coses.
Definicié 1.1.5 (Norma d’un vector). ||¥]| = /{¥, V).

Definicié 1.1.6 (Dependéncia lineal).

1.1.2 Proposicions

Proposicié 1.1.7. Vectors linealment independents <= determinant no nul.

1.1.3 Teoremes

Teorema 1.1.8. Sigui A = (a; ;) € M, (R) una matriu simétrica. Aleshores A és
definida positiva si i només si

a1 o0 ayi
>0
a1 v Qi
peratoti € {1,...,n}
Demostracio. Per induccio sobre n. O

25
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1. Aviar

1.2 Funcions de variable real

1.2.1 Definicions

Definici6 1.2.1 (Imatge). Siguin X iY dos conjunts, A un subconjuntde Xif: X — Y
una aplicaci6. Aleshores definim

Imy(f) ={f(a) €Y |a € A}
com la imatge de f per A.

Definicié 1.2.2 (Antiimatge). Siguin X i Y dos conjunts, B un subconjunt de Y
i f: X — Y una aplicacié. Aleshores definim

Im'(f)={x € X| f(x) =bperacerth € B}
com la antiimatge de f per B.
Definici6 1.2.3 (Limit).

Definici6 1.2.4 (Funci6 continua). Sigui f una funcid. Direm que f és continua en a si
lim f(x) = f(a).
xX—a

Definici6 1.2.5 (Particid, poligonal i longitud d’una poligonal). Sigui (a, b) un interval
de R. Direm que una partici6 de (a, b) és un conjunt de escalars t, .. ., t, € [a, b] que
compleixena =ty < --- < t, = b. Direm que ty, . . ., t, son els nodes de la particid.

Sigui f: (a,b) — R una funcid. Definirem la poligonal P, d’una particié en una
funcié f com

Py = f(t0), ..., f(tn).

Definim la longitud de la poligonal P, com

n-1
L(Pa) = D 1 (tisr) = f(1).
i=0
Definici6 1.2.6 (Classe de diferenciabilitat d’una funcié). Sigui f una funcié n-vegades
diferenciable amb f(") continua. Direm que f és de classe C" o que f € C".
Definicié 1.2.7 (Derivada).

Definicié 1.2.8 (Notacié de Landau). A(h) = o(B(h))...

1.2.2 Proposicions

Proposici6 1.2.9. Siguin I C R un interval i f: I — R una funcio. Aleshores, si f és
derivable en un punt a € I, f és continua en a.

Proposicié 1.2.10. Sigui f: [a,b] — R una funcié acotada i monotona. Aleshores f
és integrable Riemann.

Proposici6 1.2.11. Sigui f: [a, b] — R una funcié monotona. Aleshores el conjunt
de punts de discontinuitat de f és com a maxim numerable.
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1.3. Trobar lloc per tot aixd

1.2.3 Teoremes

Teorema 1.2.12 (Equivaléncia entre normes). Si g(x) és una norma existeixen m, M €
R* tals que m||x|| < q(x) < M||x|| per a tot x € R™.

Teorema 1.2.13 (Teorema del Valor Mig). hmm trivial
Teorema 1.2.14 (Desigualtat de Cauchy-Schwarz).

Teorema 1.2.15 (Teorema de Taylor). Siguin (a, b) un interval obertdeRi f: (a,b) —
R una funcié de classe C". Aleshores, per a dos punts x, ¢ € (a, b), amb x < c, existeix
un punt x| € (x,c) tal que

(k) (n)
Fx) = @+Zf (©) (p =gy 22D g

n!

Teorema 1.2.16 (Teorema de Weierstrass). Siguin U C R un obert i f:U > Runa
funcio. Aleshores, donat un compacte S C U, si f és continua en S, f té un maxim i un
minim absoluts en S.

Teorema 1.2.17 (Teorema del sandvitx).

Teorema 1.2.18 (Teorema de Rolle). Sigui f: [a,b] € R — R una funcio derivable
en (a,b) tal que f(a) = f(b). Aleshores existeix un cert ¢ € (a, b) tal que f’(c) = 0.

Teorema 1.2.19 (Teorema Fonamental del Calcul). Siguin [a, b]| unintervaldeR, f: [a,b] —

R una funcio continua en [a, b] i

X
Foo= [
a
una funcio. Aleshores F(x) és derivable en [a,b] i F'(x) = f(x) per a tot x de [a, b].

Teorema 1.2.20 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Successio acotada té parcial
convergent

1.3 Trobar lloc per tot aixo

Definicié 1.3.1 (Conjunt obert, tancat...).

Definici6 1.3.2 (Continuitat uniforme). Siguin U € R4,V C R dosobertsi f: U — V
una funcié. Aleshores direm que f és uniformement continua en un conjunt S € U si
per a tot € > 0 existeix un ¢ > 0 tals que

dy(x,y) <eidy(f(x) - f(y) <6
peratotpuntx,y € U.

Teorema 1.3.3 (Teorema de Heine). Siguin U C R? dos oberts, S ¢ U un compacte
i f: U — R™ una funcio continua. Aleshores f és uniformement continua en S.

Definicié 1.3.4 (Funci6 indicatriu). Siguin X un conjunti A C X un subconjunt de X.
Definim la funci6 indicatriu de A com una funcié

1a: X — {0,1}

1Am:{1x€A

tal que

0 x¢A.
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1. Aviar

1.3.1 Complexos

Definici6 1.3.5 (Nombre complex). Siguin @ i b dos nombres reals, i una constant que
satisfa i> = —1 i
z=a+bi.

Aleshores direm que z €s un nombre complex i que i és la unitat imaginaria.

Definicié 1.3.6 (Integral d’una funcié complexa). Sigui f una funcié complexaiaib
dos reals. Aleshores definim

/{ff(ﬂdxz/ab‘R(f(x))dxﬂ/abS(f(x))dx

com la integral de f.

Definicié 1.3.7 (Unié6 disjunta). Siguin A i B dos conjunts. Aleshores definim
AUB=(Ax{0}) U (Bx{l})
com la uni6 disjunta entre A i B.

Definicié 1.3.8 (Vectors perpendiculars).

(@, 7) = 0.

1.4 Equacions diferencials ordinaries I

1.4.1 Teoria qualitativa

Observacié 1.4.1. Sigui
i(t) = X (u(r))

una equacio diferencial autonoma sobre un obert U C R™ amb X € C'. Aleshores la
funcié X és un camp vectorial.

Definicié 1.4.2 (Orbites). Sigui ¢ una solucié d’una equacié diferencial autbonoma

i(t) = X(u(r))
on X € C'. Aleshores direm que ¢ és una drbita de I’equacié diferencial 1t (1) = X (u(t)).

Proposicio 1.4.3. Siguin
i(t) = X (u(r))

una equacio diferencial autonoma sobre un obert U C R™ amb X € C' i x € U un
punt. Aleshores existeix una solucié maximal ¢ tal que ¢, (0) = x.

Demostracio. Considerem el problema de Cauchy
(1) = X (u(r))
u(0) = x.

Aleshores per la proposicié 22.2.20 tenim que existeix una solucié maximal ¢,
d’aquest problema de Cauchy, i per la definicié de Problema de Cauchy (22.2.4) trobem
que ¢, (0) = x i hem acabat. O
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1.4. Equacions diferencials ordinaries I

Definicié 1.4.4 (Flux). Siguin

(1) = X(u(r))

una equacié diferencial autonoma sobre un obert 7 € R" amb X € C', x € U un punt
i ¢y la solucié maximal tal que ¢, (0) = x. Aleshores direm que ¢, €s el flux de x.
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Part 11

Fonaments de les matematiques
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CariTOL

Logica matematica

2.1 Els fonaments

2.1.1 Processos fonamentals de les matematiques

Definirem de manera informal els conceptes d’objecte matemadtic, de relacio entre
objectes i1 de demostracio d’una relacié. Aquests son els tres processos fonamentals de
les matematiques.

Els objectes matematics s6n abstraccions de conceptes. Anomenem a les possibles
propietats d’aquests objectes relacions. Aquestes poden ser o bé vertaderes o bé falses.

Anomenem a algunes d’aquestes relacions axiomes, que son relacions que prenem
com a vertaderes des d’un principi. Per determinar la veracitat d’altres relacions
empararem les demostracions. Direm que una relacid és vertadera quan es pot deduir a
partir dels axiomes amb una demostracid, que €s una successié d’arguments rigorosos
per conveéncer-nos que una relacio és vertadera.

2.1.2 Operacions logiques elementals

Definici6 2.1.1 (Disjuncié). Siguin R i S dues relacions. Aleshores definim una relacié
anomenada disjuncié. L’escriurem R V S, i ho llegirem “R o S”.

Definicié 2.1.2 (Negacid). Sigui R una relacié. Aleshores definim una relacié
anomenada negacid. L’escriurem —R i ho llegirem “no R”.

Definici6 2.1.3 (Conjuncié). Siguin R iS dues relacions. Aleshores definim una relacié
anomenada conjuncié definida com

RAS==((=R)V (=S)).
Ho llegirem “R i S”.

Definici6 2.1.4 (Disjuncié excloent). Siguin R i S dues relacions. Aleshores definim
una relacié anomenada disjuncié excloent definida com

RY S=(RA(=S))V ((=R) AS).

Ho llegirem “o bé R o bé S’
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2. LOGICA MATEMATICA

Definicié 2.1.5 (Implicacid). Siguin R i S dues relacions. Aleshores definim una
relacié anomenada implicacié definida com

R = S=SV(-R).
Ho llegirem “R implica S” o “si R aleshores S”.

Definicié 2.1.6 (Doble implicacié). Siguin R i S dues relacions. Aleshores definim
una relacié anomenada doble implicacié definida com

R — S=(R = S)A(S = R).

Ho llegirem com “R siinomés si S” o “R és equivalent a S”.

2.1.3 Relacions vertaderes

Axioma 2.1.7. Sigui R una relacio. Aleshores la relacio
(RVR) = R

és vertadera.

Axioma 2.1.8. Siguin R i S dues relacions. Aleshores la relacio
R = (RVYS)

és vertadera.

Axioma 2.1.9. Siguin R i S dues relacions. Aleshores la relacio

(RvS) = (SVR)
és vertadera.
Axioma 2.1.10. Siguin R, S i T tres relacions. Aleshores la relacio
(R= S8 = ((RVT) = (SVT))
és vertadera.

Axioma 2.1.11. Siguin R i S dues relacions tals que Ri R = S siguin vertaderes.
Aleshores S és vertadera.

Definicié 2.1.12 (Relaci6 falsa). Sigui R una relacié tal que —R sigui vertadera.
Aleshores direm que R és falsa.

2.1.4 Tautologies

Tautologia 2.1.13. Siguin R, S i T tres relacions tals que R = SiS = T siguin
vertaderes. Aleshores la relaci6 R = T és vertadera.
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Demostracio. Per1’axioma 2.1.10 la relacid
(§ =T) = (SV(-R) = (T'V(=R)))

és vertadera. Ara bé, per la definicié d’Operacions logiques elementals (2.1.5) aixo ho
podem escriure com

=7 = (R=S5) = (R=1T))

i com que, per hipotesi, la relaci6 § = T és vertadera per I’axioma 2.1.11 tenim
que la relaci6 (R = S) = (R = T) és vertadera, i com que, de nou per
hipotesi, tenim que la relaci6 R = S és vertadera tenim per I’axioma 2.1.11 que la
relaci6 R = T és vertadera, com voliem veure. O

Tautologia 2.1.14 (Tercer exclos). Sigui R una relacié. Aleshores la relacié RV (=R)
és vertadera.

Demostracio. Larelacié RV (=R) és equivalent, per la definicié d’Operacions 1dgiques
elementals (2.1.5),a R = R. Per’axioma 2.1.7 tenim que larelacié (RVR) = R
és vertadera, i per I’axioma 2.1.8 tenim que la relaci6 R = (R V R) és vertadera.
Per tant, per la tautologia 2.1.13, veiem que R = R. m

Tautologia 2.1.15. Siguin R i S dues relacions tals que R sigui vertadera. Aleshores
les relacions RV S i S V R son vertaderes.

Demostracio. Per1’axioma?2.1.8 tenimque R = (R V S) és vertadera, i per I’axioma
2.1.9 tenim que (RV S) = (S V R) és vertadera.

Ara bé, per hipotesi tenim que R és vertadera, i per ’axioma 2.1.11 veiem que les
relacions R V . S1i S V R sén vertaderes. m}

Tautologia 2.1.16. Sigui R una relacio. Aleshores la relacio R <= —(=R) és
vertadera.

Demostracio. Per la definicié de Operacions logiques elementals (2.1.6) hem de veure
que la relacié

(=(=R) V (=R)) A (R V (=(=(=R)))

és vertadera. Ara bé, si R és vertadera trobem per la definicié de Operacions logiques
elementals (2.1.2) que —R és falsa, i aleshores per la tautologia del Tautologies (2.1.14)
les relacions =(=R) V (=R) i R V (=(=(=R)) sbn vertaderes

Si R és falsa trobem per la definicié de Operacions logiques elementals (2.1.2)
que —R és vertadera, aleshores, de nou per la tautologia del Tautologies (2.1.14), les
relacions =(=R) V (=R) i R V (=(=(=R)) s6n vertaderes, com voliem veure. O

Tautologia 2.1.17 (Primera llei de De Morgan). Siguin R i S dues relacions. Aleshores
la relacio

-(RVS) = ((=R) A (=S))

és vertadera.
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Demostracio. Per la definicié de Operacions logiques elementals (2.1.3) volem veure
que la relacié
2(RVS) &= ~((=(=R)) V (=(=9)))

és vertadera. Aleshores, per la tautologia del Tautologies (2.1.14) aix0 és equivalent a
veure que la relacié
-(RVS) < =(RVYS)

és vertadera, i per I’axioma 2.1.9 hem acabat. ]

Tautologia 2.1.18 (Segona llei de De Morgan). Siguin R i S dues relacions. Aleshores
la relacio
“(RAS) < ((-R)V (—S))

és vertadera.

Demostracio. Per la definicié de Operacions logiques elementals (2.1.3) hem de veure
que la relacié
((=R) V (=8)) &= =((=(=R)) A (=(=5))),

i per la tautologia 2.1.16 aix0 és equivalent a veure que la relacié
((FR)V (=S)) & —(RAYS),
que és conseqiiencia de la Tautologies (2.1.17). O

Tautologia 2.1.19 (Llei de les contrareciproques). Siguin R i S dues relacions. Alesho-
res la relacio
(R = §) < ((=S) = (=R))

és vertadera.

Demostracio. Per la definicié d’Operacions logiques elementals (2.1.5) hem de veure
que la relaci6
(§V(=R)) & ((=R) V (=(=5)))

és vertadera. Ara bé, per la tautologia 2.1.16 tenim que aix0 és equivalent a veure que
la relaci6
(SV(=R)) = ((=R)VY)

és vertadera, i pels axiomes 2.1.9 i1 2.1.10 i la definicié6 de Operacions logiques
elementals (2.1.6) tenim que aquesta relacié és vertadera, com voliem veure. O

Tautologia 2.1.20. Siguin R i S dues relacions. Aleshores la relacio R A\ S és vertadera
si i només si R és vertadera i S és vertadera.

Demostracio. Veiem primer I’'implicaci6 cap a la dreta (= ). Suposem doncs que R
i S sOn vertaderes. Per I’axioma 2.1.8 la relacié S V (=R) és vertadera i, per la definicié
de Operacions logiques elementals (2.1.5) tenim que R — § és vertadera. Ara
bé, per la tautologia de Tautologies (2.1.19) tenim que la relacié (=S) = (—R) és
vertadera, i pels axiomes 2.1.10 1 2.1.7 tenim que la relacié

(=) V(=R)) = (=R)
és vertadera, 1 de nou per la tautologia de Tautologies (2.1.19) trobem que la relacié

(=(=R)) = (=(=8) V (=R))
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és vertadera, i per la tautologia 2.1.16 trobem que la relaci6
R = (—|((—|S) \% (—|R)))

és vertadera, i per la definicié de Operacions logiques elementals (2.1.3) aixo és
equivalent a que la relacio
R = (RAS)

és vertadera, i per tant per ’axioma 2.1.11 trobem que R A S és vertadera, com voliem
veure.

Veiem aral’implicacié cap al’esquerra ( <= ). Suposem doncs que larelacié RAS és
vertadera. Per la tautologia de Tautologies (2.1.19) tenim que larelacié (RAS) = S
és vertadera si i només si la relacié

(=R) = (=(=((=R) V (=9))))

és vertadera. Ara bé, per la tautologia 2.1.16 tenim que aix0 és equivalent a veure que
la relacié
(=R) = ((=R) Vv (=9))

€s vertadera, que és conseqiiencia de I’axioma 2.1.8, i per tant larelacié (RAS) = R
és vertadera. La demostraci6 del cas (R A §) = S és analoga. )

Tautologia 2.1.21. Siguin R i S dues relacions tals que R sigui falsa i RV S sigui
vertadera. Aleshores la relacio S és vertadera.

Demostracio. Per la tautologia 2.1.16 tenim que la relaci6 R = (—(=R)) és
vertadera, i per ’axioma 2.1.10 aix0 és que la relacié

(RVS) & (=(=R)VYS)

és vertadera. Ara bé, per la definicié d’Operacions logiques elementals (2.1.5) tenim
que aixo és equivalent a la relacié

(RVS) < ((-R) = 9).

I com que, per hipotesi, R V S i =R sén vertaderes, tenim que S és vertadera, com
voliem veure. o

Tautologia 2.1.22. Siguin R i S dues relacions tals que S sigui falsa i R Y S sigui
vertadera. Aleshores R és vertadera.

Demostracio. Tenim, per la definicié de Operacions logiques elementals (2.1.4), que
la relacié
(RA(=S)V((=R)AS)

és vertadera. Ara bé, com per hipotesi S és falsa per la tautologia 2.1.21 tenim que la
relacié (VR) A S és falsa. Per tant per la tautologia 2.1.20 tenim que la relacié R A (=S)
és vertadera, i per la tautologia 2.1.20 tenim que R és vertadera. O

Tautologia 2.1.23. Siguin R i S dues relacions tals que R i R Y S siguin vertaderes.
Aleshores S és falsa.
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Demostracio. Tenim, per la definicié de Operacions logiques elementals (2.1.4), que

la relaci6
(RA(=8)V ((=R) AS)

és vertadera. Com per hipotesi la relacié R és vertadera, per la definicié de Operacions
logiques elementals (2.1.2) tenim que —R és falsa. I per la tautologia 2.1.20 tenim que
la relacié (=R) A S és falsa, i per la tautologia 2.1.21 tenim que la relacié R A (=S) és
vertadera.

Ara bé, de nou per la tautologia 2.1.20, tenim que la relacié =S ha de ser vertadera,
i per la definicié de Operacions logiques elementals (2.1.2) trobem que S és falsa. O
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Teoria de conjunts

3.1 Conjunts

3.1.1 Elements i subconjunts

Igual que en la secci6 anterior, només farem una introduccié informal a la teoria de
conjunts.

Definirem conjunt com un objecte matematic, i entre conjunts la relacié € de
pertinéncia. Interpretem la relacié x € A com que x és un element de A o que x pertany
a A. Silarelacié x € A és falsa aleshores ho denotarem com x ¢ A i direm que x no
pertany a A.

Axioma 3.1.1 (Axioma d’Extensionalitat). Siguin A i B dos conjunts tals que per a
tot x tenim x € A si i només si x € B. Aleshores A = B.

Definicié 3.1.2 (Subconjunt). Siguin A i B dos conjunts tals que per a tot x € B
tenim x € A. Aleshores direm que B és un subconjunt de A i ho denotarem B C A.

Teorema 3.1.3 (Doble inclusi6). Siguin A i B dos conjunts. Aleshores A = B si i
només siA C BiBC A.

Demostracio. Comencem veient que la condici6 és suficient ( <= ). Suposem doncs
que A C Bi B C A. Per la definici6 de Elements i subconjunts (3.1.2) tenim que
si x € A aleshores x € B, ja que per hipotesi A € B. De mateixa manera tenim
que si x € B aleshores x € A, ja que per hipotesi B C A. Per tant, per I’Elements i
subconjunts (3.1.1) tenim que A = B.

Veiem ara que la condici6 €s necessaria (= ). Suposem doncs que A = B. Tenim
que si x € A, aleshores x € B, i per la definici6 de Elements i subconjunts (3.1.2) aix0
és que A C B. De mateixa manera, si x € B tenim x € A, i de nou per la definicié de
Elements i subconjunts (3.1.2) tenim que B C A, com voliem veure. O

Axioma 3.1.4 (Axioma del Conjunt Poténcia). Sigui A un conjunt. Aleshores existeix
un conjunt P(A) tal que B C A si i només si B € P(A).

Notacié 3.1.5. Denotarem els conjunts com claus separant els seus elements amb
comes. Per exemple, si tinguéssim un conjunt X que conté tinicament els elements a, b
i ¢ el podriem denotar com

X ={a,b,c}.
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Si tots els elements de X satisfan una relacié R denotarem
X = {x | x satisfa R}.
Axioma 3.1.6 (Axioma de Separaci6). Siguin A un conjunt i R una relacio. Aleshores
el conjunt {x | (x € A) A (x satisfa R)} existeix.

Proposicié 3.1.7. Existeix un iinic conjunt sense elements.

Demostracio. Considerem un conjunt A. Aleshores, per I’Elements i subconjunts
(3.1.6) tenim que existeix un conjunt

X={x|(xeA)A(x¢gA)},

i per la tautologia 2.1.20 tenim que la relacié (x € A) A (x ¢ A) és falsa. Per tant el
conjunt X no té elements.
La unicitat la tenim per I’Elements i subconjunts (3.1.1). |

Definicié 3.1.8 (Conjunt buit). Direm que el conjunt que no té elements €s el conjunt
buit, i el denotarem com (.
Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 3.1.7.

Axioma 3.1.9 (Axioma de Regularitat). Sigui A un conjunt. Aleshores tenim que O C A.

3.1.2 Unié i interseccié de conjunts

Axioma 3.1.10 (Axioma d’Infinitud). Existeix un conjunt infinit.

Axioma 3.1.11 (Axioma de la Unid). Sigui {A;}ic; és una familia de conjunts.
Aleshores el conjunt {x | x € A; per a certi € I} existeix.

Definicié 3.1.12 (Uni6 de conjunts). Siguin A i B dos conjunts. Aleshores direm que
el conjunt
AUB={x|(x€eA)V (xeB)}

éslaunié de A i B.
Aquesta definici6 té sentit per I’Unid i interseccié de conjunts (3.1.11).

Definici6 3.1.13 (Intersecci6 de conjunts). Siguin A i B dos conjunts. Aleshores direm
que el conjunt
ANB={x]|(xe A)A(x €B)}

és la interseccié de A i B.
Aquesta definici6 té sentit per I’Elements i subconjunts (3.1.6).

Notacié 3.1.14. Si {A;};cs és una familia de conjunts, denotarem la uni6 de tots aquests
com

UA,- ={x|x€A;peracerti € I}.

iel

Denotem la intersecci6 de tots aquests com

mAi:{xlxeA,-peratotiel}.

iel
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3.2 Aplicacions entre conjunts

3.2.1 Aplicacions

Axioma 3.2.1 (Axioma del Parell). Per a qualsevol parella d’elements a, b existeix un
conjunt {a, b} que conté tinicament a i b.

Definicié 3.2.2 (Parelles ordenades). Siguin a i b dos elements. Aleshores direm
que (a, b) = {a,{a, b}} és una parella ordenada.
Aquesta definici6 té sentit per 1’ Aplicacions (3.2.1).

Proposici6 3.2.3. Siguin (a,b) i (¢, d) dues parelles ordenades. Aleshores (a,b) =
(c,d) siinoméssia=cib=d.

Demostracio. Suposemquea = cib = d. Aleshorestenimquea € {c, {c,d}},{a, b} €
{c,{c,d}},c €{a,{a,b}}i{c,d} € {a,{a, b}},ipertant, perladefinici6 de Elements
i subconjunts (3.1.2) tenim que {c, {c,d}} € {a,{a,b}}i{a,{a,b}} € {c,{c,d}},
i pel Elements i subconjunts (3.1.3) tenim que aix0 és si i només si {a, {a,b}} =
{c,{c,d}}, 1 per la definicié de Aplicacions (3.2.2) trobem que (a, b) = (c, d). O

Definicié 3.2.4 (Producte cartesia de conjunts). Siguin A i B dos conjunts. Aleshores
definim el conjunt

AXB={(a,b)|acA,be B}

com el producte cartesia de A i B.

Definicié 3.2.5 (Aplicacié). Siguin A i B dos conjunts i f un subconjunt de A X B tal
que si (a, b) i (a, b’) so6n elements de f, aleshores b = b’. Aleshores direm que f és
una aplicaci6 de A sobre B i escriurem b = f(a). També denotarem f: A — Bi

f:A—B

ar— b

Axioma 3.2.6 (Axioma de Reemplagament). Siguin A i B dos conjunts i f una aplicacio
de A sobre B. Aleshores el conjunt {f(x) € B | x € A} existeix.

3.2.2 Tipus d’aplicacions

Definicié 3.2.7 (Aplicacio6 injectiva). Sigui f: X — Y una aplicacio tal que per a
tot a, a’ elements de X satisfent f(a) = f(a’) tenim a = a’. Aleshores direm que f és
injectiva.

Definici6 3.2.8 (Aplicacié exhaustiva). Sigui f: X — Y una aplicacio tal que per a
tot b € Y existeix a € A satisfent f(a) = b. Aleshores direm que f és exhaustiva.

Definicié 3.2.9 (Aplicacié bijectiva). Sigui f: X — Y una aplicacié injectiva i
exhaustiva. Aleshores direm que f €s bijectiva.
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3.2.3 Conjugacio d’aplicacions

Proposicié 3.2.10. Siguin f: A — Big: B — C dues aplicacions. Aleshores h(a) =
g(f(a)) peratota € A és una aplicacio de A en C.

Demostracio. Per la definicié d’Aplicacions (3.2.5) hem de veure que /4 estd ben
definida. Es a dir, que si prenem dos elements a i a’ de A tals que a = a’, alesho-
res h(a) = h(a’).

Siguin doncs a i a’ dos elements de A tals que a = a’. Com que, per hipotesi, f és
una aplicaci6 tenim per la definicié d’ Aplicacions (3.2.5) que f(a) = f(a’) = b, per
acert b € B, i per tant, com que per hipotesi g és una aplicacid, trobem g(f(a)) =
gb)=cig(f(a’)) =g(b)=cperacertc e C,ipertant h(a) = h(a’), com voliem
veure.

També tenim que f C A X C, ja que si ¢ = h(a) tenim ¢ = g(f(a)), i per la
definicié d’ Aplicacions (3.2.5) tenim que a € A i ¢ € C. Per tant, per la definici6 de
Elements i subconjunts (3.1.2) tenim que /4 és una aplicaci6. O

Definicié 3.2.11 (Conjugacié d’aplicacions). Siguin f: A — Big: B — C dues
aplicacions. Aleshores direm que 1’aplicaci6 g( f) és la composicié de g amb f i ho
denotarem com

gof:A—C
ar— g(f(a)).

Aquesta definicié té sentit per la proposicié 3.2.10.
Proposicié 3.2.12. Siguin f: A — B, g: B— Cih: C — D aplicacions. Aleshores
(hog)of=ho(gof).

Demostracio. Hem de veure que peratota € Atenim ((hog)o f)(a) = (ho(gof))(a).
Ara bé, tenim que

((hog)o f)(a) = (hog)(f(a)) =h(g(f(a)))

(ho(gof))(a)=nh((go f)a))=h(g(f(a)).
Per tant, per la definici6 d’Aplicacions (3.2.5) tenim que (hog)o f =ho(go f). O

Teorema 3.2.13. Siguin f: A — Big: B — C dues aplicacions injectives. Aleshores
Uaplicacio g o f és injectiva.

Demostracio. Prenem a i a’ dos elements de A tals que (g o f)(a) = (g o f)(d’).
Aleshores tenim g(f(a)) = g(f(a’)), i per la definici6é d’Tipus d’aplicacions (3.2.7)
com que, per hipotesi g i és injectiva tenim que f(a) = f(a’), i com que, per hipotesi, f
és injectiva, tenim que a = a’, i de nou per la definicié d’Tipus d’aplicacions (3.2.7)
tenim que g o f és injectiva. O

Teorema 3.2.14. Siguin f: A — B i g: B — C dues aplicacions exhaustives.
Aleshores I’aplicacio g o f és exhaustiva.
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Demostracio. Prenem un element ¢ € C. Aleshores per la definicié d’Tipus d’aplica-
cions (3.2.8) tenim que existeixena € Ai b € Btalsque b = f(a)ic = g(b). Per
tant per la definicié d’Tipus d’aplicacions (3.2.8) tenim que g o f €s una aplicacid
exhaustiva, ja que per a tot ¢ € C existeix a € A tal que (g o f)(a) =c. O

Teorema 3.2.15. Siguin f: A — Big: B — C dues aplicacions bijectiva. Aleshores
Uaplicacio g o f és bijectiva.

Demostracio. Per la definicié d’Tipus d’aplicacions (3.2.9) hem de veure que g o f
és injectiva i exhaustiva. Ara bé, per hipotesi tenim que f i g son bijectives, i de nou
per la definici6 d’Tipus d’aplicacions (3.2.9) tenim que f i g sén ambdues injectives i
exhaustives. Per tant, pel Teorema 3.2.13 tenim que g o f és injectiva, i pel Teorema
3.2.14 tenim que g o f és exhaustiva, com voliem veure. O

3.2.4 Aplicacions invertibles

Definici6 3.2.16 (Aplicacié invertible). Siguin f: A — Big: B — A dues aplicacions
tals que peratota € Aib € B es compleix

(feg)a)=a i (gof)(b)=>b.

Aleshores direm que f és la inversa de g i que f és una aplicaci6 invertible o que f té
inversa.

Teorema 3.2.17. Siguin f: A — B una aplicacio invertibleigy: B — Aig): B— A
dues inverses de f. Aleshores g1 = g».

Demostracio. Per la definici6 d’Aplicacions invertibles (3.2.16) tenim que per a
tota € A,b€B

(grof)a)=a 1 (fog2)(b)=0.
Ara bé, tenim
((g10f)og2)(b) =g2(b) 1 (g10(f0g2))(b)=gi(D)

i per la proposici6 3.2.12 trobem que g; = g», com voliem veure. O

Notacié 3.2.18. Aprofitant el Teorema 3.2.17 denotarem la inversa d’una aplicaci6 f :
A — Bamb f~!, i per tant definim 1’ aplicaci6

f_lonIdA.

Aleshores tenim que /d4: A — A és I’aplicacid bijectiva i satisfa Id4(a) = a per
atota € A.

També denotarem la conjugaci6 d’una aplicacié g: A — A amb si mateixa k de
vegades com

k
gh=goog.

Teorema 3.2.19. Sigui f: A — B una funcié. Aleshores f és bijectiva si i només si f
és invertible.
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Demostracio. Comencem veient que la condici6 és necessaria (= ). Suposem doncs
que f és una aplicaci6 bijectiva. Per la definici6é d’Tipus d’aplicacions (3.2.9) tenim
que f és injectiva i exhaustiva. Per tant per la definicié d’Tipus d’aplicacions (3.2.7)ila
definicié d’Tipus d’aplicacions (3.2.8) tenim que per a tot b € B existeix un tnica € A
tal que b = f(a).

Per tant definim 1’aplicacié g: B — A tal que g(b) = a. Ara bé, tenim que per a
totac AibeB

(gof)@)=a i (fog)(b)=>b,

i per la definici6é d’ Aplicacions invertibles (3.2.16) tenim que f és invertible, com
voliem veure.

Comprovem ara que la condicié és suficient ( <= ). Suposem doncs que f té
inversa. Prenem dos elements a i a’ de A tals que f(a) = f(a’). Arabé, per la definicié
d’Aplicacions invertibles (3.2.16) tenim que (f~' o f)(a) = ai (f ' o f)(a’) = a’
amb (f~'o f)(a) = (f~' o f)(a’), i per tant @ = a’ i per la definicié d’Tipus
d’aplicacions (3.2.7) tenim que f és injectiva.

Sigui b un element de B i prenem a de A tal que f~!(b) = a. Aleshores trobem

b=1Idg(b)=fo f ' (b) = f(a),

i per la definicié d’Tipus d’aplicacions (3.2.8) tenim que f €s un aplicaci exhaustiva, i
per la definicié d’Tipus d’aplicacions (3.2.9) trobem que f és bijectiva. O

CoroHari 3.2.20. Si f és invertible aleshores f~' és invertible i (f ’1)_1 =f.

3.3 Relacions d’equivalencia

3.3.1 Relacions d’equivaléncia

Definicié 3.3.1 (Relaci6 binaria). Siguin X un conjunt no buit, ~ un subconjunt
de X X X i (x,y) un element del subconjunt ~. Aleshores direm que els elements x i y
estan relacionats i escriurem x ~ y. També direm que ~ €s una relaci6 binaria.

Si (x’,y”) no és un element de ~ escriurem x” + y’.

Definicié 3.3.2 (Relaci6 d’equivaléncia). Siguin X un conjunt no buit i ~ una relacié
que satisfa les propietats

1. Reflexiva: Si x és un element de X, aleshores x ~ x.
2. Simetrica: Si x, y sén elements de X tals que x ~ y, aleshores y ~ x.
3. Transitiva: Six, y, z s6n elements de X tals que x ~ y iy ~ z, aleshores x ~ z.

Aleshores direm que ~ és una relacié d’equivalencia en X.

3.3.2 Classes d’equivaléncia i conjunt quocient

Definicié 3.3.3 (Classe d’equivaléncia). Siguin X un conjunt no buit, ~ una classe
d’equivalenciaen X i
[x] ={ye X [x~y}

un subconjunt de X. Aleshores direm que [x] és la classe d’equivaléncia de x.
També denotarem [x] = X.
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Proposicié 3.3.4. Siguin X un conjunt no buit i x,y elements de X. Aleshores o
bé [x] = [y] o bé [x] N [y] = 0.

Demostracio. Denotarem la relacié d’equivaléncia amb ~.

Suposem que x ~ y. Tenim que [x] C [y], ja que si prenem z € X tal que z € [x].
Aleshores per la definici6é de Classes d’equivaléncia i conjunt quocient (3.3.3) tenim
que x ~ z. Per hipotesi tenim que x ~ y, i per tant, per la definicié de Relacions
d’equivaleéncia (3.3.2) tenim que y ~ z, i per la definici6 de Classes d’equivaléncia
i conjunt quocient (3.3.3) trobem z € [y]. Per tant, per la definicié de Elements i
subconjunts (3.1.2) tenim que [x] C [y].

Ara bé, també tenim que [y] C [x], ja que si prenem z € X tal que z € [y].
Aleshores per la definicié de Classes d’equivaléncia i conjunt quocient (3.3.3) tenim
que y ~ z. Per hipotesi tenim que x ~ y, i per tant, per la definici6 de Relacions
d’equivaléncia (3.3.2) tenim que z ~ z, i per la definicié de Classes d’equivalencia
i conjunt quocient (3.3.3) trobem z € [x]. Per tant, per la definicié de Elements i
subconjunts (3.1.2) tenim que [y] C [z]. Per tant, pel Elements i subconjunts (3.1.3)
tenim que [x] = [y].

Suposem ara que x + y i prenem un element z € [x] N [y]. Aleshores, per la
definici6 de Classes d’equivaléncia i conjunt quocient (3.3.3) tenimque z ~xiy ~ z, i
per la definicié de Relacions d’equivalencia (3.3.2) tenim que x ~ y. Ara bé, haviem
suposat que x + y. Per tant z no pot existir i trobem [x] N [y] = 0. O

Definicié 3.3.5 (Conjunt quocient). Siguin X un conjunt no buit i ~ una relacié
d’equivalencia en X. Aleshores definim el conjunt

X/~={lx] | x € X}

com el conjunt quocient de X per ~.
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CapriTOL

Conjunts amb operacions i els nombres

4.1 Els nombres naturals
4.1.1 Axiomes de Peano
Definicio6 4.1.1 (Nombres naturals). Siguin N un conjunt i S una aplicacié que satisfan
1. 1eN.
2. Sin € N, aleshores S(n) € N.
3. Sin €N, aleshores S(n) # 1.
4. Sin,m € Namb S(n) = S(m), aleshores n = m.

5. Si M és un conjunt tal que 1 € M i tal que S(m) € M per a tot m € M,
aleshores N C M.

Aleshores direm que N €s el conjunt dels nombres naturals, i anomenarem els elements
de N nombres naturals.

Lema 4.1.2. N ={1,5(1),S(S(1)), S(S(S(1))),...}.

Demostracio. Ho farem pel principi de doble inclusié. Per la definicié de Axiomes de
Peano (4.1.1) tenim que si n € N, aleshores S(n) € N. Per tant trobem que

N2 {1,8(1),S(S(1)), S(S(S(1))), ...}

Tenim també, per la definicié de Axiomes de Peano (4.1.1), que si M és un conjunt
tal que 1 € M i tal que S(m) € M per a tot m € M, aleshores N C M, i per tant

N € {1,5(1),8(S(1)), S(S(S(1))), ... },
i pel Elements i subconjunts (3.1.3) tenim que
N ={1,5(1),$(S(1)), S(S(S(1))), ... },

com voliem veure. O
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Notaci6 4.1.3. Denotarem S(1) =2, S(2) = 3, S(3) = 4, etc. Per tant
N={1,2,3,4...}.
Aixo0 té sentit pel lema 4.1.2.

Notacié 4.1.4. Denotarem 1’accié d’aplicar I’aplicacié S al nombre natural #» un nombre
natural k de vegades com S¥(n).

Teorema 4.1.5 (Teorema del primer element). Sigui A un subconjunt no buit de N.
Aleshores existeix a € A tal que no existeixi cap b € A satisfent S(b) = a.

Demostracié. Sigui a un element de A. Aleshores pel lema 4.1.2 tenim que a = S¥(1)
peracert k € N. Si 1 € A hem acabat per la definicié de Axiomes de Peano (4.1.1).
Suposem doncs que 1 ¢ A. Si S(1) € A també hem vist el que voliem. Podem iterar
aquest procés un maxim de k vegades, ja que S¥(1) és, per hipdtesi, un nombre natural,
i per tant seria @ un element de A tal que no existeix b satisfent S(b) = a. O

Definicié 4.1.6 (Primer element). Sigui A un subconjunt no buit de N i a un element
de A tal que no existeix cap b € A satisfent S(b) = a. Aleshores direm que a és el
primer element de A.

Aquesta definici6 té€ sentit per la definicié de Axiomes de Peano (4.1.1) i el Teorema
Axiomes de Peano (4.1.5).

Teorema 4.1.7 (Principi d’induccid). Sigui R(n) una relacié depenent d’un parame-
tre n € N tal que

1. R(1) és vertadera.
2. Si R(n) és vertadera aleshores R(S(n)) és vertadera.
Aleshores R(n) és vertadera per a tot n € N.
Demostracio. Definim el conjunt
A ={neN| R(n) és falsa}.

Per la definicié de Elements i subconjunts (3.1.2) tenim que A € N. Suposem que A
és un conjunt no buit. Aleshores pel Axiomes de Peano (4.1.5) tenim que existeix un
primer element a de A. Ara bé, pel punt (1) tenim que a # 1, per tant, pel lema 4.1.2
tenim que a = S(b) per a cert b € N. Com que a és el primer element de A, per la
definicié de Axiomes de Peano (4.1.6) tenim que b ¢ A, i per tant P(b) €s vertadera.
Ara bé, pel punt (2) tenim que P(S(b)) = P(a) és vertadera, i per tant a ¢ A, arribant
a contradiccid. Per tant trobem que A €s el conjunt buit, i trobem que R(n) és vertadera
peratotn € N. O

4.1.2 Operacions sobre els nombres naturals

Definicié 4.1.8 (Suma de nombres naturals). Definim la suma de nombres naturals
com una operacio + que satisfa per atot n, k € N

n+1=8n) i n+Sk)=Sn+k).
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Definicié 4.1.9 (Producte de nombres naturals). Definim el producte de nombres
naturals com una operaci6 - que satisfa per a tot n, k € N

n-l=n i n-Sk)=n-k+n.
Denotarem n - k = nk peratotn, k € N.
Proposicio 4.1.10. Siguin x,y, z tres nombres naturals. Aleshores
x+y)+z=x+(+2).
Demostracio. Definim el conjunt
A={zeN|(x+y)+z=x+(y+z)peratotx,y € N}.

Per la definici6 de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que A C N.
Tenim que 1 € A, ja que per atotx,y € N tenim

x+(y+1)=x+S() (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
=S(x+y) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
=(x+y+1. (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))

També tenim que si z € A, aleshores S(z) € A. Efectivament, tenim per atotx,y € N

x+(y+S@)=x+S(y+2) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
=S(x+(y+27)) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
=S((x+y)+2) (Per hipotesi)
= (x+y)+S(z). (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))

Ara bé. Per la definicié de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si A és un conjunt
talque 1 € Aital que S(z) € A peratotz € A, aleshores N C A, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que A = N. )

Proposicio 4.1.11. Siguin x,y dos nombres naturals. Aleshores
x+S(y)=8Sx)+y.
Demostracio. Definim el conjunt
A={yeN|x+S(y)=S(x)+yperatotx € N}.

Per la definici6 de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que A C N.
Tenim que 1 € A, jaque peratotx € N

x+S(1)=8Skx+1) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
=S5(5(x)) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
=S(x)+1. (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))

També tenim que si y € A, aleshores S(y) € A. Efectivament, tenim que peratotx € N

x+S(S(y)=Skx+S()) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
=S(S(x) +y) (Per hipotesi)

=S(x)+S(y). (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))

Ara bé. Per la definicié de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si A és un conjunt

talque 1 € Aital que S(y) € Aperatoty € A, aleshores N C A, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que A = N. O
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Proposicié 4.1.12. Siguin x,y dos nombres naturals. Aleshores
X+y=y+x.
Demostracio. Definim el conjunt
B={yeN|l+y=y+1}.

Per la definici6 de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que B C N.
Tenimque 1 € B,jaque 1+1 = 1+1. També tenim que si y € B, aleshores S(y) € B.
Efectivament,

S(y)+1=y+S(1) (Proposicié 4.1.11)
=S(y+1) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
=S(1+y) (Per hipotesi)
=1+S(y). (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))

Ara bé. Per la definicié de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si B és un conjunt
tal que 1 € Bital que S(y) € B peratoty € B, aleshores N C B, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que N = B.

Definim ara el conjunt

A={yeN|x+y=y+xperatotx € N}.

Per la definicié de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que B C A C N.
Tenimque 1 € A,jaque 1 € B C A. També tenim que si y € A, aleshores S(y) € A.
Efectivament, tenim que per a tot x € N

x+S(y)=Skx+y) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
=S(y+x) (Per hipotesi)
=y+S(x). (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
=S(y) +x. (Proposici6 4.1.11)

Ara bé. Per la definicié de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si A és un conjunt
talque 1 € Aital que S(y) € Aperatoty € A, aleshores N C A, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que A = N. O

Proposicié 4.1.13. Siguin x, y, z tres nombres naturals. Aleshores
x-(y+z2)=x-y+x-z
Demostracio. Definim el conjunt
A={zeN|x-(y+z)=x-y+x-zperatotx,y € N}

Per la definici6 de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que A C N.
Tenim que 1 € A, ja que per atotx,y € N tenim

x-(y+1)=x-S(y) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
=Xx-y+x (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
=x-y+x-1. (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
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També tenim que si z € A, aleshores S(z) € A. Efectivament, tenim per a tot x, y € N

x-(y+8(@)=x-S(y+2) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
=x-(y+z)+x (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
=(x-y+x-2)+x (Per hipotesi)
=x-y+(x-z+x) (Proposici6 4.1.10)

=x-y+x-S(z). (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))

Ara bé. Per la definicié de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si A és un conjunt
talque 1 € Aital que S(z) € A per atot z € A, aleshores N C A, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que A = N. O

Proposicié 4.1.14. Siguin x, y, z tres nombres naturals. Aleshores
(x-y)-z=x-(y-2).
Demostracio. Definim el conjunt
A={zeN|(x-y)-z=x-(y-z)peratotx,y € N}.

Per la definici6 de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que A € N.
Tenim que 1 € A, ja que per atotx,y € N tenim

x-(y-)=x+y (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))

=(x-1)-y. (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
També tenim que si z € A, aleshores S(z) € A. Efectivament, tenim per a tot x, y € N

x-(-S@)=x-(y-z+y) (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
=x-(y-z2)+x-y (Proposici6 4.1.13)
=(x-y)-z+x-y (Per hipotesi)
=(x-y)-S(2). (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))

Ara bé. Per la definicié de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si A és un conjunt
tal que 1 € Aital que S(z) € A peratot z € A, aleshores N C A, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que A = N. O

Proposicio 4.1.15. Siguin x,y dos nombres naturals. Aleshores
X y=y-x.
Demostracio. Definim el conjunt
B={yeN|l-y=y- 1}

Per la definicié de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que B C N.
Tenimque 1 € B,jaque 1-1=1-1. També tenim que si x € B, aleshores S(x) € B.
Efectivament,

Sx)-1=(x+1)-1 (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8))
=x-1+1-1 (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
=x-1+1 (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
=1-x+1 (Per hipotesi)
=1-S(x). (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
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Ara bé. Per la definicié de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si B és un conjunt
tal que 1 € Bital que S(y) € B per atoty € B, aleshores N C B, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que N = B.

Definim ara el conjunt

A={yeN|x+y=y+xperatotx € N}.

Per la definici6 de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que B € A C N.
Tenimque 1 € A,jaque 1 € B C A. També tenim que si y € A, aleshores S(y) € A.
Efectivament, tenim que per a tot x € N

x-S(y)=x-y+x (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
=y-x+x (Per hipotesi)
=y-x+x-1 (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))
=y-x+1-x (1eA
=(y+1)-x (Proposici6 4.1.13)
=5(y) - x. (Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9))

Ara bé. Per la definicié de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si A és un conjunt
talque 1 € Aital que S(y) € Aperatoty € A, aleshores N C A, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que A = N. O

Teorema 4.1.16. Siguin x, y i z tres nombres naturals tals que x +z = x + y.
Aleshores x = y.

Demostracio. Definim el conjunt
A={zeN|x+z=y+z = x=yperatotx,y € N}

Per la definicié de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que A C N.

Tenim que 1 € A, jaque si x+ 1 =y + 1 per la definici6 de Operacions sobre
els nombres naturals (4.1.8) trobem que S(x) = S(y), i per la definicié de Axiomes
de Peano (4.1.1) trobem que x = y. També tenim que si z € A, aleshores S(z) € A.
Efectivament, per a tot x, y € N tals que x + S(z) = y + S(z) tenim per la definicié de
Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8) que

x+z+1l=y+z+1,

i per la proposici6 4.1.12 tenim que
x+1l+z=y+1+z.

Per tant, per la definicié de Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8), trobem
Sx)+z=S0) +z,

i per hipotesi, S(x) = S(y), i per la definicié de Axiomes de Peano (4.1.1) tenim

que x = z.

Ara bé. Per la definicié de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si A és un conjunt

talque 1 € Aital que S(z) € A peratot z € A, aleshores N C A, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que A = N. O

52



4.2. Els nombres enters

Teorema 4.1.17. Siguin x, y i z tres nombres naturals tals que xz = yz. Aleshores x = y.
Demostracio. Definim el conjunt
A={zeN|xz=yz = x=yperatotx,y € N}.

Per la definici6 de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que A C N.

Tenimque 1 € A,jaquesix-1 = y-1 perladefinici6 de Operacions sobre els nombres
naturals (4.1.9) trobem que x = y. També tenim que si z € A, aleshores S(z) € A.
Efectivament, per a tot x, y € N tals que x - S(z) = y - §(z) tenim per la definicié de
Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9) que

x-z+x-1l=y-z+y-1

Ara bé, per hipotesi tenim que x - z = y - z, i pel Teorema 4.1.16 trobem x = y.

Ara bé. Per la definicié de Axiomes de Peano (4.1.1), tenim que si A és un conjunt
tal que 1 € Aital que S(z) € A per atot z € A, aleshores N C A, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que A = N. m

4.2 Els nombres enters

4.2.1 Construccio dels nombres enters

Proposicié 4.2.1. Sigui ~ una relacio binaria sobre A = NU{0}, ambn+0=0+n=n
in-0=0-n=0, tal que per a tot (a,b) i (c,d) elements de A X A

(a,b) ~ (c,d) & a+d=b+c.
Aleshores ~ és una relacio d’equivaléncia.

Demostracio. Comprovem les propietats de la definici6 de relacié d’equivaléncia:

1. Reflexiva: Sigui (a, b) un element de A X A. Aleshores per la proposici6 4.1.12
tenim que a + b = b + a, i per tant (a, b) ~ (a, b).

2. Simétrica: Siguin (a, b) i (¢,d) elements de A X A tals que (a,b) ~ (c,d).
Aleshores significa que a + d = b + ¢, i per la la proposicié 4.1.12 tenim
quec+b=d+aipertant (c,d) ~ (a,b).

3. Transitiva: Siguin (a, b), (¢, d) i (e, f) elements de A X A tals que (a, b) ~ (¢, d)
i(c,d) ~ (e, f). Aix0 és que

a+d=b+c i c+f=d+e.

Ara bé, tenim
a+d+f=b+c+f

i per tant
a+d+f=b+d+e

d’on trobem a + f = b + e, i per tant (a, b) ~ (e, f).

I per la definici6 de Relacions d’equivaléncia (3.3.2) hem acabat. O
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Definici6 4.2.2 (Nombres enters). Sigui ~ una relacié d’equivaléncia sobre A = NU{0},
ambn+0=0+n=nin-0=0-n=0,1~ una relaci6é d’equivaléncia tal que per a
tot (a,b) i (c,d) elements de A X A

(a,b) ~ (c,d) & a+d=>b+c.

Aleshores direm que el conjunt quocient Z = A X A/~ és el conjunt dels nombres
enters. També direm que els elements de Z sén nombres enters.

Definicié 4.2.3 (Resta de nombres naturals). Siguin a, b i ¢ nombres naturals tals
quea > bia=b+c. Aleshores escriurem a — b = c.
4.2.2 Operacions sobre els nombres enters

Definici6 4.2.4 (Suma de nombres enters). Siguin (a, b) i (¢, d) dos nombres enters.
Definim la suma de nombres enters com una operacié + que satisfa

(a,b) + (c,d) =(a+c,b+d).

Definici6 4.2.5 (Producte de nombres enters). Siguin (a, b) i (¢, d) dos nombres enters.
Definim el producte de nombres enters com una operacio - que satisfa

(a,b) - (c,d) = (ac+bd,ad + bc).

Proposicio 4.2.6. Sigui (a, b) un nombre enter. Aleshores

1. (a,b) +(0,0) = (a, b).
2. (a,b) - (1,0) = (a,b).
3. (a,b) +(b,a) = (0,0).

Demostracio. Comencem veient el punt (1). Per la definici6é de Operacions sobre els
nombres enters (4.2.5) tenim que

(a,b) +(0,0) =(a+0,0+b),

i per la proposicié 4.1.12 i definicié de Construccié dels nombres enters (4.2.2) trobem

(a,b) +(0,0) = (a, b).

Veiem ara el punt (2). Per la definicié de Operacions sobre els nombres enters
(4.2.5) tenim que

(a,b) - (1,0)=(a-1+b-0,a-0+b-1),

i per la definicié de Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9) i la definicié de
Construccié dels nombres enters (4.2.2) trobem

(a,b) - (1,0) = (a,b).

Veiem el punt (3). Per la definicié de Operacions sobre els nombres enters (4.2.4)
tenim que

(a,b) + (b,a) = (a+b,b+a).
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Arabé, per la proposicié 4.1.12 i la definici6 de Construccié dels nombres enters (4.2.2)
tenim que
a+b+0=b+a+0

i, de nou per la definici6é de Construccié dels nombres enters (4.2.2), trobem (a + b, b +
a) ~ (0,0), i per la definici6 de Classes d’equivaléncia i conjunt quocient (3.3.3) tenim
que (a+b,a+b) =(0,0). O

Proposicio 4.2.7. Sigui (a, b) un nombre enter. Aleshores

1. Sia>b, (a,b) =(a->b,0).

2. Sia<b, (a,b)=(0,b-a).

Demostracio. Comencem veient el punt (1). Tenim que
a+0=a+b->b,

jaque b +0 = b, iper tant, per la definicié de Construcci6 dels nombres enters (4.2.3)
tenim que b — b = 0. Per tant, per la definici6 de Construccié dels nombres enters
(4.2.2) tenim (a, b) ~ (a — b,0), i per la definicié de Classes d’equivaléncia i conjunt
quocient (3.3.3) trobem que (a, b) = (a — b, 0).

La demostracié del punt (2) és analoga. )

Notacié 4.2.8. Denotarem (a,0) = a i (0,a) = —a. Per tant
Z=4...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
Observaci6 4.29. a —-b=0 < a=5b.

Teorema 4.2.10. Sigui (a, b) un nombre enter. Aleshores

Demostracio. Suposem que (a, b) = (0,0). Per la definicié de Classes d’equivaléncia
i conjunt quocient (3.3.3) aixo és

(a,b) ~(0,0),
i per la definicié de Construccié dels nombres enters (4.2.2) tenim que aixo és
a+0=5b+0
i de nou per la definici6é de Construcci6 dels nombres enters (4.2.2) aixo és
a=">o. )

Proposicié 4.2.11. Siguin (a, b) i (c, d) nombres enters. Aleshores

(a,b) +(c,d) = (c,d) + (a,b).
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Demostracio. Per la definicié de Operacions sobre els nombres enters (4.2.4) tenim
que

(a,b)+ (c,d)=(a+d,b+c)
=(d+a,c+b) (4.1.12)

= (¢,d)+ (a,b), (Operacions sobre els nombres enters (4.2.4))
com voliem veure. |

Proposicié 4.2.12. Siguin (a, b) i (¢, d) nombres enters. Aleshores

(a,b) - (¢, d) = (c,d) - (a,b).

Demostracio. Per la definicié de Operacions sobre els nombres enters (4.2.5) tenim
que

(a,b) - (c,d) = (ac + bd,ad + bc)
(ca +db,da + cb) (4.1.15)
(ca+db,cb + da) 4.1.12)

= (¢,d) - (a,b), (Operacions sobre els nombres enters (4.2.5))

com voliem veure. O

Proposicio 4.2.13. Siguin (a, b), (c,d) i (e, f) nombres enters. Aleshores

(@b) + ((c, 4 + (e,f)) - ((a, b+ (c d)) + @ ).

Demostracio. Per la definicié de Operacions sobre els nombres enters (4.2.4) tenim
que

@5+ ((e;d) + (e, /) = (@, b) + (c+ frd+ )
=(a+(d+e),b+(c+f))
=((a+d)+e,(b+c)+f) (4.1.10)
=(a+d,b+c)+ (e, f)

= ((a,b)+ (c, d)) + (e, f),

com voliem veure. m]

Proposicio 4.2.14. Siguin (a, b), (c,d) i (e, ) nombres enters. Aleshores

@) (e.d)-(e.)) = ((@.b) - (e.d)) - (e -

Demostracio. Per la definicié de Operacions sobre els nombres enters (4.2.5) tenim
que

(@) ((c, d) - (e,f)) — (@ D) - (ce+df,cf +de)
= (a(ce+df)+b(cf +de),a(cf +de)+b(cf +de))
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Per la proposici6 4.1.13

= (ace+adf + bcf + bde,acf + ade + bcf + bde)

i per la proposici6 4.1.15

= (ace + bde + adf + bcf,acf + bdf + ade + bce)

i de nou per la proposici6 4.1.13
= ((ac +bd)e + (ad + be) f, (ac + bd) f + (ad + bc)e)
= (ac+bd,ad +bc) - (e, f)

- ((a,b) - (c,d)) (e 1),

com voliem veure. O

Proposicié 4.2.15. Siguin (a, b), (c,d) i (e, f) nombres enters. Aleshores

@0)- () +(e.)) = @b) - (c.d) + (@b) - (e. /)

(@B +(e.d) - (e.) =@b)-(e. /) +(e.d) - (e ).

Demostracio. Per la definicié de Operacions sobre els nombres enters (4.2.4) tenim
que

(a,b) - ((c,d) + (e,f)) =@,b)-(cre.d+f)
per la definicié de Operacions sobre els nombres enters (4.2.5)
=(a(c+e)+b(d+f),ald+ f)+b(c+e))

per la proposicié 4.1.13

=(ac+ae+bd+bf,ad+af +bc+be)
per la proposici6 4.1.12

= (ac+bd+ae+bd,ad +bc +af +be)

per la definici6 de Operacions sobre els nombres naturals (4.1.8)
= (ac+bd,ad + bc) + (ae+bd,af + be)

i per la definici6 de Operacions sobre els nombres naturals (4.1.9)
=(a,b)-(c,d)+(a,b) - (e, f) O

Teorema 4.2.16. Siguin (a, b)i(c, d) dos nombres enters tals que (a, b)-(c, d) = (0,0).
Aleshores (a,b) = (0,0) ¢ (c,d) = (0,0).

Demostracio. Per la definicié de Operacions sobre els nombres enters (4.2.5) tenim
que

(a,b) - (¢,d) = (ac+ bd,ad + bc).

Com que per hipotesi (a, b) - (¢, d) = (0,0), tenim que per la definicié de Construcci6
dels nombres enters (4.2.2) tenim que

ac+bd+0=ad+bc+0,
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i de nou per la definicié de Construccié dels nombres enters (4.2.2) aix0 és
ac+bd=ad+bc.

Suposem que m * m Pel Teorema 4.2.10 trobem que ¢ # d.
Suposem també que ¢ > d. Aix0 és que existeix un natural k satisfent ¢ + k = d.
Per tant
a(d+k)+db=ad+b(d+k)

i per la proposicié 4.2.15 i la proposicié 4.2.11 tenim que

ad +db +ak = ad + bd + bk.

Ara bé, pel Teorema 4.1.16 i el Teorema 4.1.17 tenim que
a=b>b

i per la proposicié 4.2.10 trobem que (a, b) = (0, 0).
Les demostracions dels altres casos sén analogues. O

Corolari 4.2.17. Siguin a, b i c nombres enters amb ¢ # 0 tals que
ac =bc.
Aleshores a = b.
Demostracio. Per la proposicié 4.2.15 trobem
(a=b)c=0,
aleshores pel Teorema 4.2.16 trobem que ha de ser a — b = 0, i per ’observaci6 4.2.9
tenim a = b, com voliem veure. m]

4.2.3 Divisibilitat dels nombres enters

Definici6 4.2.18 (Divisors i multiples). Siguin a i b dos nombres enters tal que existeix
un nombre enter c¢ satisfent a = bc. Aleshores direm que b divideix a a o que a és
multiple de b.

Notaci6 4.2.19. Siguin a i b enters tals que b divideix a a. Denotarem b | a.
Proposicié 4.2.20. Siguin a i b enters. Aleshores

1. blasiinoméssib | —a.

2. b|asiinoméssi—b|a.

Demostracio. Comencem veient el punt (1). Si b | a per la definicié de Divisibilitat
dels nombres enters (4.2.18) tenim que existeix un enter ¢ tal que a = bc, 1 per
tant —a = b(—c), i equivalentment b | —a.

Veiem ara el punt (2). Si b | a per la definicié de Divisibilitat dels nombres enters
(4.2.18) tenim que existeix un enter ¢ tal que a = bc, i per tant a = (—c)(=b), i
equivalentment —b | a. O

Proposicio 4.2.21. Siguin c, b i a enters tals que c|a. Aleshores ¢ | ab.
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Demostracio. Si ¢ | a per la definicié de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18)
tenim que existeix un k tal que a = kc. Ara bé, també tenim ab = kbc, i per
tant ¢ | ab. O

Proposicio 4.2.22. Siguin a, b i c enters tals que ¢ | aic | b. Aleshoresc | a+b
icla-b.

Demostracio. Per la definicié de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) tenim que
existeixen enters k 1 k’ tals que @ = kc i ¢ = k’b. Per tant per la proposici6 4.2.15
trobem

a+b=(k+k')c i a-b=(k-k)c. O

Proposicio 4.2.23. Siguin a, b i c enters tal que a | b i b | c. Aleshores a | c.

Demostracio. Per la definicié de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) tenim que
existeixen enters k i k” talsque a = kb i b = k’c. Per tant a = kk’c. O

Proposicioé 4.2.24. Siguin a i b enters tals que a | bi b | a. Aleshoresa =b 6 a = —b.

Demostracio. Per la definicié de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) tenim que
existeixen enters k i k” tals que a = kb i b = k’a. Per tant trobem

b=kk'b
itenim
0=kk’'b-b
i per la proposici6 4.2.15 trobem
0= (kk’" = 1)b.

Arabé,sib =0tenimquea = kOia =0, ipertanta = b. Si b # 0 pel Teorema 4.2.16
trobem que ha de ser kk’ = lipertanthadeserk =1ik’=16k=-1ik"=-11i
trobem que a =b 6 a = —b. O
4.2.4 Maxim comu divisor
Definicié 4.2.25 (Maxim com divisor). Siguin a i b enters. Aleshores definim
mcd(a, b) =max{c |aic| b}
c€eZ
com el maxim comdu divisor de a i b.
Proposicié 4.2.26. Siguin a i b enters. Aleshores mcd(a, b) = mcd(b, a).
Demostracio. Per la definicié de Maxim comdu divisor (4.2.25) tenim que
mcd(a,b) =max{c |aic|b} i mcd(b,a)=max{c|bic]|a},
CEZ C€EZ

i per tant, per la Tautologia 2.1.20 trobem que mcd(a, b) = med(b, a). O
Proposicié 4.2.27. Siguin a i b enters. Aleshores per a tot A enter

mcd(a, b) = med(a — Ab, b) = med(a, b — Aa).

Demostracio. Prenem un enter ¢ tal que ¢ | a i ¢ | b. Aleshores per la proposicié
4.2.21 tenim que c¢ divideix —Ab, i per la proposicié 4.2.22 trobem que ¢ | a — Ab, i
per la definicié de Maxim comd divisor (4.2.25) tenim que, efectivament, med(a, b) =
mcd(a — Ab, b). O
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4.2.5 La divisio euclidiana i la identitat de Bézout

Lema 4.2.28. Siguin D i d nombres enters amb D,d > 0. Aleshores existeixen dos
unics q, r enters tals que
D=dqg+r

amb(0 <r <d.
Demostracio. Definim el conjunt
S={xeZ|x=>0iexisteix z € Ztalque x = D — dz}.

Observem que D € S, i per tant S # (. Sigui doncs » = min{x € S}. Per tant existeix
un enter ¢ tal que
r=D—dq.

Ara bé, tenim que r < d, ja que si r > d tindriem

O0>r-d
=D-dqg—-d
=D-d(g+1) 4.2.15)

iper tant r — d seria un element de S, amb r —d < r, pero aix0 entraria amb contradiccié
amb que r = min{x € S}. Pertant < r < d i hem acabat. O

Teorema 4.2.29 (Criteri de divisibilitat d’Euclides). Siguin D i d nombres enters
amb d # 0. Aleshores existeixen dos uinics q, r enters tals que

D=dg+r
amb 0 <r <|d|.

Demostracio. Veiem primer que si g i r existeixen aquests son tnics. Suposem doncs
que existeixen ¢1, g2, 1'1, 12 tals que

D:dq1+r1 =d6n+l"2
amb 0 < r; <|d|i0 < rp < |d|. Aleshores tenim
D -D=d(q1 - q2) +(r1 —1r2)

i per tant
ra—r =d(q1 - q2).

Ara bé, tenim que r, — r; < |d|, ja que per hipotesi ri,r, < |d|, i per tant ha de
ser ry —ry =0, 1 per 'observaci6 4.2.9 tenim r; = r,. Ara bé, aleshores tenim

0=d(q1 - q2)

i com que, per hipotesi, d # 0, pel Teorema 4.2.16 ha de ser g1 — g2 = 0, i de nou per
I’observaci6 4.2.9 tenim g1 = g». Per tant la unicitat queda demostrada.

Veiem ara que existeixen. Efectivament, si D, d > 0 I’enunciat és cert pel lema
4.2.28.
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SiD < 0id > 0definim D’ = —D. Aleshores D’ > 0, i pel lema 4.2.28 tenim que
existeixen ¢’ i r’ enters tals que

D' =dq ++
amb 0 < r’ < d. I per tant
D=-(dq" +71")
=d(-q") -1 (4.2.15)
=d(-q')-d+d -7
=d(—q'-1)+(d-71") (4.2.15)

isiprenemg=—-¢g' —1ir=d—r'tenim
D=dg+r

amb0 <d-r" <d.
Sid < 0 prenem d’ = —d, i aleshores d’ > 0 i pels casos anteriors hem acabat. O

Teorema 4.2.30 (Identitat de Bézout). Siguin a i b dos enters. Aleshores existeixen
enters « i B tals que
aa + b = med(a, b).

Demostracio. Considerem el conjunt
S={ax+by|x,y €Z,ax+by > 0}.

Observem que si x = 11y =0, ’enter a pertany a S. Per tant S és un conjunt no buit i
tenim que existeixen enters s iz tals que as + bt = min{d € S}. Posem d = as + bt. Pel
La divisi6 euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.29) tenim que existeixen dos enters ¢
iramb 0 < r < d tals que

a=dq+r.

Tenim que 7 és un element de S U {0}, ja que

r=a-qd
=a—q(as+ bt)
=a(l-gs)—b(qt).
Ara bé, tenim que 0 < r < dias+ bt = min{d € S}. Per tant ha de ser »r = 0 i per la
definici6 de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) trobem d | a. Amb un argument
analeg podem veure que d | b. Suposem ara que existeix ¢ talque ¢ | aic | b. Per
la definici6 de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) tenim que existeixen k i k’

satisfent
a=kc 1 b=k'c

i per tant

d=as+bt
=cks+ck’t
=c(ks+k'r),

ipertantc < d,iperladefinicié de Maxim comu divisor (4.2.25) trobem que med(a, b) =
as + bt. O
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Definici6 4.2.31 (Coprimers). Siguin a i b dos enters tals que med(a, b) = 1. Aleshores
direm que a i b s6n coprimers.

Teorema 4.2.32. Siguin a i b dos enters. Aleshores a i b sén coprimers si i només si
existeixen dos enters a i B tals que

aa+pb=1.

Demostracio. Veiem que la condici6 és suficient ( = ). Suposem doncs que a i b
son coprimers. Per La divisi6 euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.30) hem acabat.

Veiem ara que la condici6 és necessaria ( <= ). Suposem doncs que existeixen
dos enters « i B tals que @a + 8b = 1. Tenim que si existeix un enter ¢ tal que ¢ | a
ic | b, aleshores ¢ | 1, i per la definicié de Maxim comu divisor (4.2.25) trobem
que mcd(a, b) = 1. O

Proposicio 4.2.33. Siguin ¢ un enter i a i b dos enters coprimers tals que a | bc.
Aleshores a | c.

Demostracio. Pel Teorema 4.2.32 tenim que existeixen dos enters « i 5 tals que
1 =aa+Bb.

Per tant
¢ =caa+cpBb,

i per la definicié de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) tenim que existeix un
enter k tal que ak = bc. Per tant

c=caa+akp
i per la proposici6 4.2.15 tenim que ¢ = (ca + kB)a i per la definici6 de Divisibilitat

dels nombres enters (4.2.18) tenim que a | c. |

4.2.6 Minim comd multiple

Definicié 4.2.34 (Minim comt mdltiple). Siguin a i b dos enters. Aleshores definim
mcm(a,b) =min{m € Z|m > 0,a |mia|m}
com el minim comd mdltiple de a i b.
Teorema 4.2.35. Siguin a i b dos enters. Aleshores
mcd(a, b) mem(a, b) = |ab|.

Demostracio. Sigui d = med(a, b). Per la definicié de Maxim comu divisor (4.2.25)
existeixen a’ i b’ tals que a = da’ i b = db’. Per tant, per la proposici6 4.2.21 trobem
que d | ab, i per la definici6 de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) trobem que
existeix un enter / tal que dl = |ab|. Per tant dl = da’b i dl = adb’, i pel corol-lari
4.2.17tenimque !l = a’bil = ab’,iper la definicié de Divisibilitat dels nombres enters
(4.2.18) tenimque a | [ib | .

Sigui m un enter tal que a | m i b | m. Per la definicié de Divisibilitat dels nombres
enters (4.2.18) tenim que existeixen dos enters k| i k tals que m = ak|im = bk,. Ara
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bé, per La divisi6 euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.30) tenim que existeixen dos
enters « i (8 tals que aa + 8b = d. Per tant

md = maa + map 4.2.15)
= bkyaa + ak18b
=ab(bky + ak;) 4.2.15)

= dl(b]Q + ak])

i de nou pel corol-lari 4.2.17 trobem que m = [(bky + aky), i per tant [ < m. Per tant,
per la definicié de Minim comu muiltiple (4.2.34) tenim que / = mcm(a, b), i per tant

|ab| = med(a, b) mem(a, b). o

4.2.7 Teorema Fonamental de ’Aritmeética

Definici6 4.2.36 (Enter primer). Siguin p > 1 un enter amb i d un enter tal que sid | p
aleshores d és igual a 1 6 p. Aleshores direm que p és primer.

Proposicié 4.2.37. Siguin a i b dos entersi p un primer tals que p | ab. Aleshores p | a
opl|b.

Demostracio. Suposem que p 1 a. Aleshores per la definicié de La divisi6 euclidiana i
la identitat de Bézout (4.2.31) tenim que p i a s6n coprimers. Per tant per la proposicié

4.2.33 tenim que p | b. El cas p { b és analeg. O
Lema 4.2.38. Sigui a un enter amb a > 1. Aleshores existeixen p1,. .., p, primers
iry,...,ry enters positius tals que

— T
a_pln...pn'l_

Demostracio. Observem primer que si a és primer tenim a = a i aquest cas particular
de I’enunciat €s cert.

Ho farem per induccid. Si a = 2 tenim que a és primer i hem acabat.

Suposem ara que a > 2 i que I’enunciat és cert per a a fix. Volem veure que també és
certperaa+1. Sia+1 és primer, per la definicié d’Teorema Fonamental de I’Aritmetica
(4.2.36) hem acabat. Suposem doncs que a + 1 no és primer. Aleshores existeixen
enters o i B tals que a + 1 = @f. Bé, tenim que es compleix2 < @ <ai2 < B <a.
Ara bé, per I’hipotesi d’inducci6 tenim que existeixen pi, ..., pr, 41, - - - , s Primers
tals que

a=pi-pr i B=4q1qs,

i per tant

a+1:p1 ...prql...qs’
i pel Axiomes de Peano (4.1.7) tenim que I’enunciat és cert. O
Lema 4.2.39. Siguina > 1 unenteripy,...,pniqi,...,q, primers satisfent p; <

<o < pp, q1 < - L gy tals que
a=piropn I a=qiqr.
Aleshoresn =rip; =q; peratoti € {1,...,n}
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Demostracio. Tenim que
Pr-"Pn=41"""qr,

i per la definici6 de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) trobem que p; | g1 - - gr»
i per la proposicié 4.2.37 trobem que p1 | g, peracert j; € {1,...,r}iperladefinicié
d’Teorema Fonamental de I’Aritmeética (4.2.36) trobem que existeix un {j; € {1,...,r}
tal que py = q;,. Aleshores pel corol-lari 4.2.17 trobem que

P2 Pn=4q1°" " q-19+1" " qr-
Podem iterar aquest procés k = min(n, r) vegades. Ara bé, si n > r tenim

Dk+1* - Pn =1,

que, per la definici6é d’ Teorema Fonamental de ’Aritmetica (4.2.36), no és possible, i
sin < r trobem

1=qji - q;
on jri1,---5Jr € {1,...,7} \ {J1,--.,Jk}, 1 de nou per la definicié6 d’Teorema
Fonamental de I’Aritmetica (4.2.36), no és possible. Per tant ha de ser n = r i hem
acabat. |

Teorema 4.2.40 (Teorema Fonamental de I’Aritmeética). Sigui a > 1 un enter. Aleshores
existeixen pi, ..., pn primers amb py > py 2 -+ > pp tnics tals que a = p1 -+ - py.

Demostracio. Es conseqiiéncia del lema 4.2.38 i el lema 4.2.39. O

Teorema 4.2.41 (Teorema d’Euclides). Sigui m un natural. Aleshores existeix un
nombre natural n > m tal que p1, . .., p, siguin nombres primers diferents dos a dos.

Demostracio. Siguin py, ..., p,, primers diferents. Definim
m
p= (1_[ Pi) +1.
i=1

Per la definici6 de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) tenim que p; | [1}%, pi
peratot j € {1,...,m}. Fixem aquest j € {1,...,m}, i de nou per la definici6 de
Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) tenim que existeix un enter g tal que

qpj = 1—[ pi
i=0
itenim que
p=qpj+1,
0 equivalentment,
p—qpj=1.

Per tant pel Teorema 4.2.32 i la definicié de La divisi6 euclidiana i la identitat de
Bézout (4.2.31) trobem que p i p; sén coprimers peratot j € {1,...,m}.

Si p és primer hem acabat, ja que p és més gran que py, ..., pn, 1 per tant diferent.
Ara bé, si p no és primer pel lema 4.2.38 tenim que existeix un primer p’ tal que p’ | p,
perd hem vist que p; dots, p,, 1 p, per tant p’ és diferent de pi,...,p, 1 hem
acabat. O
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4.3 Els nombres modulars

4.3.1 Construccio dels nombres modulars

Proposicio 4.3.1. Siguin m un nombre enter. Aleshores la relacio
X~y & x—y=mk peracertk € Zperatotx,y€Z
és una relacioé d’equivaléncia.
Demostracio. Comprovem les propietats de la definici6 de relacié d’equivaleéncia:

1. Reflexiva: Sigui x un nombre enter. Aleshores per 1’observacié 4.2.9 tenim
que x —x = 01 per la definicié de Construccié dels nombres enters (4.2.2) trobem
que O =m -0, ipertant x ~ x.

2. Simetrica: Siguinx iy dos enters tals que x ~ y. Per hipotesi tenim que x—y = km
per a cert k enter, i per tant y — x = —km i tenim y ~ x.

3. Transitiva: Siguin x, y i z nombres enters tals que x ~ y i y ~ z. Per hipotesi
aixo és que x — y = mk iy — z = mk’ per a cert k, k’ enters. Per tant trobem

X—z=x-y+y-—2

=mk + mk’
=m(k+k’)
ipertantx ~ z.
I per la definici6 de Relacions d’equivaleéncia (3.3.2) hem acabat. O

Definicié 4.3.2 (Nombres modulars). Siguin m un enter i
X~y & x—y=mk peracertk € Zperatotx,yeZ

una relacié d’equivaléncia. Aleshores denotem el conjunt quocient Z/~ com Z/(m), i
six ~ yescriuremx =y (mod m). Direm que Z/(m) sén nombres modularsisix ~ y
direm que x i y sén congruents modul m.

Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 4.3.1

4.3.2 Operacions sobre nombres modulars

Definicié 4.3.3 (Suma de nombres modulars). Siguin x i ¥ dos elements de Z/(m).
Aleshores definim la seva suma com 1’operaci6

X+y=x+y.

Definicié 4.3.4 (Producte de nombres modulars). Siguin X i y dos elements de Z/(m).
Aleshores definim el seu producte com 1’operacié

X-y=Xx-y.
Proposicié 4.3.5. Siguina, b i ¢ elements de Z/(m). Aleshores
l. a+b=b+a.
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+(b+70)=(a+b)+C
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Demostracio. Per veure el punt (1) fem

a+b=a+b (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))
=b+a “4.2.11)
=b+a. (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))

Per veure el punt (2) fem

a+ (Z +c)=a+ b+c (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))
= m (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))
=(a+b)+c (4.2.13)
—a+b+cC (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))
=(a+b)+c. (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))

Per veure el punt (3) fem

a+0=a+0 (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))
=a. (4.2.6)

Per veure el punt (4) fem

a+=a=a-a (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))
=0. 4.2.9)
I hem acabat. O

Proposicio 4.3.6. Siguin a, b i C elements de Z/(m). Aleshores
l.a-b=b-a
2.a-1=a.
3a-(b-o)=(a-b)-c

4. a

)

~~
S
+
(o}

N
1]
Ql
S
+
Q
ol

a-b=a- (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))
=b-a 4.2.12)
=b-a. (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))
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Per veure el punt (2) fem, per la definicié de Operacions sobre nombres modulars
4.34)

a-l=a-1,
i per la proposici6 4.2.6 trobem B
a-1=a.

Per veure el punt (3) fem
a-(b-¢)=a-b-c (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))
=a-(b-c) (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))
=(a-b)-c 4.2.14)
=a-b-c (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))
=(@-b)-c. (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))

Per veure el punt (4) fem
a- (E +c¢c)=a-b+c (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))
=a-(b+c) (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))
=ab+ac (4.2.15)
=ab +ac (Operacions sobre nombres modulars (4.3.3))
=a-b+a-c. (Operacions sobre nombres modulars (4.3.4))
I hem acabat. o

4.3.3 Congruencies i aritmetica modular

Proposicié 4.3.7. Siguin a, a’, b, b’ i m > 1 enters tals que
a=a (modm) i b=b" (modm).

Aleshores
a+b=d +b" (modm) i ab=dad’b’ (mod m).

Demostracio. Per la definici6 de Construccié dels nombres modulars (4.3.2) tenim que
existeixen enters A i u tals que a —a’ = Am i b — b’ = um. Per tant
(a+b)—(ad'-b)=(a-d)+(b-Db")

=Am+ um

= (A1+u)m, (4.3.6)
iper la definicié de Construccié dels nombres modulars (4.3.2) trobem que a+b = a’+b’
(mod m). També veiem que

ab—-a'b’ = (a’ + Am)(b" — um) —a’'b’

a'b + (@' u+b' A+ Aum)ym —a’b’

(@’'u+b' A+ Aum)m,

ipertant ab = a’b’ (mod m). O
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Definicié 4.3.8 (Nombre modular invertible). Sigui a un element de Z/(m) tal que
existeix un element a’ de Z/(m) satisfent za’ = 1. Aleshores direm que @ és invertible
pel producte i que a’ és la inversa de @.

Denotarem @' com la inversa de @

Proposicio 4.3.9. Sigui a un element de Z/(m) Aleshores a és invertible si i només
si a im son coprimers.

Demostracio. Per la definicié de Congruencies i aritmetica modular (4.3.8) tenim
que @ és invertible si existeix un element a’ tal que aa’ = 1 (mod m), i per la definici6
de Construccié dels nombres modulars (4.3.2) tenim que aixo €s si existeix un enter A
tal que aa’ — 1 = Am.

Aix0 és equivalent a que aa’ — Am = 1, i per La divisi6 euclidiana i la identitat de
Bézout (4.2.30) tenim que aix0 és si i només si med(a, m) = 1, i per la definici6 de La
divisi6 euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.31) tenim que a i m s6n coprimers. O

CoroHari 4.3.10. Sigui p > 1 un enter. Aleshores p és primer si i només si a és
invertible per atota € Z/(p) \ {0}.

Teorema 4.3.11 (El Petit Teorema de Fermat). Siguin p un primer i a un enter tal
que p 1 a. Aleshores
a’~'=1 (mod p).

Demostracio. Observem que per la definicié de Divisibilitat dels nombres enters

(4.2.18) i la definicié de La divisi6 euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.31) tenim

que a i p sén coprimers. Per tant per la proposici6 4.3.9 tenim que a és invertible.
Considerem el conjunt

X ={a,2a,3a,...,(p - 1)a}.

Veiem que tots els elements de X son diferents. Efectivament, si na = ma (mod p)
per a certs enters n i m per la definicié de Congruencies i aritmetica modular (4.3.8)
trobem que n = m (mod p).

També tenim que

a-2a-3a---(p—-1a=1-2-3---(p-1) (mod p),

1 per tant
an—l(p_l)!E(p_l)! (modp),

i de nou per la definicié de Divisibilitat dels nombres enters (4.2.18) i la definicié de La
divisi6 euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.31) tenim que (p — 1)! i p sén coprimers,
per tant per la proposicié 4.3.9 tenim que (p — 1)! és invertible i trobem

a’~'=1 (mod p). O

4.3.4 El Teorema xines de les restes
Lema 4.3.12. Siguin my, ..., m, naturals més grans que 1, ay, ..., a, enters i xo un
enter tal que

xo=a; (mod my)

X0 =a, (modm,)
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Aleshores, si x = xg + AM amb M = mcm(my, . ..,my) i per a tot A enter es satisfa

x=a; (mod my)

x=a, (modm,)

Demostracio. Tenim que, per a tot i € {1,...,n}, és satisfa x = q; (mod m;) si i
només si es satisfa x = x¢ (mod m;). Per tant hem de veure que es satisfa

x=x9 (mod m)

x=x9 (mod m,)

Ara bé, per la definicié de Construccié dels nombres modulars (4.3.2) i la definicid
de Maxim comu divisor (4.2.25) tenim que ha de ser

X—x9=AM
per a cert A enter. O
Teorema 4.3.13 (Teorema xin¢s de les restes). Siguin my, ..., m, enters més grans
que 1 coprimers dos ados i ay,...,a, enters. Aleshores el sistema

x=a; (mod m)

x=a, (modm,)
té una unica solucio, que és |my - - - my|.

Demostracié. Prenem M = mcm(my,...,my,). Per la definicié de Minim comu
multiple (4.2.34) i la definici6 de La divisi6 euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.31)

tenim que
n

M =mem(my,...,m,) = l_[mi.

i=1
Peratoti € {1,...,n} definim
Mi=my---mi_ymiy - - my
itenim, per la definicié de La divisi6 euclidiana i la identitat de Bézout (4.2.31), que M;
i m; sén coprimers.
Per tant la congruencia

Mix = a; (mod m;)

té solucid, ja que per la proposici6 4.3.9 tenim que M; és invertible i per tantx = al-Mi_1
(mod m;). Denotem b; = aiMi‘1 i considerem

X0 =M1b1 +~--+Mnbn.
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Aleshores tenim per la definicié de Construccié dels nombres modulars (4.3.2)
tenim que
X0 = Mibi (mod mi).

Per tant, pel lema 4.3.12 tenim que
X =x9+AM

amb M = mcm(my,...,m,) son les solucions del sistema, i per la definicié de
Construcci6 dels nombres modulars (4.3.2) trobem que x = x¢ i per tant €s Ginica. O

4.4 Les permutacions

4.4.1 El grup simeétric

Definici6 4.4.1 (Permutaci6). Sigui X un conjunti o : X — X una aplicaci6 bijectiva.
Aleshores direm que o és una permutacio.

Definicié 4.4.2 (Grup simetric). Siguin X un conjunt no buit i
Sx ={o: X — X | o és una permutacié}

un conjunt. Aleshores direm que Sx és el grup simetric de X.
Si X ={1,...,n} aleshores denotarem el grup simétric de X com S,,.

Definicié 4.4.3 (Elements moguts per una permutacié). Siguin X un conjunt no
buit, o € Sx una permutacio i

M(o)={xe X | o(x) # x}
un conjunt. Aleshores direm que M(o) és el conjunt d’elements de X moguts per o.

Proposicio 4.4.4. Siguin X un conjunt no buit i o una permutacio de Sx. Aleshores
M(o) =0 — o =1Idyx.

Demostracio. Comencem veient I’implicacio cap a la dreta ( = ). Suposem doncs
que M(o) = 0. Aleshores per la definicié6 de El grup simetric (4.4.3) trobem
que {x € X | o(x) # x} = 0, i per tant ha de ser o-(x) = x per a tot x € X, i per
tant o = Idy.

Veiem ara I’implicaci6 cap a I’esquerra ( <= ). Prenem Idy. Aleshores ha de
ser M(Idx) = 0, ja que per la definici6 de El grup simétric (4.4.3) tenim que M(Idyx) =
{x € X | Idx(x) # x}. O

Proposicio 4.4.5. Siguin X un conjunt no buit i o i T dues permutacions de Sx.
Aleshores
M(o o1) C M(0) UM(T).

Demostracio. Prenem a € X tal que a € M(o o 7). Aix0 és, per la definicié de El grup
simetric (4.4.3), que a € {x € X | o o 7(x) # x}. Volem veure que a € M(o) UM(7),
i per la definicié d’Unid i intersecci6 de conjunts (3.1.12) hem de veure que a € M(o)
6a € M(1).

Si a ¢ M(1) tenim que 7(a) = a, i tenim o o 7(a) = o(a). Ara bé, ha de
ser o-(a) # a, ja que si no tindriem a ¢ M (o o 7). Per tant ha de ser a € M(o).
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Sia ¢ M(o) tenim que o (a) = a, i per tant tenim que 7(a) # a, jaque sit(a) = a
tindriem o o 7(a) = 0(a) = a,iseriaa ¢ M(o o 7). Per tant ha de ser a € M(1).

Per tant tenim que si a € M (o o 7) aleshores a € M(0") UM(7), i per la definicié
de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que M(o o 7) € M(0) UM(7), com voliem
veure. O

4.4.2 Permutacions disjuntes

Definicié 4.4.6 (Permutacions disjuntes). Siguin X un conjunt no buiti o i 7 dues
permutacions de Sy tals que M(o") N M(7) = 0. Aleshores direm que o i 7 s6n
disjuntes.

Proposicio 4.4.7. Siguin X un conjunt no buit i o i T dues permutacions disjuntes
de Sx. Aleshores
M(o o 1) =M(0) UM(7).

Demostracio. Per la proposici6 4.4.5 tenim que M(o o 7) € M(0) UM(7). Veiem
doncs que M(o o 7) 2 M(0) UM(7).

Prenem un element a € M(o) U M(7). Com que, per hipotesi, o i 7 sén dues
permutacions disjuntes, per la definici6 de Permutacions disjuntes (4.4.6) tenim
que M(o") NM(7) = 0 i per la definici6 d’Unié i interseccié de conjunts (3.1.13) tenim
que o bé a € M(0o) o bé a € M(1).

Suposem que a € M(o). Per la definicié de El grup simeétric (4.4.3) tenim
que o(a) # ait(a) = a,jaque a ¢ M(t). Pertant o o 7(a) = o(a) # a, i per
tanta € M(o o 7).

Suposem ara que a € M(7). Per la definici6 de El grup simétric (4.4.3) tenim
que 7(a) # aio(a) = a, jaque a ¢ M(o). Per tant o o 7(a) = o(b) per a
cert b # a, b = 7(a). Ara bé, com que per la definicié de El grup simetric (4.4.1) o
és una aplicaci6 bijectiva, i per la definici6 d’Tipus d’aplicacions (3.2.9) trobem
que o és una aplicacid injectiva, i per la definici6 d’Tipus d’aplicacions (3.2.7) tenim
que o (b) # a,jaque o(a) =aib # a. Per hem vist que

M(oco7) CM(oc)UM(1r) i M(oo1)2M(0)UM(T),
i pel Elements i subconjunts (3.1.3) tenim que
M(o o 1) =M(0) UM(7). O
Lema 4.4.8. Siguin X un conjunt no buit i T una permutacié de Sx. Aleshores
x € M(o) < o(x) e M(0).

Demostracio. Per la definicié de El grup simetric (4.4.1) tenim que o €s bijectiva,
i per la definicié de El grup simetric (4.4.3) trobem que o(x) = x si i només
sio(o(x)) =o(x).

Prenent la negaci6 d’aixo trobem que o-(x) # x si i només si o (o (x)) # o (x), que
per la definici6 de El grup simétric (4.4.3) és equivalent a x € M(0) — o(x) €
M(o). O

Teorema 4.4.9. Siguin X un conjunt no buit i o i T dues permutacions disjuntes de Sx.
Aleshores
goT=ToO.
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Demostracio. Per la definicié de Permutacions disjuntes (4.4.6) i la definicié de El grup
simetric (4.4.3) tenim que, per hipotesi, M(o) N M (1) = 0. Per tant, per a tot x € X
tenim o bé x € M(0), 0 bé x € M(7) o bé x ¢ M(o) UM(7). Estudiem els cassos.

Suposem que x € M(0), i per tant x € M(7). Per la definicié de El grup simétric
(4.4.3) tenim que 7(x) = x i per tant o(7(x)) = o (x). Ara bé, pel lema 4.4.8 tenim
que o (x) € M(0), d’on trobem que o (x) &€ M(7), ja que, per hipdtesi, M(o-) "M(7) =
0,1 per tant (o (x)) = o (x).

Suposem que x € M(7), i per tant x ¢ M(o"). Per la definici6 de El grup simetric
(4.4.3) tenim que o (x) = x i per tant 7(o (x)) = 7(x). Ara bé, pel lema 4.4.8 tenim
que 7(x) € M(71),d’ontrobem que 7(x) ¢ M(0), jaque, per hipotesi, M(7)NM(o) = 0,
iper tant o (7(x)) = 7(x).

Suposem per acabar que x ¢ M(o) U M(7). Aleshores tenim que o (x) = x
iT(x) =x,ipertant o oT =7 o o, com voliem veure. m]

4.4.3 Cicles

Definicié 4.4.10 (r-cicle). Siguin X un conjunt no buit i o una permutacié de Sx tals
que M(o) ={ay,...,a,}amb o (a;) =a;y peratoti € {1,...,r—1}io(a,) =ay.
Aleshores direm que o €s un r-cicle, o un cicle, i denotarem

o=(ay,...,a).

Proposici6 4.4.11. Siguin X un conjunt no buit, a un element de M(o) i o un r-cicle
de Sx. Aleshores

o =(a,o(a),c*(a),...,c" " (a)).
Demostracié. Per la definici6 d’Cicles (4.4.10) tenim que M (o) = {ay, ..., a,},icom
que a € M(o) tenim que a = ay peracert k € {1,...,r}. Tenim doncs que
o =(a,aks1,...,0r-k).

Ara bé, per la definicié d’Cicles (4.4.10) tenim que
ai+1 =0(a;) peratotie{l,...,r—1}
iay = o(a,). Per tant trobem
oi(a) =apy peratotie {—k+1,...,r—k—1},

i per tant trobem
o =(a,0(a),c%(a),...,c" " Y(a)). O

Lema 4.4.12. Siguin X un conjunt no buit i o un r-cicle de Sx. Aleshores r = min{k €
N | ok =1dx}.

Demostracio. Per la definici6 d’Cicles (4.4.10) tenim que existeixen ay, . .., a, tals
que M(o) ={ai,...,a,} amb o(a;) = a;y peratoti € {1,...,r—1}io(a,) =ay,
iper tant 0" = Idx ja que tenim o (x) = x per a tot x € X. Ara bé, per la proposicié
4.4.11 tenim que, amb a € M(0),

o =(a,0(a),0%(a),...,0" " (a))

i per la definicié d’Cicles (4.4.10) tenim que o (a) # aperatoti € {0,...,r — 1},i
per tant r = min{k € N | c* = Idx}, com voliem veure. O
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Teorema 4.4.13. Siguin X un conjunt no buit i o un r-cicle de Sx. Aleshores

-1 r—1

o =0
Demostracio. Pel lema 4.4.12 tenim que 0" = Idx. Aleshores tenim o o o' =1dy
io"" ! oo =Idy. Per tant per la definicié d’ Aplicacions invertibles (3.2.16) trobem
que o =¢" L o

Teorema 4.4.14 (Descomposicié de permutacions en cicles disjunts). Sigui X un
conjunt finit no buit i o una permutacié de Sx. Aleshores existeixen ay, . . ., a; cicles
disjunts dos a dos de Sx tals que

0—:&1 o...oa/s’
i aquests ay, . .., as son tnics llevat de 'ordre en que es conjuguen.

Demostracié. Prenem a; € M(c) i el conjunt {ay, o (ay),o>(ay),...}. Com que,
per hipotesi, X és finit tenim que existeixen i i j tals que o (a;) = o/ (ay), i per
tant o'/ (ay) = ay.

Sigui doncs k; = min{k € N | 0¥ (a) = a}. Per la definicié d’Cicles (4.4.10) tenim
que

k-1
ay = (ay,0(ar),..., o (ay)) 4.1)
és un k-cicle.
Si existeix un a; € X que no pertanyia {aj,o(a;),..., gkl (ay1)}. Amb el mateix
procés podem generar un nou k;-cicle @, disjunt amb a1, i aixi obtenim a7y, ..., o,

cicles disjunts dos a dos. Aleshores trobem
0—:(11 o...oals’

jaque o(x) =ajo---oas(x)peratotx € X.
Tenim doncs que

@ = (ai»O'(Oli), .. o,O'k"fl(Oli))- “4.2)
Suposem ara que existeixen S, . . ., 8, cicles disjunts dos a dos de Sy tals que

o=ao---oas=p10-0f. 4.3)
Per la proposicié 4.4.7 tenim que a; € M(B;,) per a cert j; € {1,...,r}, i per la

definici6 de Permutacions disjuntes (4.4.6) i la definicié d’Unid i interseccié de conjunts
(3.1.13) tenim que aquest j; és Unic.
Ara bé, com que per hipotesi 5, €s un cicle, per la proposici6é 4.4.11 tenim que

K. -1
Bji = (ai,ﬁji(ai),---,ﬁj;h (ai))
per a cert k;.i. Ara bé, tenim per (4.3) que ﬁfi (a;) = o*(a;) per a tot k. Per tant
K, —1
Bi, = (aror(a,....a% @),
Ara bé, haviem definit k; = min{k € N | c*(a;) = a;}. Per tant k’, = k; i, com que

per hipotesi a; € M(ej,) és un cicle, per la proposicié 4.4.11, per (4. 1') iper (4.2) tenim
que a; = Bj,. Per tant podem reescriure (4.1) com

0‘:0:1o...oaszalo...oasoﬁjs+lo...oﬂjr,

ipertanthadeser §;, o---of; =Idx. m
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4.4.4 Descomposicio en transposicions i signe

Definicié 4.4.15 (Transposicid). Siguin X un conjunt no buit i 7 un 2-cicle de Sy.
Aleshores direm que 7 €s una transposicio.

Observacié 4.4.16. 7 =1L

Proposicié 4.4.17. Siguin X un conjunt finit no buit i o una permutacio de Sy.
Aleshores existeixen transposicions Ty, . .., Ts de Sx tals que

O =T 0 0Ts.

Demostracio. Observem que per atot r-cicle a de Sy existeixen transposicions 7y, . . ., T
de Sy tals que @ = 77 o - - - o 7,.. Efectivament, per la definicié d’Cicles (4.4.10) tenim
que si @ = (ay, ..., a,) aleshores

@ = (a],...,ar) = (a],aZ) ° (a2$a3) ©--:0 (an—l;ar),

iper la definici6 de Descomposicid en transposicions i signe (4.4.15) tenim que (a;, a;+1)
és una transposicié de Sy peratoti € {1,...,r — 1}.
Per tant, pel Cicles (4.4.14) hem acabat. O

Teorema 4.4.18. Siguin X un conjunt finit no buit, o una permutacio de Sx
T, ..., Tr T{, ..., T/, transposicions de Sx tals que

O'leo"'oTr:T{o”'oT;"
Aleshores r —r’ és parell.
Demostracio. ( O

Definici6 4.4.19 (Signe d’una permutacié). Siguin X un conjunt finit no buit, o~ una
permutacié de Sy i 71, . . ., T, transposicions de Sy tals que

O =T 0 :0Tp.

Aleshores definim
sig(o) = (=1)"

com el signe de o.
Aquesta definici6 té sentit pel Teorema 4.4.18.

4.5 Els nombres racionals

4.5.1 Construccio dels nombres racionals

Proposicié 4.5.1. Sigui ~ una relacié tal que per a tot (a, b), (c,d) elements de Z X
Z \ {0} tenim
(a,b) ~ (c,d) < ad = bc.

Aleshores ~ és una relacio d’equivaléncia.
Demostracio. Comprovem les propietats de la definicié de relacié d’equivaléncia:

1. Reflexiva: Per la proposici6 4.2.12 tenim ab = ba, i per tant (a, b) ~ (a, b).

74



4.5. Els nombres racionals

2. Simétrica: Siguin (a, b) i (c, d) dos elements de ZxZ\ {0} tals que (a, b) ~ (c, d).
Per hipotesi tenim que ad = bc, i per la proposicié 4.2.12 tenim que c¢b = da i
trobem (c,d) ~ (a, b).

3. Transitiva: Siguin (a, b), (c,d) i (e, f) elements de Zx Z \ {0} tals que (a, b) ~
(c,d)i(c,d) ~ (e, f). Per hipotesi aix0 és ad = bc i cf = de. Ara bé, tenim
bcf = bde
i per tant
adf = bde
i pel corol-lari 4.2.17 trobem que a f = be i tenim que (a, b) ~ (e, f).

I per la definicié de Relacions d’equivaléncia (3.3.2) hem acabat. O

Definicié 4.5.2 (Conjunt dels nombres racionals). Sigui ~ una relacié d’equivaléncia
tal que
(a,b) ~ (¢c,d) = ad =bc

per a tot (a, b), (c,d) elements de Z x Z \ {0}. Aleshores direm que el conjunt
quocient Q = Z X Z \ {0}/~ és el conjunt dels nombres racionals. Direm que els
elements de Q s6n nombres racionals.

Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 4.5.1.

Notacio6 4.5.3. Sigui (a, b) un element de Q. Aleshores denotarem

a
,b) = —.
(@b =1
Proposici6 4.5.4. Sigui 7 un nombre racional. Aleshores

a 1

—=- & a=b.

b1 .
Demostracio. Per la definicié de Classes d’equivaléncia i conjunt quocient (3.3.3)
tenim que

(a,b) ~ (1,1),
si i només si, per la definicié de Construccié dels nombres enters (4.2.2), tenim
a-1=b-1.
I per tant, per la proposicié 4.2.6 trobem que ha de ser a = b. O
Proposicio 4.5.5. Siguin % i % racionals. Aleshores
0.0
a b

Demostracio. Tenim que 0 - b = 0 - a, i per tant per la definici6 de Construccid
dels nombres racionals (4.5.2) trobem (0,a) ~ (0, b) i per la definicié de Classes
d’equivaléncia i conjunt quocient (3.3.3) trobem

0 0

g |
a b
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4.5.2 Operacions entre nombres racionals

Definici6 4.5.6 (Suma de nombres racionals). Siguin 7 i § nombres racionals. Ales-
hores definim la suma de £ i § com una operacié + que satisfa

a N c _ad+ch
b d  bd

Definici6 4.5.7 (Producte de nombres racionals). Siguin 7 i 5 nombres racionals.

Aleshores definim el producte de % i 5 com una operacié - que satisfa

a ¢ _ac
b d bd
Escriurem
a ¢ _ac
b d bd
Proposici6 4.5.8. Siguin §, 5 i ? nombres racionals. Aleshores es satisfa
a,c_c a
1. b + d°-4d + b
a f(cye)l_(aic)ye
2. F+(3+7)_(b+d)+f'
a 0 _a
3. E+T =3
a —a _0
4. E+? =1

Demostracio. Per veure el punt (1) fem

a ¢ ad+cb . .
7 + 7= " hd (Operacions entre nombres racionals (4.5.6))
_chrad @.2.11)
bd
cb+ad
= 4.2.12
7 ( )
= 2 + %. (Operacions entre nombres racionals (4.5.6))

Per veure el punt (2) fem

d
% + (2 + ?) = % + Cf;}e (Operacions entre nombres racionals (4.5.6))
d d)b
= % (Operacions entre nombres racionals (4.5.6))
adf +cfb +edb
- . 4.2.1
bdf (4.2.15)
adf +cbf +ebd
- - 4.2.12
bdf ( )
(ad +cb)f + ebd
= 4.2.1
bdf (4.2.15)
ad+cb e . .
= bd + ? (Operacions entre nombres racionals (4.5.6))
a c e . .
= (Z + E) + ? (Operacions entre nombres racionals (4.5.6))
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Per veure el punt (3) fem

a+0_a 1
b 1 b-1
-4
=7
Per veure el punt (4) fem
a -a ab-ab
-4 — =
b b bb
_0
~ bb
_0
=7

i hem acabat.

Proposici6 4.5.9. Siguin 7, 51 %

1.
2.

a
b
3 4(55) = (695

al c e —_ ac a e
4. z(z+7)—za+zT-

Demostracio. Per veure el punt (1) fem

bd  bd
ca

" b
ca

T db
Per veure el punt (2) fem
-1
-1

ac ac

SR
—_]
‘Q

Sl s

Per veure el punt (3) fem

afce\ ace
3(3?) Cbdf
a(ce)
- b(df)
(ac)e

(bd) f

_ace
T bd f

(25

(Operacions entre nombres racionals (4.5.6))

(4.2.6)

(Operacions entre nombres racionals (4.5.6))
(4.2.6)

(4.5.5)

]

nombres racionals. Aleshores es satisfa

(Operacions entre nombres racionals (4.5.7))
4.2.12)

(Operacions entre nombres racionals (4.5.7))

(Operacions entre nombres racionals (4.5.7))

(4.2.6)

(Operacions entre nombres racionals (4.5.7))
(Operacions entre nombres racionals (4.5.7))

(4.2.14)
(Operacions entre nombres racionals (4.5.7))

(Operacions entre nombres racionals (4.5.7))
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Per veure el punt (4) fem

(Operacions entre nombres racionals (4.5.6))

afe,e)_acf+de
b@+f)‘b af

d
= LZ(C%‘;@ (Operacions entre nombres racionals (4.5.7))
acf +ade
= — 4.2.15
bdf ( )
de 1
= M - (Operacions entre nombres racionals (4.5.7))
bdf 1
acf +adeb
= —— 454
bdf b ( )
d)b
= M (Operacions entre nombres racionals (4.5.7))
bdfb
b db
= M (Operacions sobre els nombres enters (4.2.5))
bdfb
acbf +aebd
= 4.2.12
bdbf ( )
-4 + a¢ (Operacions entre nombres racionals (4.5.6))
T bdbf P >
= 52 + %%. (Operacions entre nombres racionals (4.5.7))
I hem acabat. |

Teorema 4.5.10. Siguin § i 5 dos racionals tals que

0
-

SR
Ulo

Aleshoresa =00 ¢ =0.

Demostracio. Per la definicié de Operacions entre nombres racionals (4.5.7) trobem
que
ﬁ =

i per la definici6 de Construccié dels nombres racionals (4.5.2) tenim que es satisfa

s

acg
1

ac-1=bd-0.
Per tant
ac =0,
i pel Teorema 4.2.16 tenim que hade sera =06 ¢ = 0. O

Teorema 4.5.11. Sigui § un racional amb a # 0. Aleshores

ab _1
ba 1
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Demostracio. Per la definicié de Operacions entre nombres racionals (4.5.7) i la
proposici6 4.2.12 tenim que

ab ab
ba ab
i per la proposici6 4.5.4 tenim que
ab 1 0
ba 1
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Matrius

5.1 Matrius i operacions

5.1.1 Cossos

Definicié 5.1.1 (Cos). Aclarir on va aquest apartat.

5.1.2 Les matrius

I<i<m

127 elements d’un cos K.
<j<n

Definici6 5.1.2 (Matriu). Siguin m i n dos entersi {a; ;}
Aleshores direm que

aitl aln al.n

az.l ap -+ A2n
lai ;] =

adm,1 AAmp2 *°° Amn

€s una matriu de mida m X n sobre K.

Direm que a;,; és el component (i, j) de la matriu [a; ;]. Si A = [a; ;] també
denotarem [A]; ; = a; ;.

Sin = m direm que (a;, ;) és una matriu quadrada d’ordre n.
Notaci6 5.1.3 (Conjunt de matrius). Siguin m i n dos enters, K un cos i

X ={A | A és una matriu de mida m X n sobre K}

un conjunt. Aleshores denotarem X = M, (K).
Si n = m denotarem X = M,, (K).

Definici6 5.1.4 (Suma de matrius). Siguin A i B dues matrius de mida m X n sobre un
cos K. Aleshores definim la seva suma com una operacié + que satisfa

[A+Bl;; =[Ali; +[Bli;.
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Definicié 5.1.5 (Producte de matrius). Siguin A una matriu de mida m X [ sobre un
cos K i B una matriu de mida / X n sobre un cos K. Aleshores definim el seu producte
com una operacié - que satisfa

]
[A-Bli;= ) [Alik[Bl,.

k=1

Escriurem A - B = AB.

5.1.3 Propietats de les operacions amb matrius
Proposicié 5.1.6. Siguin A, B i C tres matrius de mida m X n sobre un cos K. Aleshores
(A+B)+C=A+(B+C).
Demostracio. Per la definicié de Les matrius (5.1.4) tenim que
[(A+B)+Cl;j=[A+B];; +[Cl;,;
= [Ali,j + [Bli,j + [Cli,;
= [A]i,j + ([B]i,j + [C]i,j) (COSSOS (511))
=[A];j+[B+Cl;,;
=[A+(B+(C)];;. O
Proposicié 5.1.7. Siguin A i B dues matrius de mida m X n sobre un cos K. Aleshores
A+B=B+A.

Demostracio. Per la definici6 de Les matrius (5.1.4) tenim que

[A+B];;=[Ali; +[Bli;
= [B];,;j + [Ali; (Cossos (5.1.1))
= [B + A]i,j. O

Notaci6 5.1.8 (Matriu nul-la). Denotarem la matriu de mida m X n
0 --- 0
: ' € Myxn(K)
0 --- 0
com 0,,,xp, 6 0 si és clar pel context. També escriurem 0,,x, = 0y,.
Proposicié 5.1.9. Sigui A una matriu de mida m X n sobre un cos K. Aleshores
A+0=A.

Demostracio. Per la definicié de Les matrius (5.1.4) tenim que

[A+0];; =[A];; +[0]:;
= [A]i,j +0
= [Ali ), (Cossos (5.1.1))

com voliem veure. ]
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Definici6 5.1.10 (Producte d’una matriu per escalars). Sigui A una matriu de mida m xn
sobre un cos K i @ un escalar de K. Aleshores definim

[aAli,j = a[Al;;-
Denotarem (—1)A com —A.
Proposicié 5.1.11. Sigui A una matriu de mida m X n sobre un cos K. Aleshores
A-A=0.
Demostracio. Per la definicié de Les matrius (5.1.4) tenim que
[A-A];; =[Al; +[-Al;
=[A];; — [A]i,; (Propietats de les operacions amb matrius (5.1.10))
=0 (Cossos (5.1.1))
itrobem A — A =0. o

Proposicio 5.1.12. Siguin A una matriu de mida m X n i « i B dos escalars de K.
Aleshores

(aB)A = a(BA).

Demostracio. Per la definicié de Propietats de les operacions amb matrius (5.1.10)
tenim que

[(eB)Al;,; = aBlAl:,;
= a(B[Ai;]) (Cossos (5.1.1))
= a[BA];;. O
Proposicié 5.1.13. Siguin A una matriu de mida m X n sobre un cos K i a i B dos

escalars de K. Aleshores

(a+pB)A = aA + BA.

Demostracio. Per la definicié de Propietats de les operacions amb matrius (5.1.10)
tenim que

[(@+B)A]i; = (a+p)[A]:;
= a[A]; ; +BlA]j, (Cossos (5.1.1))
= [aAl;,j + [BAl:;
i hem acabat. o

Proposicié 5.1.14. Sigui A una matriu de mida m X n sobre un cos K. Aleshores
1A = A.

Demostracio. Per la definicié de Propietats de les operacions amb matrius (5.1.10)
tenim que
[1A];; = 1[A];;

i per la definicié de Cossos (5.1.1) trobem que
1[A],; = [Ali,},

com voliem veure. O
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Proposici6 5.1.15. Siguin K un cos i A una matriu de mida m X [ sobre K, B una
matriu de mida | X s sobre K i C una matriu de mida s X m sobre K. Aleshores

(AB)C = A(BC).

Demostracio. Per la definici6 de Les matrius (5.1.5) tenim que

S

[(AB)Cl; ;= Y [ABi/[C)r

r=1
s 1
= 2| D [ALik[Bli., |IC,
r=1 \k=1
s 1
= Z [Ali k[Blk.r[Clr.; (Cossos (5.1.1))
r=1 k=1
1 s
= [Ali k[Blk.r[Clr.; (Cossos (5.1.1))
k=1 r=1
1 s
= > [Alik Z([B]k,r [Clr,;) (Cossos (5.1.1))
k=1 =1
I
= > [Alik[BCli,;

k=1
=[A(BO)]i,;»

com voliem veure. O

Proposicio6 5.1.16. Siguin A i A’ dues matrius de mida m X [ sobre un cos Ki B, B’
dues matrius de mida | X n sobre un cos K. Aleshores

(A+A"B=AB+A’'B

A(B+B')=AB+ AB'.

Demostracio. Per la definici6 de Les matrius (5.1.5) tenim que

M~

[(A+A")B];;= ) [A+ Al k[Blx,;

>~
~ 1l
—_

([Alik + [A)i k) [Blk.j (Les matrius (5.1.4))

Il
~

~ 1l

([AYi,k[Blk,j + [A']ik [Blx,;) (Cossos (5.1.1))

Il
~

~ 1l

l

= Z[A]i,k[B]k,j + Z[A']i,k[B]k,j (Cossos (5.1.1))

k=1

k
= [AB]; j + [A’B];,;
=[AB+AB']; ;. (Les matrius (5.1.4))

L altre demostracié és analoga. O
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5.1.4 Matrius inverses i matrius transposades

Notacié 5.1.17 (Matriu identitat). Denotarem la matriu d’ordre n

0 1 € My (K)
: .. .0

com [, i direm que /,, és la matriu identitat d’ordre n.
Proposicio 5.1.18. Sigui A una matriu de mida m X n sobre un cos K. Aleshores
I,A=A=AI,.

Demostracio. Per la definicié de Les matrius (5.1.5) tenim que

m
[ImAli; = Z[lm]i,k[A]k,j-
k=1
Ara bé, tenim que
1 i=j
I,]; =
[ m]l,j {0 i+ ]
i per la definici6 de Cossos (5.1.1) tenim que
D UnlialAlc; = (Al
k=1
iper tant [,,A = A.
La demostraci6 de 1’altre igualtat és analoga. O

Proposicié 5.1.19. Sigui A una matriu d’ordre n sobre un cos K tal que existeixin dues
matrius A1 i Ay d’ordre n sobre K tal que

AA =AA=1, i AAry=AA=1,.
Aleshores A| = Aj.
Demostracio. Per la proposicié 5.1.15 tenim que
A1(AAy) = (A1A) Ay

i per hipotesi trobem que A1, = I,,A», i per la proposicid 5.1.18 trobem que A; = A»,
com voliem veure. O

Definici6 5.1.20 (Matriu invertible). Sigui A una matriu d’ordre n sobre un cos K tal
que existeixi una matriu A’ d’ordre n sobre K tal que

AA'=AA=1,.

Aleshores direm que A és una matriu invertible i que A’ és la inversa de A. També
denotarem A’ = A~
Observem que aquesta definici6 té sentit per la proposicié 5.1.19.
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Observacié 5.1.21. Sigui A = (a;,;) una matriu de mida m X n sobre un cos K tal que
existeixuni € {1,...,n} satisfent

a;,j=006a;;=0 peratotje{l,...,n}.
Aleshores A no és invertible.

Proposicié 5.1.22. Siguin A i B dues matrius invertibles d’ordre n sobre un cos K.
Aleshores la matriu AB és invertible.

Demostracio. Per la proposicié 5.1.15 i la definicié de Matrius inverses i matrius
transposades (5.1.20) tenim que

(AB)(B'A™h)=1d i (B'A™))(AB) =14,
i de nou per la definici6 tenim que AB és invertible. O

Proposicio 5.1.23. Siguin A i B dues matrius invertibles d’ordre n sobre un cos K.
Aleshores
(AB)' =B~ 1AL

Aquest enunciat té sentit per la proposicié 5.1.22.

Demostracio. Per la definici6 de Matrius inverses i matrius transposades (5.1.20) tenim
que
(AB)"'AB =1,,

i com que, per hipotesi, les matrius A i B s6n invertibles trobem

B 'A™' = (AB)'ABB~'A"!
= (AB)"'AA™" = (AB)". O
)

Proposicié 5.1.24. Sigui A una matriu invertible d’ordre n sobre un cos K. Aleshores
(A"Ht=A.
Demostracio. Per la proposicié 5.1.23 tenim que
AT'AH =414
i com que, per hipotesi, la matriu A és invertible trobem
AATN ATH T =444

i tenim
(AHt=A. O

Definicié 5.1.25 (Matriu transposada). Sigui A una matriu de mida m X n sobre un
cos K. Definim la transposada de A com una matriu A’ de mida n X m sobre K que
satisfa

Proposicié 5.1.26. Siguin A i B dues matrius de mida m X n sobre un cos K. Aleshores
(A+B)=A"+B".
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Demostracio. Per la definicié de Matrius inverses i matrius transposades (5.1.25) tenim
que

[((A+B)]i;=[A+B];;
= [A];i + [Blj.i (Les matrius (5.1.4))
=[A"];; +[B']:,;
=[A"+B'];;, (Les matrius (5.1.4))
com voliem veure. O

Proposicié 5.1.27. Siguin A una matriu de mida m X [ sobre un cos K i B una matriu
de mida | X n sobre K. Aleshores

(AB)' = B'A".

Demostracio. Per la definicié de Matrius inverses i matrius transposades (5.1.25) tenim
que

[(AB)'];,; = [AB] ;i

MN

[A]; k[Blk,i (Les matrius (5.1.5))

>~
~
—

[A"]k,;[Blik

k=1
!
= > [Bik Ak, (Cossos (5.1.1))
k=1
= [B'A"]; ;, (Cossos (5.1.1))
com voliem veure. ]

Proposicié 5.1.28. Sigui A una matriu invertible d’ordre n sobre un cos K. Aleshores
la matriu A' és invertible i (A") ™" = (A_l)[.

Demostracio. Per la proposicié 5.1.27 tenim que

1) 14\ 1)’ 1)

ar(at) =(a7'a) i (a7)ar=(aat),
i per la definicié de Matrius inverses i matrius transposades (5.1.20) tenim que A’ és
invertible i que (A")~" = (A™")", com voliem veure. O

Definicio6 5.1.29 (Matriu simétrica). Sigui A una matriu d’ordre n sobre un cos K tal
que A’ = A. Aleshores direm que A és una matriu simétrica.

5.1.5 Producte de matrius en blocs

Definicié 5.1.30 (Files i columnes). Sigui A = (a;, ;) una matriu de mida m X n sobre
un cos K. Aleshores definim

Fi=laii -+ ain]
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com la i-ésima filade A i
ay,i

Am,i

com la i-e€sima columna de A.

Observacié 5.1.31. Si A € M,,»,,(K) tenim F; € Mx,(K) i C; € M,,,x1 (K).

Notaci6 5.1.32. Si A és una matriu de mida m X n sobre un cos K, Fy, ..., F,, les files
de AiCy,...,C, les columnes de A. Aleshores denotem
F
A=|:|=[a - il
Fin
Notacié 5.1.33. Siguin A = (a;,;) una matriu de mida mxn sobre uncos K, my, ..., m
iny,...,ny nombres naturals tals que my+- - -+mp, =ming+---+ny =n,mo=ng =1
i
Ami_y,nicy 7 Qmi_y,n;
Aij =
Am;,ni- e Am;,n;

matrius sobre un cos K. Aleshores denotem

Al o Ang
A= :
Ap1 o Apyg
Proposicié 5.1.34. Siguin A una matriu de mida m X | sobre un cos K, B una
matriu de mida I X n sobre K, my,...,mp, ly,...,l; iny,...,n. nombres naturals
satisfent my + ---+mp =m, l{ +---+1lg =lin+---+n. =n, iperatotic
{L,...,ph ke{l,....q}ije{l,...,r} tals que A, x és una matriu de mida m; X I

sobre K i By ;j és una matriu de mida Iy X n; sobre K tals que

Air o Aig By -+ Biy
A= : i B=]: :
Api o Apg B,1 - By,
Aleshores
i AvkBin X{_ AikBia - Xi AikBrr
Yo AzkBen X AaiBra - Xl AvkBir
AB = ) ) ) .

S ApkBr2 X1 ApiBra - X1 ApiBir

Demostracio. Per la definicié de Les matrius (5.1.5) tenim que

~

[ABl; ;= > [Alik[Blk.)-

k=1
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També tenim que i = my +---+my, +i’ i j =n;+---+ng, + j peracerts k; €
i J
{Lo..,p=1}kje{l,...,r=1},i" <mye1 —my, i < ng41 — ng;. Per tant hem
de veure que
q

1
Z [Alik[Blk,j = Z Ay, kBln,

k=1 k=1 i’
Per la definici6 de Les matrius (5.1.4) tenim que

q

q
ZAmki,kBk,nkj = Z[Amki,kBk,nkj]i’,j’,
k=1 ", k=1

i per la definici6 de Les matrius (5.1.5) trobem

q 9 (k
Z[Amki,kBk,nkj]i',j’ = Z Z[Amki,k]i’,h[Bk,nkj]h,j’ .
k=1 k=1 \h=1

Ara bé, com que per hipotesi tenim que
Al o Alg By -+ Bir
A=| i oB=] .
Api o Apy Byi -+ By,

iquei=my+---+my +i"1j=n;+---+ng +j’, robem

q [

Z Z[Amkl-,k]i',h[Bk,nkj]h,j/ =

/
[Ali x[Blx,;- ]
=1 \h=1 =

5.2 Rang d’una matriu

5.2.1 Transformacions elementals

Definicié 5.2.1 (Transformacions elementals). Siguin A = (a; ;) una matriu de
mida m X n sobre un cos K ii i j dos naturals diferents amb 7, j < m i A un element no
nul de K. Aleshores definim les funcions

a, - ain
[ a ... a ]
ai—l,l “ee ai—l,n 1,1 l,n
aj,l N aj,l’l :
ai+1,l e ai+1,n ai—l 1 ai—ln
P;ij(A)=| |, Dia(A)=|da;n - Aain
aj_1,1 - dj-in Ai+1,1 "0 Qitln
ai,1 v Qig
a . .. a .
J+1,1 J+ln | @m,1 Am,n |
| Am,1 T Am,n |
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ai, ain
ai-1,1 ai-1.n

i Eija(A)=|ai1—Aa;1 - ain—Aaj,
aij+l1,1 dijt+l,n
am,1 Am,n

com les transformacions elementals per files de M,,(K).

Proposici6 5.2.2. Sigui A una matriu de mida m X n sobre un cos K. Aleshores per a
tota successio de transformacions elementals per files f existeix una matriu P d’ordre m
sobre K tal que f(A) = PA i per a tota successio de transformacions elementals per
columnes g existeix una matriu Q d’ordre n sobre K tal que g(A) = AQ.

Demostracio. Entenim prouamb veure que P; j(A) = P; j(In)A,Di a(A) = Di a(In)A
i E;ja(A) = Eija(Im)A i que P;;(A")" = AP; (1), Dia(A") = AD;a(I,)
i E;jja(A")" = AE; ; a(1,), 1 aix0 és conseqiiencia de la definicié de Les matrius
(5.1.5). O

Definicié 5.2.3 (Matriu elemental). Sigui P una matriu d’ordre n sobre un cos K tal

que existeixi una serie de transformacions elementals tals que per a tota matriu A de

mida m X n sobre K tenim f(A) = PA. Aleshores direm que P és una matriu elemental.
Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 5.2.2.

Observacié 5.2.4. Siguin P i Q dues matrius elementals d’ordre n sobre un cos K.
Aleshores PQ és una matriu elemental.

Notacié 5.2.5. Denotarem les transformacions elementals per files P; ; com F; <
Fj, Di,/l com F; — AF; i Ei,j,/l com F; — F; +/1FJ

Aprofitant la proposici6 5.2.2 també denotarem una successio de transformacions
elementals com una matriu quadrada.

Si apliquem una transformacié elemental per files a una matriu transposada i
transposem el resultat denotarem P; ; com C; < C;, D; y com C; — AC; i E; j 2
com C; — C; + AC; i direm que son transformacions elementals per columnes.

Proposicié 5.2.6. Sigui P una matriu elemental d’ordre n sobre un cos K. Aleshores P
és una matriu invertible.

Demostracié. En tenim prou amb veure que P} = P;j, D;} = Dy i Ej} | =
E; j,—a. Per tant, per la definici6 de Transformacmns elementals (5 2.3)ila deﬁnlclo de
Matrius inverses i matrius transposades (5.1.20) tenim que P és una matriu invertible.

O

5.2.2 Matrius esglaonades i métode de Gauss

Definici6 5.2.7 (Matriu esglaonada). Sigui A = (a; ;) una matriu de mida m X n

sobre un cos K tal que existeixen j; < --- < j, nombres naturals tals que per a
toti € {l,...,r}iperatot j < jjtenima;; =0ia;j; =1;iperatoti > j,
ije{l,...,n}tenima; ;= 0.

Aleshores direm que A esta esglaonada per files i que A’ esta esglaonada per
columnes.
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Direm que una matriu A es pot esglaonar per files si existeix una successio P de
transformacions elementals per files tals que PA esta esglaonada per files.

Proposicié 5.2.8. Sigui A una matriu de mida m X n sobre un cos K. Aleshores A es
pot esglaonar per files.

Demostracié. Denotem A = (a; ;). Ho farem per induccié sobre 7.

Suposem que n = 1. Sia;; =0peratoti € {1,...,m} per la definicié de Matrius
esglaonades i metode de Gauss (5.2.7) hem acabat. Suposem doncs que existeix
uni € {1,...,m} tal que a; 1 # 0. Aleshores podem fer les transformacions elementals

ai,
4 1 1
i1 . _ Fi—Fi-a; | F|
FioF di-1.1 F1—>a1’11F1 a1 | peratotie{2,...,m} 0
A= — | a1 — . —
as
a l+1,1
m,l am,] 0
[ dm,1 |

i per la definicié de Matrius esglaonades i metode de Gauss (5.2.7) hem acabat.
Suposem doncs que la hipotesi €s certa per a n. Veiem que també ho és per n + 1.
Sigui A = (a; ;) una matriu de mida m X (n + 1) sobre K. Considerem la matriu

aiy ... ain+l
A =

Amy2 ... Amn+l

Per la definicié de Les matrius (5.1.2) tenim que A’ €s una matriu de mida m X n
sobre K, i per I’hipotesi d’induccié tenim que podem esglaonar-la. Sigui doncs B la
matriu A’ esglaonada. Considerem la matriu

ar,

al,m

que correspon a la primera columna de la matriu A. Hem vist que podem esglaonar-la,
i per tant per la definicié de Matrius esglaonades i métode de Gauss (5.2.7) tenim que
podem esglaonar la matriu A, ja que

ai,i
A= A s
al,m
i pel Axiomes de Peano (4.1.7) hem acabat. m]

Corollari 5.2.9. Sigui A una matriu de mida m X n sobre un cos K. Aleshores A es
pot esglaonar per columnes.
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5.2.3 Reduccié d’una matriu

Teorema 5.2.10 (Teorema de la PAQ-reduccid). Sigui A una matriu de mida m X n
sobre un cos K. Aleshores existeixen un tinic nombre natural r satisfent r < min(m, n),
una matriu elemental P d’ordre m sobre K i una matriu elemental Q d’ordre n sobre K

tals que
| 4]0
PaQ = [%W]
Demostracio. Denotem A = (a; ;). Sia; j =O0peratoti € {1,...,m}ije{l,...,n}
aleshores tenim r = 0 i hem acabat. Suposem doncs que existeixen i € {1,...,m}

ije{l,...,n}talsquea;; #0.

Per la proposici6 5.2.8 tenim que existeix una matriu elemental P d’ordre m sobre K
tal que PA esta esglaonada per files. Per la definici6 de Matrius esglaonades i metode
de Gauss (5.2.7) tenim que existeixen j; peratoti € {1,...,r}amb j; < --- < j, tals
que peratot j < j; tenim a; ;j = 0iaq; j, = 1. Fent les transformacions elementals

C1<—>le, C2<—>Cj2,...,Cr<—>er

a la matriu PA obtenim la matriu

[1 bip -+ biy | biysr 0 bia ]
o 1 - . . .
: . by_1r : :
Ar=|og ... 0 1 brysi o ben |
0 0 0 0 -« 0
0 -~ 0 0 0 e 0

i fent a la matriu A les transformacions elementals

Ckl e Ck1 —bl,klcl, peralq € {2,...,1’1}
Ckz e Ck2 - b2’k2C2, perakz S {3,. ..,n}

Cy, = Ck, — by i, Cr, perak,e{r+1,...,n},
i per la proposicié 5.2.2 tenim que existeix una matriu P d’ordre n sobre K tal que

o=}

i per la definici6 de 5.2.2 tenim que les matrius P i Q sén matrius elementals.

Veiem ara que r és Gnic. Suposem que existeixen un nombre natural s < min(m, n),
una matriu elemental P; d’ordre m sobre K i una matriu elemental Q| d’ordre n sobre K
tals que

P1AQ =

I; | 0
0 .

Hem de veure que r = s. Suposem que r < s.
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Tenim que

o[58

Com que, per la proposici6 5.2.6, les matrius P, O, P; i Q; sén invertibles tenim que
I |0 I, |0
_ p-1 r -1 _ p-1 K -1
s=r|tale = e

gl Lo [ L ]0] -
i [oo]—[oo]QlQ-

i per tant

Denotem P, = P1P~!, 0, = 07'0, P2 = (pi,;) i 02 = (gi,;) i tenim

P Plr Pir+1 " Plm
Ps,1 e Ps.,r Ps,r+1 e Ps,m [ Ir ‘ 0 ] —
Ps+1,1 o Ps+lr | Ps+lr+l ot DPs+lm 0 ‘ 0
| Pm,1 e Pm,r Pm,r+l e Pm,m
[ g1 qir qir+1 't {qln
— [ Is ‘ 0 ] qds,1 e qs,r qs,r+1 e qs.,n
0 ‘ 0 qs+1,1  ° Gs+l,r | s+1,r+1 t 4s+ln
qn,1 e qn,r qn,r+1 e dn.n
i per la proposicié 5.1.34 tenim que

P11 Pi,r 0 -+ 0] —(/]1,1 o4y 9+l q1,n—

e

Ps,1 e DPs,r qds,1 ct (sr qs,r+1 tt {4s.n

Ps+1,1  ° Ps+l,r 0 0 0 0 0 0
| Pma " Pms O - O | O o 0 0 e 0
Per tant
o --- 0 qi1,r+1 ot qln
o -0 qs;r+1 " {4s.n
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i trobem que

q1.1 q1.r 0 0
Q2 — gs,1 qs.r 0 0
qs+1,1 QS+1,r qs+1,r+l1 qs+1,n
qn,1 qn,r qn,r+l dn,n

Denotem per tant
Q ; Osx (n-r)
Q/zl le// .
Ara bé, pel que hem vist abans, existeixen un nombre natural ¢ < min(r, s), una
matriu invertible P3 d’ordre s sobre K i una matriu invertible Q3 d’ordre r sobre K tals

que
It O
0|0

i com que, per hipotesi, 7 < s tenim ¢ < r < 5.
Per tant per la proposicié 5.1.34 tenim que

o-|

P307 03 =

)

P3 ‘ Osx(n—s) ] le ‘ Osx(n—r) ] Q3 ‘ Orx(n—r) ] _
0(n-s)xs ‘ L le/ ‘ QIZH O(n—ryxr ‘ I,_,
I Ot><(r—t)
Ogx(n—
=| OG-n)xt | O(s—t)x(r-1) sx(n=r) | — B
0705 o7

Per la proposicié 5.1.22 trobem que la matriu B és invertible. Ara bé, per I’observacid
5.1.21 trobem que hade ser r — ¢ = s —t = 0, i per tant r = s, com voliem veure. La
demostraci6 del cas s < r és analoga. O

Definicié 5.2.11 (Rang). Siguin A una matriu de mida m X n sobre un cos K, P una
matriu invertible d’ordre n sobre K i Q una matriu invertible d’ordre m sobre K tals que

| |0
pAQ = [%W]
Aleshores direm que r és el rang de A i denotarem rang(A) = r.

Observem que aquesta definici6 té sentit pel Reduccié d’una matriu (5.2.10).

Proposicio 5.2.12. Sigui A una matriu de mida m X n sobre un cos K. Alesho-
res rang(A) = rang(A").

Demostracio. Per la definicié de Reduccié d’una matriu (5.2.11) tenim que existeixen
una matriu P invertible d’ordre n sobre K i una matriu Q invertible d’ordre m sobre K

tals que
[r]o
paQ = [%W]

Ara bé, per la proposicié 5.1.27 tenim que

I. |0
Q'A'P! = [%W]
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Per la proposici6 5.1.28 tenim que les matrius Q7 i P’ sén invertibles, i per tant, per la
definici6é de Reduccié d’una matriu (5.2.11) tenim que rang A” = r. O

Proposicié 5.2.13. Sigui A una matriu invertible d’ordre n sobre un cos K. Aleshores A
és una matriu elemental.

Demostracio. Pel Reduccié d’una matriu (5.2.10) tenim que existeixen dues matrius
invertibles P i Q d’ordre n sobre K tals que

I, 10

00|

Ara bé, per la proposicié 5.1.22 tenim que la matriu

I |0
010

PAQ =

ha de ser invertible, i per I’observacié 5.1.21 trobem que ha de ser r = n. Per tant
tenim PAQ = I,, i tenim que A = P~'Q~!, i per 'observaci6 5.2.4 tenim que A és una
matriu elemental. O

Corolari 5.2.14. Sigui A una matriu d’ordre n sobre un cos K. Aleshores A és
invertible si i només si rang(A) = n.

Observacié 5.2.15. Siguin A una matriu de mida m X n sobre un cos K, P una matriu
invertible d’ordre m sobre K i Q una matriu invertible d’ordre n sobre K. Aleshores

rang(A) = rang(PAQ).

5.3 Determinant d’una matriu

5.3.1 Propietats dels determinants

Definici6 5.3.1 (Determinant). Siguin K un cosidet: M, (K) — K una aplicaci6 que
satisfaperatoti € {1,...,n}ije{i+1,...,n}iperatot C; € M,x(K)

1. Per a tot C;. € M« (K) es satisfa

det(Cl,...,Ci,l,C,' +C[,C,»+1,...,C,,) =
= det(Cy,...,C,) +det(Cy,.. .,Ci_l,C;,CH,l, o C).

2. Per atot a € K es satisfa

det(Cl, . Cic1,aCi,Cigq,y ... ,Cn) = a/det(Cl, ... ,Cn)

3. SiC; = C; es satisfa
det(Cy,...,Cy) =0.

4. det(I,) = 1.
Aleshores direm que det és un determinant.

Proposicié 5.3.2.
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CapriTOL

Calcul diferencial

6.1 Arcs i conjunts connexos

6.1.1 Arcs en multiples variables

Definicié 6.1.1 (Arcs a I’espai). Siguin (a, b) C R un interval, f: (a,b) — R™ una
funcié i I' el conjunt definit per

C={f(t)eR™ |t € (a,b)},

aleshores direm que I' és un arc a R™. També direm que f defineix o recorre aquest
arc. Aixi mateix donem les segiients definicions:

1. Direm que I' és un arc continu si f €s continua en (a, b).
2. Direm que I" és un arc simple si f és injectiva en (a, b).

3. Si f esta definida en [a, b] direm que f vade f(a) a f(b) o que f(a) n’és el
punt inicial i f(b) el punt final. Si f(a) = f(b) direm que I és un arc tancat.

4. Direm que I' és un arc regular si f és derivable en (a, b).
5. Direm que I" és un arc de classe C" si £ existeix i és continua en (a, b).

Definici6 6.1.2 (Longitud d’un arc continu). Sigui I" un arc continu i f una manera de
recérrer I donada per
f:(a,b) CR— R"™

Ambm e N, m > 1.

Considerem la particié a =ty < --- < t, = b. Observem que els punts donats
per f(t;) peratoti € {0,...,n} determinen una poligonal, P,, la longitud de la qual
és, per la definicié de Definicions (1.2.5)

n—1
L(Py) = I f (tin) = ().

i=0

Aleshores definim la longitud de f com
L(f) = lim L(P,).

Direm que els arcs amb recorreguts de longitud finita sén arcs rectificables.
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Proposici6 6.1.3. Sigui I' un arc de classe C'. Aleshores T és rectificable.
Demostracio. Sigui f una funcié que recorre I tal que
f:(a,b) CR — R"
t > (x1(t),...,x,()).

Donada una partici6 de (a,b), a = t9 < --- < t, = b que defineix una poligo-
nal P,, = f(tp), ..., f(t). Aleshores la longitud de la poligonal és, per la definicié de
Definicions (1.2.5),

n—1 n—1 m
L(P) = Y IIf (i) = £l = DA D (e (tin) = x5(10)))
i=0 i=0 \ j=I

Per la proposicié 1.2.9 f és continua en (a, b), i per tant pel Teoremes (1.2.13)
tenim
xj(tivr) = x(t;) = x3(&, ) (tinn — 12),

amb t; < & ; <tip,peratoti € {0,...,n—1}, je{l,...,m}. Pertant
n—1 m 2
L(P,) = Z(lm —t;) Z(X}(fi,j)) . (6.1)
i=0 7=

Ara volem veure que &; ; = t; quan n tendeix a infinit. Observem que

lim #; = lim t;4.
n—oo

n—oo

Icomquet; <& ; <tiiitenimqueé; ; =t; peratotj e {1,...,m}. Aixi veiem
que si n — oo podem reescriure (6.1) com

n-1 b
L(Py) = lim > (i =) If/ (1) = / I ()] dr.
i=0 a

I ja hem acabat. Com que f € C' tenim f’ continua, i a, b € R, aquesta integral és
finita 1 I" és rectificable, com voliem veure. O

6.1.2 Oberts connexos

Definici6 6.1.4 (Conjunt arc-connex o connex). Sigui U C R? un obert. Direm que U
és arc-connex si donats dos punts P, Q € U existeix una funcié f que defineix un arc
continu tal que f: [a,b] — U amb P = f(a), Q = f(b). Direm que U és connex si
el segment que els uneix esta tot dins U.

Proposicié 6.1.5. Siguin U C R? un obert i Uy, U, dos subconjunts de U arc-connexos
amb U; U Uy = U tals que Uy N U, # 0. Aleshores U és arc-connex.

Demostracio. Siguin P, Q dos punts en U tals que P € U2C iQe UC, iReU nNnU,
un altre punt. Com que U; i U, s6n arc-connexos, per la definicié de Oberts connexos
(6.1.4) existeixen dos arcs continus f, g tals que

fila,b] — Uy, gt [b.c] — Un,
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on f(a) =P, f(b) =g(b) =R1ig(c) = Q. Aleshores definim la funci6
h(t):{f(f) S?agng
g(t) sib<t<hb.

Tenim que £ defineix un arc continu en U, i per la definicié de Arcs en multiples
variables (6.1.2), U és arc-connex. O

Definicié 6.1.6 (Distancia en un arc-connex). Sigui U C R4 un arc-connex, si-
guin P, Q € Ui F el conjunt de totes les funcions f que defineixen un arc continu en U
amb f(a) = P, f(b) = Q. Definim la distancia entre P i Q en U com

4(P.0) = inf L()).
Observacié 6.1.7. Notem que si U és connex dy (P, Q) = ||P - Q]|
Proposicié 6.1.8. Siguin U C R¢ un arc-connex i P,Q, R € U tres punts. Aleshores
1. dy(P,Q)=dy(Q,P)=0
2. dy(P,Q)=0 < P=0
3. dy(P,Q) <dy(P,R)+dy(R, Q) (desigualtat triangular)

Demostracio. Sigui f: [a,b] — U una funci6 continua amb f(a) = Pi f(b) = Q,1
amb L(f) = infscp L(f), on F és el conjunt de funcions continues de [a, b] en U que
vande P a Q.

Per veure el punt (1) fem

4(P.0) = inf L(f)

n-1

= inf lim Z(tm —1)

eF n—oo
4 i=0

n-1

d
= o Jim| ZDion- —zn_i)\gl(x;(&,n)z

n-1 d

2

= inf (=) Jim| 3 (- —zn_»\Z(x;(f,-,,))
i=0 j=1

b
= inf (-1 / 17 ()l di

- int /b 170l = inf L() = (0. P) >0,

Continuem veient el punt (2). Suposem P = Q i considerem, amb & > 0, la
bola oberta B(g, P) ¢ U. Aquesta bola és connexa i, pel corollari 6.1.7, dy (P, Q) =
IP-Qll=0 & P=0.

Acabem veient el punt (3). Sigui F el conjunt de funcions continues en U que van
de P a R i F, el conjunt de funcions continues en U que van de R a Q. Aleshores

4(P.0) = inf L(f) < inf(i?]fL(g) +infL(h)| = d(P, R) + d(R, 0).

Observem que aquestes son les mateixes propietats de una distancia. O
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6.2 Funcions diferenciables

6.2.1 Diferencial d’una funcié en miltiples variables

Definici6 6.2.1 (Derivada direccional). Sigui U C R4 un obert, f € R un escalar, a € U
un punt, i un vector de R? i f una funcié definida per

f:U—R"
ar— (f](a)""’fM(a))7

i considerem, peratoti € {1,...,m}, els limits

fila-+1) - fita)
t

D; fi(a) = lim
t—0
Si tots aquests limits existeixen, direm que la derivada de f en direccié i és
D;f(a) = (Dgfi(a),....Dgfm(a)).
Si i és I’i-&sim vector de la base candnica utilitzarem la notacié D; f(a).

Proposicié 6.2.2. Siguin U C R? un obert, f: U — R™ una funcio, D f(a) la seva
derivada direccional respecte el vector ii de R i A € R un escalar. Aleshores

D,if(a) = AD; f(a).
Demostracio. Tenim que, peratoti € {1,...,m},

fila + Atu) — fi(a)
t

D,z fi(a) = lim
/lﬁ(a + Atid) — f;(a)

= lim
t—0 At
A At) — f;
=/lling)f’(a+ /Z:I) @) A fa). 0
t—

Definicié 6.2.3 (Diferencial d’una funcié). Siguin U € R un oberti f: U — R™
una funcié i @ € U un punt. Direm que el diferencial de f en a és una aplicacid
lineal df (a): U — R™ tal que, donat un vector z de R¢

fla+h) = f(a)+df (@) R) +o(h), |kl — 0.
Direm que f és diferenciable en « si existeix aquest df (a).

Observaci6 6.2.4. Observem que en aquesta definicio, sid =1, f és diferenciable
ena & f ésderivable en a, i df (a)(h) = hf’(a) (Si d = 1, multiplicar per un
vector de R és com multiplicar per un escalar).

Proposici6 6.2.5. Siguin U C R? un oberti f: U — R™ una funcié diferenciable en
un punt a € U. Aleshores f és continua en a.

Demostracio. Sigui df (a) el diferencial de f en a. Per la definicié de Diferencial
d’una funcié en miltiples variables (6.2.3) tenim que, per a qualsevol vector & de R?

Fla+h) = f(a)+df(a)(h) +o(h), |k] — 0.
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Com que df (a) és lineal, df(a)(ﬁ) - (0,...,0) = ||fz|| — 0. Aixi veiem que

lim f(a+h) — f(a) - df(a)(h) = o(h).

l|72]|—0

I aixd compleix la definicié de Definicions (1.2.4), per tant f és continua en el
punt a. m}

Proposici6 6.2.6. Siguin U C R? un obert, a € U un punt i f una funcié tal que

f:U—R"
ar— (fila),..., fm(a)).

Aleshores
f és diferenciable en a <= f; és diferenciable en a peratoti € {1,...,m}.

Demostracio. Per la definicié de Diferencial d’una funcié en multiples variables (6.2.3)
tenim que, per a qualsevol vector 4 de R¢

fla+h) = f(a)+df(a)(h) +o(h), |lhll = 0.
El que és equivalent a

i f@th) = fla) —df (@)(R) _

1 - 0.
721 —0 (]

Sabent que f(a) = (fi(a),..., fm(a)) podem entendre aquest limit com el segiient,
amb un vector al numerador, que descomponem com

(fia+h) = fi(@) = dfi(@h), ..., f(a+h) = fn(a) = df(@)(R) _

lim — 0
Il -0 1Al
si i només si . .
- fila+h) - fi(a) —dfi(a)(h) _
lim - =0
12110 [
peratoti € {1,...,m}.
Tenint en compte la definicié de Diferencial d’una funcié en multiples variables
(6.2.3), és equivalent a dir que, per a tot i € {1,...,m}, f; és diferenciable en el
punt a. m}

Proposici6 6.2.7. Siguin U C R¢ un oberti f: U — R™ una funcié diferenciable en
un punt a € U. Aleshores tenim que

1. Donat un vector ii de R, D;; f(a) existeix i df (a)(ii) = D f(a).
2. El diferencial de f en a, df (a), és unic.
Demostracié. Sigui ii un vector de R?. Tenim que, sid € R, 1 # 0
fla+ i) = f(a) +df (a)(Aid) + o(Ai)
f(a+ i) — f(a) = Adf (a) (i) + o(Aii)
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- df ()i + 240

Per tant, amb 4 — 0, per la definici6é de Diferencial d’una funcié en multiples variables
(6.2.1) tenim

f(a+2ii) - f(a)
A

D;f(a) = df (a) ().

Amb aquesta demostracié també es veu la unicitat del diferencial d’una funci6 en un
punt. O

Observacié 6.2.8. Com a consegiiéncia del primer apartat veiem que si f és diferenci-
able en a existeixen totes les seves derivades direccionals i que aquestes compleixen
que, donats dos vectors i,V i dos escalars A, p, D iy 5 f (@) = ADj f (a) + uDy(a).

Teorema 6.2.9 (Condici6 suficient per a la diferenciabilitat). Siguin U C R? un
obert, f: U — R™ una funcio, a € U un punt i B(a, €), una bola centrada en a
de radi € > 0. Si les derivades direccionals de f, D;f(x), existeixen per a tot
punt x € B(a,&), per atot i € {1,...,d} i son continues en a, aleshores f és
diferenciable en a.

Demostracié. Donat un vector i de R9, considerem la diferencia

fla+h) - f(a),

amba = (ay,...,aq)ih=(hy,...,hg) = Z?:l h;é;, on €; és ’i-&sim vector de la
base canonica, i denotarem h, = Y, hié; peral <n < dihg=(0,...,0). Escrivim
la suma telescopica

d

fla+h) = fla)= Y (fla+h) = fla+hi). (6.2)

i=1

El primer terme d’aquesta suma telescopica és f(a+hié1) — f(a), i per la definicié
de Diferencial d’una funcié en mdltiples variables (6.2.1) aix0 és

fla+hi@) - f(a) = D f(a) +hyo(h),
i la resta de termes de (6.2) sén
fla+hiy +hiér) = fa+hi).

Veiem que aquestes expressions varien només en hgéy, que correspon a la k-ésima
component, i com que les derivades parcials de f existeixen, aixo vol dir que aquestes
expressions s6n continues, per tant podem aplicar el Teoremes (1.2.13) per a funcions
d’una variable i tenim que, per a tot 2 < k < d existeix un escalar & tal que

fla+hy—y +hiéy) = f(a+he-r) = hi Dy f (€x)

on & esta al segment que uneix a + hy_1 + hiéx ia+ hy_q.
Ara notem que quan & — 0 tindrem a + hx_1 + hi €, — a i com que, per hipodtesi,
les derivades direccionals son continues

hDyif (€x) = hi Dy f(a) + hi o(h)
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i obtenim
- d d -
fla+h) = f(a)= ) mDif(a)+ ) hio(h)
= i=1

i=1
d d

= > Dyzfl@)+ Y hio(h)
i=1 =1

v

imentre a+h € B(a, €), el que tenim satisfa la definici6 de Diferencial d’una funcié en
multiples variables (6.2.3) per la proposici6 6.2.7, i per tant f és diferenciableena. O

Nota 6.2.10. Notem que en aquesta demostracié només hem hagut d’utilitzar la
continuitat de d — 1 de les derivades parcials de f en a. per tant en veritat tenim prou
amb veure que totes les derivades parcials de f existeixen en a i que almenys totes
menys una d’aquestes son continues en a per poder dir que f és diferenciable en a,
pero a aquest curs només es dona l’enunciat reduit.

Proposici6 6.2.11. Siguin U C RY un oberti f,g: U — R™ dues funcions diferencia-
bles en un punt a € U amb diferencials df (a), dg(a), respectivament. Aleshores f + g
és diferenciable en a i té per diferencial df (a) + dg(a).

Demostracié. Siguin ii un vector de R? i D;; f(a), D;g(a) les derivades parcials de f
i g, respectivament, en el punt ¢ amb direccié u. La derivada parcial de f + g en a
amb direcci6 i és D;(f + g)(a). Com que les derivades direccionals es comporten,
per definicid, com les derivades d’una variable, tenim

D f(a) + Dg(a) = Dy(f +g)(a),

i per la proposici6 6.2.7, com que I’argument no depén de i, ja hem acabat. O

6.2.2 La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena

Definici6 6.2.12 (Matriu Jacobiana). Siguin U C R? un oberti f: U — R’ una funcié
diferenciable en un punt a € U. Aleshores definim la matriu Jacobiana de f en a com

Difi(a) Dzrfi(a) --- Dafi(a)
Difa(a) Dafa(a) --- Dafr(a)

Difu(@) Dafm@ - Dafu(a)

Proposici6 6.2.13. Siguin U C R un obert, f: U — R™ una funcié diferenciable
en un punt a € U, df (a) el diferencial de f en el punt a i h = (hy, ..., hg) un vector
de RY. Aleshores

Difi(a) --- Dgfi(a)||m
df(ay(h)=| : at
lem(a) Ddfm(a) hd

és a dir, la matriu Jacobiana de f en a és la matriu associada del diferencial de f en
el punt a.
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Demostracio. Aquest enunciat té sentit per la definici6 de Diferencial d’una funcié en
multiples variables (6.2.3) i la definicié de La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena
(6.2.12).

Donada la base canonica de R, (¢}, . .., €y), tenim

d d
df (a)(h) = )" hidf (a)(&) = ) Dif(a),
i=1 i=1

isi f(a) = (fi(a),..., fn(a)),

D;fi(a)
Diftay=| : | (6.3)
D; fin(a)
Per tant, podem reescriure aquestes dues igualtats com
hi
df(@)(h) = [D1f(a) -+~ Daf(a)]
ha

On, recordant (6.3),
Difi(a) Dyfi(a) --- Dgfi(a)
Difx(a) Dyfa(a) --- Dgfr(a)
[Dif(a) - Daf(@]=| " . S

Difum(@) Dafum(a) - Dafu(a)

Aixi que
Difi(a) Dayfi(a) --- Dafi(a)||h
- |Dif2(a)  Dafa(a) --- Dafa(a)||h2
dr@d =", : ST
Difm(a) Dafm(a) --- Dafm(a)]|ha
Aixi veiem que la matriu Jacobiana de f en a esta ben definida com a matriu associada
del diferencial de f en a. O

Observaci6 6.2.14. Suposemm = 1. Recordant la definicio de Diferencial d’una funcio
en miiltiples variables (6.2.3) i denotant x = a+h, a = (ay,...,aq), x = (x1,...,Xq)

f(x) = f(a) —o(llx —all) = df (a)(x — a)
i per la definicio de La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.12) tenim

X1 —ap

f(x) = f(a) —o(lx ~all) = [D1f(a) -+ Daf(a)]

Xd — dd
El que, quan h — 0, ens diu que és una aproximacio a

(x1 —a1)Dif(a)+---+ (xg —aq)Daf(a) = f(x) - f(a),

el que és un espai afi de dimensio d + 1 tangent a f en el punt a.
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Teorema 6.2.15 (Regla de la cadena). Siguin U C R? un oberti f: U — R™ una
funcio diferenciable en un punt a € U i siguin V C R un oberti g: V — R? una
funcié diferenciable en un punt f(a) = b € V. Aleshores g(f(x)) és diferenciable en a
amb diferencial dg(b)(df (a)(h)), on df (a) i dg(b) son els diferencials de f i g en a
i b, respectivament, i h és un vector de R.

Demostracio. Per la definici6 de Diferencial d’una funcié en multiples variables (6.2.3),
tenim . . . .
fla+h) = f(a)+df(a)(h)+o(h), Al — 0.

Reescrivim amb x =a+7ziy =b+h
f(x) = f(a) +df(a)(x —a) +o(x - a),
8(y) = g(b) +dg(b)(y = b) +o(y - b).
Sifem y = f(x) i substituim en la segona equacié obtenim
8(f(x)) = g(b) +dg(b)(f(a) +df (a)(x — a) + o(x —a) = b) +o(f(x) = b)

Si simplifiquem i utilitzem la linealitat del diferencial obtenim

g(f(x)) = g(b) +dg(b)(df (x — a)) + dg(b)(o(x — a)) +o(f(x) - b)

Ara només hem de veure que dg(b)(o(x —a)) i o(f(x) — b) sén o(x — a). El primer
el podem veure amb que

lldg (b)(o(x — a))|l < |ldg (D)l o(llx — al]).

I com que quan x — a, f(a) — b (donat per h— 0), ja que f és continua. Aleshores
podem escriure

f(x) =b=df(a)(x —a) +o(x —a),
i observant el cas x — a trobem que || f(x) — b|| < Cl||x —al|, on C € R és la norma
de I’aplicaci6 lineal dg(b). O
6.2.3 Gradient, punts critics i extrems relatius

Definicié 6.2.16 (Funci6 escalar). Sigui U C€ R? un oberti f: U — R una funcid.
Direm que f és una funci6 escalar de d variables si f és diferenciable per a tot x € U.

Definici6 6.2.17 (Conjunts de nivell). Siguin U C R unoberti f: U — R una funcié.
Aleshores direm que, per a tot C € R,

Le={xeU]| f(x) =C}
és el conjunt de nivell C de la funcié f.

Definici6 6.2.18 (Gradient d’una funcié). Siguin U € R un oberti f: U — R una
funci6 escalar. Definim el gradient de f en un punt a € U com el vector

Vf(a)=(Dif(a),...,Daf(a)).

Proposici6 6.2.19. Siguin U C R¢ un obert, f: U — R una funcié escalar i ii =
(uy,...,uq un vector de R4, Aleshores

(Vf(a),iiy = Dy f(a).
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Demostracio. Ho veiem per la definici6é de Gradient, punts critics i extrems relatius
(6.2.18), la definicié de Diferencial d’una funcié en mdltiples variables (6.2.1) i
I’observaci6 6.2.8. Tenim

(Vf(a),i) =uD1f(a)+---+uqDaf(a)
(Gradient, punts critics i extrems relatius (6.2.18))

= Dulglf(a) +- +Dud21f(a)
(Diferencial d’una funcié en mdltiples variables (6.2.1))

=Dy 34 4uyz, S (@) (Observaci6 6.2.8)
=D;f(a),

com voliem demostrar. O

Observaci6 6.2.20. El gradient d’una funcio en un punt és perpendicular al conjunt
de nivell que conté el punt.

Proposici6 6.2.21. Sigui U € R? un obert, f: U — R una funcié escalar i Dj; f (a) la
derivada direccional de f en la direccié ii, on ii és un vector de R%. Aleshores D f(a)
és maxim si i només si i = AV f(a), amb 1 € R.

Demostracié. Pel Teoremes (1.2.14) tenim, amb ||i]| = 1
—IVf (@I < IKVf(a), i)l < [IVf(a)ll
=Vl < IDz(a)ll < IV ()l

perd si prenem i = ”g}rﬁ tenim Dj; f(a) = Vf(a). Amb aix0 es veu que el gradient

d’una funci6 en un punt ens dona la direccié de maxim creixement de la funci6 en el
punt. a

Observacié 6.2.22. Veiem que, donat que Vf(a) ens diu la direccié de maxim
creixement de f en el punt a, =V f(a) ens dira la direccié de maxim decreixement de f
en a.

Definicié 6.2.23 (Extrems relatius i punts critics). Sigui U € R? un obert, a € U
un punti f: U — R una funci6 escalar. Direm que el punt a és un extrem relatiu
de f si hi ha una bola de radi » > 0 centrada en el punt a, B(a, r), tal que, per a
tot x € B(a,r), f(a) = f(x) (direm que a és un maxim relatiu) o tal que f(a) < f(x)
(direm que a és un minim relatiu).

Si f(a) = f(x) o f(a) < f(x), peratotx € U, direm que a és un maxim o un
minim absolut de f en U, respectivament.

També direm que « és un punt critic si V f(a) = 0.

Proposici6 6.2.24. Sigui U € R¢ unoberti f: U — Runa funcié escalar diferenciable
en a. Aleshores

a és un maxim o un minim relatiu de f = Vf(a) = 0.

Demostracié. Si ii és un vector qualsevol de R?, la funcié f(a + tii), amb ¢ € R té
un extrem relatiu en ¢t = 0, i per tant la seva derivada ha de ser 0; D; f(a) = 0, i
com aixd no depén de i, per la definicié de Gradient, punts critics i extrems relatius
(6.2.18), D; = (Vf(a), ity =0, el que és equivalent a V f(a) = 0. O
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Observacié 6.2.25. Amb la definicié d’Gradient, punts critics i extrems relatius (6.2.23)
i la proposicio 6.2.24 tenim que el punt a és un maxim o minim relatiu de f si a és un
punt critic de f.

Definicié 6.2.26 (Punt de sella d’una funcié). Sigui f una funcid i a un punt del seu
domini. Si a és un punt critic perd no és ni maxim ni minim local direm que a és un
punt de sella de f.

Aquesta definicio té sentit per 1’observaci6 6.2.25.

6.2.4 Canvis de coordenades diferenciables

Definici6 6.2.27 (Homeomorfisme i difeomorfisme). Siguin U,V C R¢ dos oberts
i ®: U «— V una aplicaci6 bijectiva tal que ®, ®~! siguin continues. Aleshores
direm que ® és un homeomorfisme. Si pensem ® com

O UV
ar— (vi(a),...,vq(a))
aleshores donatun punta € U, interpretem vy (a), . . ., vq(a) com les noves coordenades

del punt a. Amb aquest nou sistema els punts que fan d’eixos de coordenades, que sén
les families de punts definits per

{xeUlvi(x)=vj(a) & i#j, peratoti,je{l,...,d}},

que son tots els punts amb totes les coordenades iguals, excepte la j-esima.
Si ®, ®~! s6n diferenciables direm que és un canvi de coordenades diferenciable o
que és un difeomorfisme.

Proposici6 6.2.28. Siguin U,V C R? dos oberts i ®: U «— V un difeomorfisme.
Aleshores

d(@~") = (d®)~".
Demostracio. Suposem que @ és diferenciable en un punt a € U. Aleshores per la

definicié de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27) tenim que &~ existeix i és
diferenciable en el punt ®(a) € V. Volem veure que d(®~') = (d®)~".

Considerem la funci6 ®~!'(®) i un vector 7 de Re. Aleshores el diferencial
de ®~!(®) en a aplicat a h és, per La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.15),

Idy (h) = d(®~1(®))(a) (h) = d(®~")(®(a)) (dD(a)(h)).
Analogament, el diferencial de ®(®~!) en ®(a) aplicat a 7 és
Idy (h) = d(©(®™"))(®(a))(h) = d(D®)(a) (dD™ (D (a))(h)),

i amb aixo tenim que d(® ') és la inversa de d® pels dos costats, i per tant d(d~!) =
(d®)~!, com voliem demostrar. O

Corolari 6.2.29. Sigui ® un difeomorfisme diferenciable en un punt a € U. Aleshores
det(d®(a)) # 0.
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Definici6 6.2.30 (Derivades parcials d’una funcié). Siguin U € R un obert, a =
(ai,...,aqg) unpuntde Ui f una funci6 definida per

f:U—R"
a— (fila),..., fm(a)).

Aleshores, donat un ¢ € R, direm que la derivada parcial de f respecte la seva i-¢sima
coordenada és

of , .. flar,...,a;+t,...,aq) = f(a)
a_xi(a)_tlf(l) t '

Notem que aix0 és equivalent a derivar respecte la i-¢sima variable prenent les altres
variables com a constants.

Proposici6 6.2.31. Siguin U,V c R dos oberts i ®: U — V un difeomorfisme tal que
donat un punt a € U, ®(a) = (®1(a),...,D4(a)) = (vi,...,vq). Aleshores, donada
una funcio f: U =V,

of Zdl of 0x;

6vi - = an Bv,- '

Demostracio. m]

6.3 Teoremes de la funcié implicita i inversa

6.3.1 Dependencia i independéncia funcional

Definicié 6.3.1 (Dependéncia funcional). Siguin U C R un oberti f: U — R una
funcié. Donades vy,...,vr: U — R k funcions, direm que f depeén funcionalment
de vy, ..., Vv si existeix una funcio h: RF — R™ tal que

f(x)=h(vi(x),...,vi(x)), peratotxeU.

Proposici6 6.3.2. Siguin U C R? un obert, f: U — R™ una funcié i vy, ...,vq d
funcions escalars sobre U que defineixen un sistema de coordenades que anomena-
rem ®(x) = (vi(x),...,vq(x)). Aleshores, donat un k < d els segiients enunciats son
equivalents:

1. f depén funcionalment de v1, . ..,vi peratotx € U.

2. Vf(x) és combinacié lineal de Vvi(x),...,Vvi(x) peratotx € U.

3. La matriu que té per files Vvi(x), ..., Vvi(x) i Vf(x) té rang k per a tot x € U.

of _ ... 9f _
4. Ovirl T Ova 0
Teorema 6.3.3. Siguin U C R? un obertivy,...,vy € Cl k < d funcions escalars
definides en U. Aleshores, donat un punt a € U i un real € > 0, les funcions vy, ...,V
Sformen un sistema de coordenades en B(e,a) C U si i només si els seus gradients
ena, Vvi(a),...,Vvi(a), son linealment independents.
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Demostracio. Siguin U C R4 un obertivy, ..., vk € C! k funcions escalars definides
en U que formen un sistema de coordenades en B(g,a) c U. Considerem les d — k
funcions escalars definides en U vy, ..., v4 tal que vy,...,v4 formin un sistema

de coordenades de U. Per la proposici6é 6.3.2 tenim que aquestes d funcions sén
funcionalment independents, el que ens diu que el determinant de la matriu composta

per els seus gradients en un punt x, Vv (x), ..., Vvz(x) té determinant no nul per a
tot x € U. Per tant, tenim que Vv (x), ..., Vvg(x) sén linealment independents per a
tot x € U i, en particular, que Vvi(a), ..., Vvi(a) son linealment independents. O

6.3.2 Varietats

Definicié 6.3.4 (Varietat). Siguin,ambm < d,U CR™, § C R4 dos oberts, M C R4
un conjunt i ¥ > 0 un radi. Aleshores, si per a tot punt p € M, existeix un
homeomorfisme H: U — S N B(p,r) direm que M és una varietat de dimensi6 m
de R<.

Definicié 6.3.5 (Varietat regular). Siguin,ambm < d, U CR™, § C R4 dos oberts

amb (0,...,0) = 0 € U. Aleshores, donat un conjunt M C R?, direm que M és

una varietat regular de dimensié m o una varietat diferenciable de classe C' i de

dimensi6 m si per a tot punt p € M existeix un homeomorfisme H: U — B(p,r) NS

tal que H(0) = p i el diferencial de H en t € U, dH (), tingui rang m per atott € U.
Sim = 1 tindrem un arc regular, i si m = 2 parlarem de superficie regular.

Observacié 6.3.6. Un cas particular d’aquesta definicio és el dels grafics. En aquest
cas tenim que si

H:U«—B(p,r)nS
t— (hi(1),...,hq(t))

aleshores m de les components de H fan de parametres; suposem que son els m primers,
aixi H seria de la forma

H(t]"",tm)z(t]7'"9tM$hm+l(t]7""tm)""’hd(tlv""tm))‘

Definici6 6.3.7 (Espai tangent en un punt). Siguin U € R™, S € R? dos oberts
i M C R™ una varietat regular de dimensi6 m. Aixo vol dir que per a tot punt t € M
existeix un homeomorfisme H: U — S N B(p,r) amb H(0) = p. Aleshores definim
I’espai tangent a M en p com

T,(M) = {71 un vector de R : dH(0)(x) = 71, per a algun x € RY},
aixo és I’imatge de dH (0).

Proposicié 6.3.8. Siguin U C R™ un obert, M una varietat regular de dimensio m
d’un obert S CRY, p € M un punt i

H:U««— B(p,r)nS
t+— (hi(1),...,hq(1))

un homeomorfisme tal que H(0) = p. Aleshores ’espai tangent a M en un punt p €
M, T, (M), té dimensio m i la seva base és

oh oha) (o kg
) (G 2))
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Demostracio. Considerem la La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.12) de H
en 0. Per hipotesi, aquesta té rang m. Aleshores, per la definici6é d’espai tangent en p
tenim

T,(M) = {71 un vector de R | dH(0)(x) = h, per a algun x € R},

per tant, els elements de 7}, (M) venen donades pel sistema lineal

D1h1(0) D2k (0) -+ Dphi(0)[{x hy
Dihy(0) D3hp(0) -+ Dpho(0)]]x2 ~ hy
D1ha(0) Dahg(0) - Dyha(0)||xa| |ha

Per tant, 7, (M) esta generat per les columnes de dH (0), i 1a seva base és
(D1H(0),...,D4H(0)),

que és equivalent a

ohy oha) (0 kg
) (O )

Amb aix0o també veiem que T}, (M) té dimensi6 m. O

Proposicié 6.3.9. Siguin U C R¢ un obert, vy, ...,vi € C' k < d funcions escalars
definides en U funcionalment independents en cada punt de U de forma que els conjunts
de nivell arc-connexos

M={xeU]|vi(x)=cy,...,vi(x) =ck}

siguin varietats regulars de dimensié m = d —k. Aleshores, donada una funcio f: U —
R™ diferenciable depén funcionalment de vy, . .., vy si i només si V f (x) és combinacié
lineal de Vv (x),...,Vvi(x) peratotx € U.

Demostracio. La implicacié cap a la dreta ( = ) esta vista a la proposicid 6.3.2.
Fem D’altre implicacié ( <= ). Per ’observacié 6.2.20, el subespai generat pels

gradients Vv (x), ..., Vvi(x) és ortogonal a ’espai tangent T, (M). Per tant, per a tot
vector i de T (M) tindrem D f(x) = 0, el que significa que f(x) sera constant en M,
ésadir, f(x) = (ky1,...,ky) peratotx € U tal que f(x) € M. Aleshores existeix una

funcié H: U — M tal que
fx)=HWi(x),...,vi(x)). 0

6.3.3 Teorema de la funcio inversa

Proposicié 6.3.10. Siguin U,V C R? dos oberts i f: U < V un homeomorfisme
diferenciable en un punt a € U, amb inversa g = f~'. Aleshores, g és diferenciable
en f(a) si i només si la Jacobiana de f en a té determinant diferent de zero.

Demostracio. Demostrem la implicaci6 cap a la dreta ( = ). En un entorn de a, f es
comporta com un difeomorfisme per la definicié de Canvis de coordenades diferenciables
(6.2.27). Per tant, amb el corollari 6.2.29 queda demostrat.
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Demostrem ara I’altre implicacié ( & ). Denotem x = a + fz, on / és un vector
de R4, Per tant tenim, que amb un cert vector k de R4,

fla+h) = f(a)+k,

i com que per la definicié de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27) f és un
homeomorfisme tenim que 2 — 0 si i només si k — 0. Per tant

k=f(a+h)- f(a)

i per la definici6 de Diferencial d’una funcié en multiples variables (6.2.3) quan k—0

k= f(a+h) - f(a) = df(a)(h) +o(h).

Aplicant df (a)~! als costats de la igualtat tenim

df (@)~ (k) = df (a)~'(df (a)(h) + o(R)),

i com que df (a)~! és lineal per la definicié de Diferencial d’una funcié en miltiples
variables (6.2.3) tenim que

df (@)~ (k) = df (a)~'(df (a)(h)) + df (a) " (o(R)),
i aleshores . . -
h = df (a)~ (k) - df (a) " (o(R)),

que és equivalent a, amb b = f(a),

g(b+k) —g(b) = df (a)"' (k) — df (a) " (o(R)).

Ara en veure que df (a)~! (0(71)) és com o(lz) haurem acabat.
Aix0 ho podem veure fent

lar @1 &) + lar @ 0| < lla @[] + llar @ ]o |

I per tant, quan h — 0 tenim o(fz) —0ik — 0,iveiem que df (a)~! (o(ﬁ)) ha de ser
com o(k). O
Lema 6.3.11. Siguin U € R un obert i f: U — R una funcié de classe C' amb
diferencial de f en un punt a € U de norma m, df (a), invertible amb inversa df (a)~".

Aleshores existeix una bola tancada centrada en a de radi r > 0, B(a,r), que, per a
tot x,y € B(a,r) compleix

1. det(df(x)) #0
2. |ldf(x) —df(a)ll < 7

30 Bl =yl < If () = fDIl < % x =yl

Demostracio. Observem que el punt (1) és cert ja que si r és prou petita, per la
proposici6 6.2.5, f és continua.
Per veure el punt (2) tenim que pel Teoremes (1.2.12) existeix C € R tal que

ldf @) - df @) <C Y. > %@‘) - ZTf
J J

i=1 j=1

(a)],
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i de nou, per a r prou petita, com que f és continua, aix0 €s arbitrariament petit, i
tenim ||df (x) — df (a)|| < .
Per tant, de moment tenim que, amb 7 prou petit, existeix una bola tancada B(a, r)
que compleix els punts (1) i (2); en veure que 2 = 3 haurem acabat aquesta part.
Considerem 1’aplicaci6 f(x) = f(x) — df (a)(x) amb diferencial d f = df(x) -
df(a). Per el punt (2) i el Teoremes (1.2.13) tenim, per a x, y € B(a, r),

1£) = F) = df (@ = = | Fe0 = 7| < Sl = 3.

Notem que, per a una funcié T amb inversa 7~! per la definicié de Definicions
(1.1.3) tenim que existeix K € R tal que

1Tl < Kllull,

per tant
|7~ @)]| < Kllull-

Amb aix0 veiem que existeix una m tal que ||df (a) (x — y)|| < m||x — y||, i aleshores

HLfG) = DI = lldf (@) (x =Dl < 1f (%) = f(y) = df (@) (x = )| <

< %Hx—y” < %Ildf(a)(x—y)ll-

amb el que obtenim

Jldf @)= DIl < 176) = £ < S @)=l

iper tant

3
Tl =yl < 1F@) = FOI < Follx =yl 0

Teorema 6.3.12 (Teorema de la funci6 inversa). Siguin U C R? un oberti f: U — R¢
una funcié de classe C' amb diferencial de f en un punt a € U, df (a), invertible.
Aleshores existeix un obert W C U que conté a tal que, la restriccio de f en W sigui un
difeomorfisme.

Demostracid. Sigui df (a)~" la inversa del diferencial de f en a, df(a),i M = + =
de (a)‘1|| la seva norma. Per la definicié de Definicions (1.1.3) tenim que per a
qualsevol vector i de R?,

lldf (a) (@)l < mlul|.

_Pel lema 6.3.11 tenim que existeix una bola tancada centrada en a de radi r >
0,B(a,r), que, per atot x,y € B(a, r) compleix

1. det(df(x)) #0
2. ldf(x) —df(a)ll < 3
3.0 Bl =yl < 15 ) = fFOI < =yl
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Considerem S, la frontera de B(a, r), que és compacte. Per tant, el conjunt
S"={f(x) | peratotx € S},

que és la imatge de S respecte f també és compacte i no conté f(a), ja que r > 0.
Aleshores considerem
d=inf || f(a)—x|]| >0
xeS’

com la distancia minima de la imatge de a respecte f al conjunt S’, i definim la bola
oberta centrada en f(a) de radi %’, B(f(a), 4), iaixi ||y — f(a)| < |ly — f(x)| pera
tot x € S. Ara considerem I’obert

W= {x eBla,r) | fx) € B(f(a),g)}.

Pel punt (3) veiem que la restriccié de f en B(a,r) és injectiva i, per tant, la
restriccié de f en W també €s injectiva. Ara només ens queda veure que la restriccié
de f en W és exhaustiva i ja haurem acabat. Per a aix0 hem de veure que per a

tot p € B(f(a), %) existeix un ¢ € B(a, r) tal que f(g) = p.

Si entenem f com f(a) = (fi(a),..., fa(a)) iunpunt p € B(f(a), %) com p =
(p1,--->Ppa), podem considerar la funcié 4 tal que

d
hx) = lp = Fll = > (pi = f:(0))*.
i=1

Aleshores £ té€ un minim absolut en el compacte B(a, r), que s’assoleix quan x = g €
B(a, r). Per tant, per la proposicié 6.2.24, D jh(q) = 0, peratot j € {1,...,d}, que
és equivalent a dir

d
D Difi(p)(pi— fi(@) =0, peratotje{l,....d}.
i=1

Aixi hem vist que la restriccié de f en W és exhaustiva, i per tant bijectiva, i ja
teniem que era continua. Podem veure de nou pel punt (3) del lema 6.3.11 que la seva
inversa també és continua. Amb tot aix0 en tenim prou per dir que la restricci6 de f
en W és un homeomorfisme diferenciable en un punt a perd, com que, per hipotesi,
tenim det(df (a)) # 0, amb la proposicié 6.3.10 queda demostrat el teorema. m]

Corollari 6.3.13. Una aplicacié f: U — R? de classe C' és un difeomorfisme si i
només si f és injectiva i det(df (a)) # O peratotx € U.

Proposicié 6.3.14. Siguin U C R4 un obertivy,..., Vi € C! un sistema de k funcions
escalars definides en U. Aleshores, els seus gradients son linealment independents en
un punt a € U si i només si aquest sistema de k funcions escalars formen part d’un
sistema de coordenades local en a.

Demostracio. La matriu formada pels gradients de vy,...,v, en a té un menor
d’ordre k no nul. Per tant, podem expandir aquest sistema de k funcions amb d — k
funcions escalars definides en U de classe C!, vy ..., vg amb gradients linealment
independents en a, i aquestes d funcions, vy, . . ., v4, formen un sistema de coordenades
local en a. m]
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Corollari 6.3.15. Siguin U C RY un obertivy,...,vi € C! un sistema de k funcions
escalars definides en U. Aleshores una funcié f definida en un entorn d’un punt a
depén funcionalment de v1,...,vi en un entorn del punt a si i només si V f(x) és
combinacio lineal de Vv (x), ..., Vvi(x) per a tot x en un entorn del punt a.

6.3.4 Teorema de la funcié implicita

Notacié 6.3.16. Podem interpretar R com R? = RF x R”, on d = k + m. Per
tant, denotarem un punt a = (ay,...,aq) de R4 com a = (a’;a’), on a’ correspon
a (Ll],. . .,ak) ia” a (ak+1,. . .,Cld).

També entenem que a’ € R¥ i a” € R™.

Teorema 6.3.17 (Teorema de la funcié implicita). Siguin U C RY un obert, a =
(a’;a") € Uunpunt, vy,...,vg € C un sistema de k = d —m funcions escalars defini-
desenU talsquevi(a) = - -- = vi(a) = Oielsseus gradientsena, Vvi(a), ..., Vvi(a)
son linealment independents i M un conjunt definit per M = {x e U | vi(x) = -+ =
vi(x) = 0}. Aleshores hi ha un obert W c R que conté a, un obert U” c R™ que
conté a’ i una vinica funcié h: U — R¥ tal que

M={xeU|vi(x)=--=v(x) =0} =
={x=W"x")eW|x' =h(x"),x" €eU"}.

Demostracié. Per comencar definirem un obert W C R?, un obert V C R< tal
que (0,...,0) € Viun difeomorfisme ® tals que

O WbV
x=(x1,00 0 xg) F (V1) V(X)) Xkt -1 Xa)s
aixi (vi(x),...,ve(x),Xg+1,- - . ,Xg) forma un sistema de coordenades en W.
Observem que podem considerar a = (0,...,0) ja que si (vi(a),...,vi(a)) =
(c1,...,cx) podem treballar amb les funcions v{(x) = vi(x) —c1,...,v,(x) =
v (x) = cx que compleixen v/ (a) = --- = v} (a) = 0.

Com que @ és un difeomorfisme, per la definicié de Canvis de coordenades
diferenciables (6.2.27) és bijectiva, prenem la seva inversa

L Vee—Dw
Y=t ya) = i (y), - uk (0, Yiats - -5 Vd)s

i, de nou, com que ® &s un difeomorfisme per la definici6é de Canvis de coordenades
diferenciables (6.2.27) tenim que uq, ..., U, € cl.
Aleshores, per a tot x € M tenim ®(x) = (0’; x”"). Definim un conjunt

U” ={y" eR" [ (0;y") eV},
i com que ® és una bijeccid, ja que és un difeomorfisme, tenim
U” = {x"" € R™ | Existeix x" € R¥ tal que (x";x”") e M N W}.
Aleshores U” és un obert de RY i
M = {(x";x") € W (u1(0;x"), ..., ux(0;x”); ") amb y” € U"},
ila funcié que voliem demostrar que existeix és

h(x") = (u1(0;x”), ..., ur(0;x")). m|
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6.4 Extrems relatius

6.4.1 El métode de multiplicadors de Lagrange

Teorema 6.4.1 (Multiplicadors de Lagrange). Siguin U C R¢ un obert, S un conjunt
definit per
S={xeU|gx)=(gi1(x),...,8k(x)) =0},
ongi,...,8k son k < d funcions escalars definides en U de classe cl.
Considerem la funcio escalar f: S — R tal que a € S sigui un maxim o un minim

relatiu de f en S i les funcions gy, . .., gk siguin funcionalment independents en a.
Aleshores existeixen Ay, . .., Ay reals tals que

k
D;f(a) +Z/ljD,-gj(a) =0, Vie{l,...,d}.
j=1

Demostracio. Siguin Ay, ..., A, aleshores considerem el segiient sistema d’equacions
lineals
k

Z/ljDigj(a) =-D;f(a) Vie{l,...,k} (6.4)

j=1
Com que g1, ..., gk sOn funcionalment independents en a, la matriu formada pels
gradients de gi,...,8x en a té rang k (proposicié 6.3.2) el sistema d’equacions
lineals (6.4) té una tnica soluci6. Ara només ens cal veure que aquests mateixos
reals Ay, ..., dx també s6n solucié de les m = d — k equacions restants.

Per fer aix0 ens caldra el Teorema de la funcié implicita (6.3.17). Com que k < d,
amb la notaci6 introduida a 6.3.16, denotem el punt ¢ amb a = (a’;a’’), on a’ =

(ai,...,ax)ia” = (axs1,...,aq) ientenem a’ € R¥ a” € R™. Aleshores definim
una funcié g(x) = (g1(x),..., gk (x)), que compleix g(a’,a”’) =0ig € C'. Aixo,
junt amb que per hipotesi les funcions vy, . .., vi sén funcionalment independents en a

i, per la proposici6 6.3.2, la matriu

Digi(a) --- Digi(a)

Digi(@) - Digi(a)

té determinant diferent de zero, complim les condicions del Teorema de la funcié
implicita (6.3.17) i I’apliquem. Per tant, existeix un obert U"”” ¢ R™ que conté a”’ i una
tinica funcié h: U — R*, h € C' amb h(x) = (hy(x),..., hi(x)), talque h(a") = a’
i que per a tot y" € U"” compleix g(h(y”);y”) = 0. Aix0 significa que el sistema
d’equacions

gi(xg,...,xq) =0, peratotie{l,...,d},

té una unica soluci6 de la forma a’ = h(a”"), per tant definim les funcions, definides
enU”,

F(y")=f(h(y"):y")
i,peratoti € {1,...,k}
Gi(y") =gi(h(y"):y").

Degutaque G| =--- = G =0, les seves derivades també sén 0. O
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6.4.2 Teorema del rang constant

No fer molt cas d’aquesta part. La faré bé quan sapiga geometria diferencial. La part
important d’aqui €s I’dltim corollari que ens diu que els difeomorfismes “conserven”
els punts critics.

Definicié 6.4.2 (Subvarietat regular). Sigui U € R un obert i M C U un conjunt.
Direm que M és una subvarietat regular de dimensié m si per a tot punt p € M
existeix una bola centrada en p de radi r > 0, B(p,r) C U, i k = d — m funcions
escalars, vy, ...,vx € C', definides en U amb gradients linealment independents tals
que

MnB(p,r)={xeB(p,r) | vi(x) =---=vr(x) =0}.

Proposicié 6.4.3. Siguin U C R? un obert i M C U una subvarietat regular de
dimensié m de R?. Aleshores, les afirmacions segiients sén equivalents:

1. Per atot punt p € M existeix una bola centrada en p de radi r > 0, B(p,r) C U,
i k =d — m funcions escalars, vy, ...,v € cl, definides en U amb gradients
linealment independents tals que

M NB(p,r) ={x € B(p,r) [ vi(x) =--- =vi(x) = 0}.

2. Per a tot punt p € M existeix un obert V. C U que conté p i un sistema de
coordenades uy, . . . ,uq definit en 'V tal que

MOV={xeV ] up(x)=---=uq(x) =0}

3. Per atot punt p € M existeixen un obert B C U que conté p, un obert W C R™ |
un homeomorfisme ®: W — M N B.

Demostracio. no ]

Teorema 6.4.4 (Teorema del rang constant). Sigui U C R™ un oberti H: U — R?
una funcié de classe C', amb rang(dH(t)) = n per a tott € U. Aleshores el conjunt

{y e R | y = H(x) per algun x € U}
és una subvarietat de dimensio n.

Demostracio. Considerem H(x) = (hy(x),...,hq(x)) i fixem un punt a € U on es
compleixin les condicions de la hipotesi. Per la proposicié 6.3.2, hi haura n components
de H tals que els seus gradients siguin linealment independents en a. Existeix una
permutacié o € Sy tal que aquestes n components de H siguin iy (1) ..., ho(n)-

Per continuitat, els gradients Vi (1) (x), ..., Vs (»)(x) sén linealment indepen-
dents per a tot x en un entorn obert de a, que denotarem per V C U. Per tant, podem
expandir-les a un sistema de coordenades de V, vi,..., vy, onv; = hg(, Vi €
{1,...,n}. Com que rang(dH(t)) = nperatott € V, per la proposici6 6.3.2, els gradi-
ents Vi (nt1)s - - . » VA (q) depenen linealment dels gradients Vvy, ..., Vv, en V, per
tant, pel corollari 6.3.15, peracadai € {n+1,...,d}, existeix una funcié ¢; que com-
pleix hig (i) (x) = @i(vi(x),...,v,(x))ipertant, sidenotemv(x) = (vi(x),...,v,(x)),

H(x) =G(v1(x),...,va(x))
=(1(x), ..., vu(X), ue1 (V(X)), .. ., pa(v(x)))
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i es compleix la definici6é de Teorema del rang constant (6.4.2) per la proposici6 6.4.3,
ja que, per la definicié de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27), G és un
homeomorfisme definiten V. O

Proposicié 6.4.5. Siguin U,V C R? dos oberts, ®: U «— V un difeomorfisme de
classe C' i M C U una varietat regular de dimensié m de U. Aleshores la imatge de M
per @ és una subvarietat regular de dimensio m de V.

Demostracio. No fer-ne molt cas. Per la definici6 de Varietats (6.3.5), per a cada
punt p € M existeixen k = d — m equacions escalars, vy, ..., vi definides en U amb
gradients linealment independents i una bola de radi » > O centrada en p, B(p, r), tals
que
MnB(p,r)={xeB(p,r) | vi(x) = =vr(x) = 0}.
Aleshores definim, peratot j € {1,...,k}, u;(x) = ®! (vj(x)). Aleshores tenim

que si la imatge de M per ® €és N C V, per a tot punt ¢ € N hi ha una bola de
radi r > 0, B(g,r), tal que

NNB(q,r) ={y € B(q,r) |u1(x) =--- = ux(x) = 0},

itenim que uq, . .., uq tenen gradients linealment independents, ja que, per La Matriu
Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.15), Vv;(x) = (d®(x))"(Vu,;(P(x))), i com
que @ defineix un sistema de coordenades, per la proposicié 6.3.2 els gradients
de uy, ..., uq sén linealment independents, i aixd compleix la definicié de Teorema del
rang constant (6.4.2). m]

CoroHari 6.4.6. d®(a)(Ty(M)) = To(q)(P(M)).

6.4.3 Derivades d’ordre superior

Fixem-nos en que en derivar una funcié f obtenim una altre funcid, i que aquesta, sota
certes condicions, és derivable. En aquest capitol estudiarem algunes de les propietats
d’aquest fet.

Definici6 6.4.7 (n-&sima derivada d’una funcié). Siguin U € R¢ un obert, ¥y, ...,V, n
vectors de R? (no necessariament diferents) i f: U — R™ una funci6 diferenciable en
unpunta € U. Si g—é: és diferenciable en a i prenem la seva derivada respecte v, diem
que

0% f
0v,0V;

(@) (1) = %(j—é)(a) = L (4)= Dy, = Dey (D5, (@)
és la derivada de segon ordre de f o la segona derivada de f.

Si la segona derivada de f també és derivable podem parlar de la tercera derivada
de f, que és la segona derivada de g—‘{. Si iterem la suposicié podem definir la n-¢sima
derivada de f o una derivada d’ordre n de f. També direm que f és n-vegades
diferenciable en a. Ho denotarem amb

d" Vp.ooV]) = ————
f(a)(vn vl) 6\-;,!"'(91_;1

Teorema 6.4.8. Siguin U C R¢ un obert i f: U — R? una funcié 2-vegades
diferenciable en a € U, aleshores

D; ;i f(a) = D5 f(a).
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Demostracié. Notem que podem dir f(x) = (f1(x),..., fin(x)), on fi,..., frx S6n
funcions escalars definides en U, i per la proposicié 6.2.6 només cal que fem la
demostracié pel cas m = 1, ja que implicara el general. També observem que podem
donar un canvi de variables on els vectors ¥, i siguin els nous eixos de coordenades, €1, €,
respectivament. En aquesta base tindriem que volem demostrar D1 f(a) = D21 f(a),
i com que aixd0 només afecta a una component del punt, podem considerar d = 2, i
la demostracié sera suficient per veure cas general. Per tant, ho demostrem per m =
1,d = 2. Aprofitant el canvi de coordenades també suposarem a = (0,0). Per tant,
només hem de demostrar que D, 1 £(0,0) = D2£(0,0).
Considerem, amb un escalar # > 0, la segiient diferencia:

Q(h) = f(h. h) = f(h,0) = (f(0,h) = £(0,0)) (6.5)

Si fem A(z) = f(t,h) — f(z,0) tenim Q(h) = A(h) — A(0), i pel Teoremes (1.2.13)
existeix un escalar 0 < £ < h tal que

A(h) = A(0) = hA(§) = k(D1 f(£,h) = D1f(£,0)) (6.6)

i com que, per hipotesi, D f és diferenciable en (0, 0), per 1’observacié 6.2.14 podem
escriure,

D1 f(x,y) =D1f(0,0) +xD1,1 f(0,0) + yD2,1£(0,0) +o(llx, ).

Ho apliquem a (6.6) i obtenim

hA’(c) = h(le(O, 0)+¢D1,1f(0,0)+
+hD2,1f(O’ 0) - le(ov 0) _fD]’lf(0,0) +O(h))

simplifiquem, i per la definicié de Q (%), (6.5),
hA’(c) = h*Dy,1 £(0,0) +o(h*) = Q(h).

1 tenim

o)
m

lim =3 = D2,1£(0.0).

Repetint el mateix argument amb

Q(h) = f(h, h) = f(0,h) = (f(h,0) = f(0,0))

obtenim oh)
},iﬂ}) ol D12f(0,0),
i per tant
D>,1f(0,0) = D12£(0,0). O

Nota 6.4.9. Sospito que una demostracié “més general” seria similar a la del
Diferencial d’una funcio en miuiltiples variables (6.2.9), per si algun valent no ha quedat
satisfet.

CoroHMari 6.4.10. d°f(a) és una aplicacié bilineal simétrica. De fet, si generalitzem
la proposicio iterant-la, tenim que d" f (a) és una aplicacié n-lineal simétrica.
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6.4.4 Formula de Taylor en miiltiples variables

Aquesta secci6 la farem considerant només funcions escalars (amb m = 1 en la
notacié que hem estat utilitzant). En el cas de voler fer el desenvolupament de
Taylor d’una funcié f amb m > 1 només pensar f com un vector de m funcions
escalars, f(x) = (fi(x),..., fin(x)), i per tant el problema queda reduit a calcular m
desenvolupaments de Taylor (donat que es satisfacin certes condicions que estudiarem
més endavant) i posar-los en forma de vector.

Notacié 6.4.11. Siguin U C R? unobert, f: U — R una funcié n-vegades diferenciable
enun punta € U iunaltre puntde U, t = (¢1, .. .,14). Introduim la segiient notacio:

lk= l]=1

Teorema 6.4.12 (Férmula de Taylor en miltiples variables). Siguin U C R? un
obert, f: U — R una funcio n-vegades diferenciable en un punta € U i b € U un altre
punt. Aleshores existeix un punt z € U tal que, per a algun 0 < ¢ < 1, z=a+ (b —&a)
(aixo és que el punt z es troba en el segment que uneix els punts a i b) tal que

n-1
) = @ =Y 2 fPlab—al + =" e b -al.
k=1 "~

Demostracio. Com que, per hipotesi, U és obert, per la definici6é de Trobar lloc per
tot aixo (1.3.1) sabem que existeix un € > 0 tal que, per atot —e <t < 1 + ¢, tenim
que a +t(b — a) € S. Per tant, definim una funcié g com

g:(-g,1+e) >R
t— fla+t(b-a))

Aleshores f(b) — f(a) = g(1) — g(0). Aleshores, amb ¢ € (0, 1), pel Teoremes
(1.2.15) tenim

n-1

1 1
(1) =g(0) = ) 5800 + — g (). (6.7)

k! !
Si pensem, amb h(§) = a + £(b — a), que g(§) = f(p(§)), ha de ser p(§) =
(p1(8),. ..,pd(f)) isi denotem a = (ay,...,aq),b = (by,...,bg), tenim, amb i €

{1,...,d}, que 6x P (£) = b; — a;. Aplicant er La Matriu Jacobiana i la regla de la
cadena (6.2.15) veiem que g’ esta definidaen (-¢,1+¢) i

d
g = > Dif(p@)(bi —ar) = fV[p(&),b - al,
i=1

i aplicant la regla de la cadena una segona vegada,

d d
g/ &) = >\ Djif(pE)(bi—a)(bj—aj) = 2 [p&),b-al.

j=1i=1

Si ho iterem n vegades obtindrem que
g™ (0 =" [p().b~al,
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i per tant, recordant (6.7), tenim

n—1
) = @ =Y 2 fPlab—al + =" zb-al

k=1

amb z = p(&). O

6.4.5 Extrems lliures

En aquest apartat utilitzarem el que vam veure a I’observacié 6.4.10 per classificar els
extrems lliures d’una funcié.

Aix0 ens servira per a classificar els punts critics d’una funci6 escalar en un conjunt
del seu domini, excloent-ne la frontera. Per exemple, en el cas d’utilitzar el El metode
de multiplicadors de Lagrange (6.4.1) per obtenir un conjunt de punts critics en el
domini restringit de la funcié. Més tard veurem com classificar els que es troben a la
frontera.

Proposicié 6.4.13. Siguin U C R? un obert i f: U — R una funcié 2-vegades
diferenciable en un punt a € U amb segones derivades continues, i a és un punt critic
de f. Aleshores

1. d?f(a) és definida estrictament positiva => a és un minim relatiu.
2. d*f(a) és definida estrictament negativa => a és un maxim relatiu.
3. d*f(a) és definida positiva < a és un minim relatiu.

4. d?f(a) és definida negativa < a és un maxim relatiu.

Demostracio. Comencem demostrant dels punts (1) i (2), que sén demostracions
analogues. Suposem que d>f (a) és definida positiva, i considerem el punt 7 € U, t =
(t1,...,tq) 1lafuncié

d d
00 =3fPla, 1= > D;ifayt;.

j=0 i=0

Per hipotesi, Q és continua per a tot punt ¢t € U. També tenim, per la definici6 de
Derivades d’ordre superior (6.4.7), que Q(¢) és definida positivaperatott # (0,...,0).

Definim ara la bola tancada de radi 1 centrada en a, E(a, 1) c Uila seva
frontera, S = Fr(B(a, 1)). Com que S és compacte, pel Teoremes (1.2.16) Q té un
minim relatiu en S, suposem que en aquest punt Q val m. Com que Q és definida
estrictament positiva per a tot punt de S, m > 0.

Sabent que Q és una forma bilineal simetrica, tenim que, per atot ¢ € R, Q(ct) =
c2Q(t). Si considerem ¢ = ”71”, perat # (0,...,0), tenim que ct € S, i per
tant Q(ct) > m, el que significa Q(r) > m||¢]|%.

Pel Férmula de Taylor en miltiples variables (6.4.12) i la definicié de Gradient,
punts critics i extrems relatius (6.2.18) tenim

fla+1) - f(a) = (Vf(a), 1)+ L fP[z1],

peraalgunz=a+t+(a—&(a+t)),amb 0 < & < 1. Perd com que a és un punt critic
de f (observaci6 6.2.25), tenim V f(a) = 0, i per tant

fla+0) - fa) =Pz,
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isi escrivim ||t2H o(t) = %f(z) [z,1] - %f(z) [a, ] tenim

fla+0) = fa) =3P a, 1]+ o)

Per tant
fla+t)=f(a)= Q)+ Itl* o(t) = mllt]|* + [I£]|* o(r). (6.8)

Com que o(¢) — 0 és siinomés sit — 0, existeix un & > 0 tal que, amb 0 < ||¢|| < &
tenim o(f) < 2,10 < [[¢]* o(r) < 2|¢]|*, i aixi

m m
fla+1) = @) > mlit|? = S = Zlel> > 0.

i, com que aix0 no depen de ¢, per la definici6 d’Gradient, punts critics i extrems relatius
(6.2.23) tenim que a és un minim relatiu. Ara només ens queda demostrar (3) i (4),
de nou, només ens caldra demostrar-ne una, ja que 1’altre demostraci6 sera analoga.
Suposem doncs que a és un minim relatiu.

Seguint 1’argument sobre la férmula de Taylor per a miiltiples variables que hem fet
a la primera meitat d’aquesta demostraci6 arribem a la desigualtat (6.8) i tenim

fla+1) = f(a) < mlell + |12l o(2).
Aleshores
fla+1) - f(a)
llel1?
Per la definicié d’Gradient, punts critics i extrems relatius (6.2.23) tenim f(a +1t) —
f(a) = 0,1 per tant, quan t — 0, aleshores o(¢) — 01

<m+o(t).

o< flatn—f@
T

s

ija hem acabat. O
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CapriTOL

Calcul integral

7.1 La integral Riemann

7.1.1 Funcions integrables Riemann

Definicié 7.1.1 (Rectangle). Siguin [aj, bi],...,[aq,bq] C R d intervals tancats.
Direm que R = [ay, b1] X - -+ X [aq, bg] és un rectangle de R¥.

Definici6 7.1.2 (Particié d’un rectangle i finor d’una particié). Siguin R = [a1, b1] X

.-+ X [ag, bg] un rectangle de R i P; una particié de [a;, b;] peratoti € {1,...,d}.
Aleshores P = Pj X - - - X P4 és una particié de R.
SiP;={tio,...,tin},amba; =t;9 < --- <t;, = b;, direm que els rectangles

definits per [t1,;,,¢1,541] X -+ X [ta,iy,ta,ig+1] € R, amb 0 < i; < d — 1 per a
tot j € {1,...,d}, son subrectangles de R.
Sigui Q una altre particié de R. Direm que Q és més fina que P si P C Q.

Definicié 7.1.3 (Suma superior i inferior). Sigui R c R? un rectangle, P una particié
i f: R — R una funcid acotada. Per a cada subrectangle de R, R;, ambi € I, on [ és
el conjunt d’indexs que denoten els subrectangles de R definits per P, definim la suma
superior de f per P com

S(f.P) =, sup f()IRil,

iel xEER,’

ila suma inferior de f per P com

S(f,P) =) inf f()I9.

iel

Proposicié 7.1.4. Siguin P i Q dues particions d’un rectangle R c R4 i f: R - R
una funcio acotada. Aleshores, si Q és més fina que P

s(f,P)<s(f,Q) i S(f,Q) <S(f,P).

Demostracio. Demostrarem només la primera desigualtat, ja que la segona té una
demostracié analoga. Comencem notant que podem fer la demostracié suposant P =
PiX---XPg,onP; =t; 9 <--- <t;pnésunaparticio de [a;, b;]10Q = Q1X---XQg4, 0n,
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peratotj € {1,... ,d}\k,Pj = Qj,iQk =10 < <t <qg<trp1 <o <tin,
per algun [ € {0,...,n — 1}. Suposarem [ = 0,k = 1 per simplificar la notacid.
Aleshores, per la definicié de Funcions integrables Riemann (7.1.3) tenim
S(f,P) = ), It f0)I%Rl,
iel
on [ és el conjunt d’indexs dels subrectangles de R definits per P.
Observem que tots els subrectangles de R s6n els mateixos respecte les particions P

i Q, excepte els que s’obtenen fent {#1,0,¢,%1,1} X Q2 X -+ X Q4. Per tant, els tnics
termes del sumatori que canvien sén, amb un nou conjunt d’indexs J, peratot j € J,

Xigj FO|R;|.

Ara considerem el conjunt d’index dels rectangles definits per {#1,0,#1,1} X Q2 X -+ X
Qg4,I' C I,1itenim

2, it FORel < ) inf fIR]

irel’ ™ Jed
I per tant
i | = i . i /| <
Y i I = Y it SO+ Y inf SO0 <
iel ieIN\I’ i’el’

2. It FOIR] = D inf f(0)I9.

icINg ietug ¥

< inf f(x)R;|+
3 g ol
pero, per la definicié de Funcions integrables Riemann (7.1.3),

2. 0mt FRl=s(f,P) i Y inf f)I%] =5(,0),

icl iefug X

i per tant trobem

S(LP) =) inf f@IRil <

iel ieluJ

inf (IR =5(£,0). o

X i

Proposicié 7.1.5. Siguin P,Q dues particions arbitraries d’un rectangle R ¢ R?
i f: R — R? una funcié acotada. Aleshores

s(f,P) <S(f.0Q).

Demostracio. Considerem la particié definida per P U Q. Com que Q € PU Q
iQ CPUQ,PUQés mésfinaque PiQ. Per tant, per la proposicié 7.1.4, tenim

s(f,P) <s(f,PUQ) <S(f,PUQ) <S(f,0Q). o

Definici6 7.1.6 (Integral superior i inferior). Siguin R un rectangle de R?i f: R - R
una funcié acotada. Aleshores definim la integral superior de f en R com

m#»
f = jnf S(/.P)

i la integral inferior de f en R com
f = sups(f,P),
- Pep
on P és el conjunt de particions de R.
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Proposicié 7.1.7. Siguin R un rectangle de R i f: R — R una funcié acotada.

Aleshores
m‘f
[oef"

Demostracio. Sigui P el conjunt de particions de R. Com que, per la proposici6 7.1.5,
tenim s(f, P) < S(f, Q) pera P, Q € P arbitraris, ha de ser
m‘f
f=sups(f,P) < inf S(f,P) = f- O
R- Pep pep

Definicié 7.1.8 (Funci6 integrable Riemann). Siguin R un rectangle de R%i f: R — R

2 . L. . . Rt
una funcié acotada. Direm que f és integrable Riemann si /&R- f= / f.

També direm que /‘.R f= fm, f= f % f és la integral Riemann de f en R.

Teorema 7.1.9 (Criteri d’integrabilitat Riemann). Siguin R un rectangle de R¢,
{R:}ier lafamilia de subrectangles de R definits per Pi f: R — R una funcio acotada.
Aleshores f és integrable Riemann si i només si per a tot € > 0 existeix una particio P
tal que

S(f.P)=s(f.P) = Z( sup f(x) - inf f(x))|9{j| <e.

iel \X€R;
Demostracio. Comencem demostrant que la condici6 és necessaria ( = ). Sigui P

el conjunt de particions de R. Per la definicié de Funcions integrables Riemann (7.1.8)
i la definici6 de Funcions integrables Riemann (7.1.6) tenim

S,{‘F
s = [ f= [ 7= [" 7=t serp

PepP

per tant, existeixen un £ > 0 i unes particions P, Q € % tals que

&
_§+Af<s(f’P)s

s(r.o) <5+ [ 1.
R
Per la proposicié 7.1.4 tenim s(f, P) < s(f,PUQ) < S(f,PUQ) < S(f,Q), per

tant ha de ser S(f, PU Q) —s(f, P U Q) < &, com calia veure.
Per demostrar que la condici6 és suficient ( <= ) veiem que, per hipotesi,

m‘F
o< [ r- [ resup-sip <e

iquan & — 0 ha de ser, per la definicié de Funcions integrables Riemann (7.1.8),

[omformfo u
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Notacié 7.1.10 (Limit d’una partici6). Sigui ® ¢ R? un rectangle i P el conjunt de
particions de R. Quan vulguem parlar d’una particié de R que es fa fina ho denotarem
amb

lim,

PeP

que es refereix a definir una particié P de R tal que

max max |[|x —y|| = 0
iel x,yeR;

on {R,;}ics és el conjunt de subrectangles de R definits per P.

Corollari 7.1.11. Si P és el conjunt de particions de R, aleshores f és integrable
Riemann si i només si

lim S(f.P) ~s(f.P) = 0.

Teorema 7.1.12. Siguin R un rectangle de R i f: R — R una funcié acotada i
continua. Aleshores f és integrable Riemann en R.

Demostracio. Pel Trobar lloc per tot aixo (1.3.3), f és uniformement continua en R,
per tant, per la definicié de Trobar lloc per tot aixo (1.3.2), donat un € > 0 hi ha
un ¢ > 0 tal que

IF(x) = ) < |9gT| si [lx = yl| < 6.

Sigui {R;};es el conjunt de subrectangles de R definits per una particié P de R tal
que
max max |jx —yl| <4,

iel x,yeR;

aixo0 és que els diametres dels subrectangles definits per la particié P estiguin fitats
per 6.
Considerem

S(f.P) =s(f.P) = Z( sup f(x) - inf f(x))|mi|. (7.1)

iel \X<Ri

Com que, per hipotesi, f és continua en cada R;, pel Teoremes (1.2.16) tenim que
els maxims i minims de f en cada R; s6n accessibles. Denotem doncs amb M;, m;
els punts de R; tals que f(M;) = maxyex, f(x) i f(m;) = minyew, f(x). Per (7.1)
tindrem ||M; — m;|| < d,1com que f és continuament uniforme en cada R;, f(M;) —
f(m;) < ﬁ, i per tant tenim

£
S(f.P)=s(f.P) = sup f(x) — inf f(x)||R;] < = > Rl =¢,
; s e, K] iezm;i
i aixo completa la prova. O
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7.1.2 La integral com a limit de sumes

Definicié 7.1.13 (Suma de Riemann). Siguin R ¢ R un rectangle, f: R — R una
funcié acotada i P una particié de R. Aleshores definim la suma de Riemann de f
associada a P com

S(f,P) = ) FEDIR,

iel
on {R;};cs és el conjunt de subrectangles de R definits per P i &; és un punt qualsevol
deR;,peratoti € I.

Observacié 7.1.14.
s(f,P) < 2(f,P) <S(f,P).

Proposicié 7.1.15. Siguin R ¢ R? un rectangle, P el conjunt de particions de R
i f: R — R una funcio acotada. Aleshores f és integrable Riemann si i només si
existeix un L € R tal que

lim X(f,P) = L.

lim, (f,P)

Demostracio. Pel corollari 7.1.11 tenim
lim S(f,P)=1i ,P),
Jlim (f, P) lim, s(f, P)
i per I'observaci6 7.1.14 i el Teoremes (1.2.17) ha de ser
lim S(f,P) = lim X(f,P) = li ,P),
lim S(f, P) = lim 2(f, P) = lim s(f, P)
i amb aix0 es veu que ha de existir un real L tal que limpep X(f, P) = L. )

Notaci6 7.1.16. Seguint el resultat de la proposicié 7.1.15 denotarem

[r@ac=x(.2) =Y reomi - L

iel
on f es refereix al sumatori infinit, f(&;) es transforma en f(x) i |R;| s’escriu dx, tot

quan fem la particié “infinitament més fina”, amb el limit limpep P.

7.1.3 Propietats de la integral Riemann definida

Proposicié 7.1.17. Siguin R c R un rectangle i f,g: R — R dues funcions
integrables Riemann. Aleshores son certs els segiients enunciats:

1. Siguin A, u dos escalars. Aleshores

A(ﬁf+#g)=ﬂAf+uAg-

2. La funcio producte fg també és integrable Riemann.

3. Sigui C un escalar. Si f(x) < Cg(x) peratotx € R, aleshores

/mfsc/mg.
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Demostracio. Sigui P el conjunt de particions de R.
Comencem demostrant el punt (1), Per la proposicié 7.1.15 i la definici6 de La
integral com a limit de sumes (7.1.13) tenim

DIAf(ED) + ugE)IRil,

iel

on {R;};er és el conjunt de subrectangles de R definits per una particié P € P i &; és
un punt qualsevol de R; per a toti € I. Aixd ho podem reescriure com

AN FEN R+ Y g(&0)IRil

iel iel

/(Af+ug)=/l/f+ﬂ/g,
R R R
com voliem demostrar.

Demostrem ara el punt (2) (En veritat la demostraré quan em doni la gana, i resulta
que aixo no és ara).

Podem veure el punt (3) a partir del punt (1), jaque si f(x) < Cg(x) peratotx € R,
amb &; qualsevol punt de R; per toti € I, on {R,;};es és el conjunt de subrectangles
de R, tenim

i per tant

DUFER] < C D g€,

iel iel

ija hem acabat. O

Teorema 7.1.18. Siguin R c R? un rectangle, S un conjunt de rectangles disjunts
de R tals que | Jges S =R i f: R — R una funcio acotada. Aleshores f és integrable
Riemann en R si i només si f és integrable Riemann en cada S € S, i

/mf=Z .

sesvS

Demostracio. Comencem demostrant la doble implicacié ( <= ). Suposem que f és
integrable Riemann en R. Com que f és integrable Riemann en R, per la proposicié
7.1.15 i la definicié de La integral com a limit de sumes (7.1.13). Tenim que, sent P el
conjunt de particions de R, existeix un real L tal que

D @RI =L,

iel

on {R;}ier és el conjunt de subrectangles de R definits per una particié6 P € P.
Considerem ara el conjunt de particions de S, per a tot S € S, que denotarem com Ps.
Comque S Cc RperatotS € S, per la definicié de Funcions integrables Riemann
(7.1.2), tenim que
lim Pg C lim P,
PsePs PepP

peratot S € S;icomque Jges S =R tenim que

U lim Ps = lim P.
PsePs Pep
SeS
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7.1. Laintegral Riemann

Per tant, si Is és el conjunt d’indexs dels subrectangles Rs; de S definits per una
partici6 Ps, per atot S € S, com que, per hipotesi, els rectangles S € S sén disjunts,

tenim
DF@RI =D FoRs| = L,
iel SeSiels

i, de nou, per la proposicié 7.1.15 tenim que f és integrable en cada S € S, com voliem
veure.
Aquesta demostracié també ens serveix per veure que

Af=2;5f,

per la definici6 de La integral com a limit de sumes (7.1.13). m

Teorema 7.1.19. Siguin R ¢ R? un rectangle i f: R — R una funcié integrable
Riemann amb |f(x)| < M per a tot x € R. Aleshores la funcié |f| és integrable

Riemann i
'AfSAmsMWL

Demostracio. Sigui {R;};er el conjunt de subrectangles definits per una particié de R.
Aleshores

sup f(x) — inf f(x) = sup |f(x)— f(y)|, peratotiel,
xeR; xeR; x,yeR;

sup | f(x)| = inf [f(x)| = sup [|f(x)|—|f(V)Il, peratoti€l.
xeR; xeR; x,yeR!

Per tant, per la definici6é de Funcions integrables Riemann (7.1.3), si P és una particid
de R tenim

S(f1.P) =s(If]. P) < S(f. P) =s(f. P)

Com que, per hipotesi, f és integrable Riemann, pel Funcions integrables Riemann
(7.1.9) tenim que per a tot £ > 0 existeix una particié P de R tal que

S(f,P)—S(f,P)<8,

el que significa que
SUfI,P) =s(If, P) < S(f,P) =s(f.P) <e&.

I pel mateix criteri d’integrabilitat Riemann | f| també és integrable Riemann.
Per veure les desigualtats de I’enunciat, amb % el conjunt de particions de ‘R
i {R;}icr el conjunt de subrectangles definits per una particié limpcp de R, tenim

Mﬁ}gg;ﬂM%uwg;vmmmabﬂ

Com que, per hipotesi, | f(x)| < M per a tot x € R, tenim

/m|f|s/mM=M|iR|. O
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CoroMari 7.1.20. Si f(x) > Operatorx € R, [, f = 0.

Proposicié 7.1.21. Siguin R c R un rectangle i f: R — R una funcié continua
i acotada tal que f(x) > Operatotx € Ri /ER f =0. Aleshores f(x) = 0 pera
totx € R.

Demostracio. Observem que la proposicio té sentit pel Teorema 7.1.12.

Farem aquesta demostracié per reduccié a ’absurd. Suposem que existeix un
punt ¢ € R tal que f(c) > 0. Com que, per hipotesi, f és continua en un rectangle R,
acotat per la definicié de Funcions integrables Riemann (7.1.1), pel Trobar lloc per tot
aixo (1.3.3) f és uniformement continua en R, per tant, per la definicié de Trobar lloc
per tot aixo (1.3.2), per a tot £ > 0 existeix un § > 0 tals que

_ [l

si |x — ¢| < & aleshores |f(x) — f(c)|t < &= -

Per tant, si definim un rectangle S inscrit en la bola de radi ¢ centrada en el punt ¢, B(c, 6),

tenim )
X

— 0

/mfz/sz Disi > o,

pero aixo contradiu la hipotesi de que fm f =0, per tant la proposicié queda demostrada
per reduccié a I’absurd. O

7.2 Les funcions integrables Riemann

7.2.1 Caracteritzacié de les funcions integrables Riemann

Definici6 7.2.1 (Oscillacié d’una funcié en un punt). Siguin U € R? un obert, a € U
un punt, B(a,§) C U una bola oberta centradaen a deradié > 0i f: U — R™ una
funcid. Aleshores definim 1’aplicaci6

wf(a)=1lim  sup || f(x) = fWI
5_)0x,yEB(a,6)

com 1’oscillacié de la funcié f en el punt a.

Proposicié 7.2.2. Siguin U C R? un obert, f: U — R™ una funcié definida en un
punt a € U. Aleshores f és continua en a si i només si wy(a) =0, on wy(a) és la
oscillacio de f en a.

Demostracio. Suposem que w(a) = 0. Observem que quan § — 0, per a tot x, y, €
B(a, ) tenimx — aiy — a,icom que ws(a) =0, podem escriure

wf(a)=1lim sup || f(x) = fWI
6—0 x,y€B(a,d)
= lim [[f(a) - f(0)l =0
x,y—a
i per tant tenim limy_,, f(x) = limy_,, f(), i equivalentment
lim f(x) = f(a),
xX—a

que és la definici6 de Definicions (1.2.4). |
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Definicié 7.2.3 (Conjunt de discontinuitats d’una funcié). Siguin U € R? un
obert, f: U — R una funcié, 7 un escalar positiu i wy(x) I'oscillacié de f en
un punt x € U. Aleshores denotem el conjunt

D:={xeU]|wys(x) =1}
com el conjunt de desigualtats majors que 7 d’una funcio.
Observacié 7.2.4. D, és compacte.

Definicié 7.2.5 (Contingut exterior de Jordan). Siguin R ¢ R un rectangle, A C R un
conjunt, 14 la funcié indicatriu de A i {R;};<s el conjunt de subrectangles definits per
una particié de R amb la condicié de que R; N A # 0 per atoti € /. Aleshores definim

c(A)= ) inf 14(x)IR;|
iel !

com el contingut exterior de Jordan de A.
Nota 7.2.6. La condicio sobre R; pot dir-se com que els R; cobreixen A.

Observacié 7.2.7. Siguin {A;};c; un conjunt finit de conjunts amb c(A;) = 0 per a
toti € I'i A =J;es Ai. Aleshores c(A) =0.

Teorema 7.2.8. Siguin R C RY un rectangle i f: R — R una funcié acotada.
Aleshores f és integrable Riemann en R si i només si el contingut exterior de Jordan
del conjunt de desigualtats majors que T > 0 de f en R és zero, és a dir, c(D;) =0
peratott > 0.

Demostracio. Comencem amb la implicacié cap a I’esquerra ( <= ). Suposem doncs
que D, = O per atot 7 > 0. Per la definici6 de Caracteritzacié de les funcions
integrables Riemann (7.2.5) aixo és

Z inf 1p_(x)|R;| =0
xeR;

iel

on {R; };cs és el conjunt de subrectangles de R definits per una partici6 del conjunt £ de
particions de R. Considerem el conjunt de subrectangles {R;} ;s talsque R;ND, # 0.
Ara bé, per la proposicié 7.2.2 tenim que f és continua, i pel Teorema 7.1.12 veiem
que f és integrable Riemann en R.

Comprovem ara la implicacié cap a la dreta ( = ). Suposem doncs que f és
integrable Riemann en R i fixem € > 0. Pel Funcions integrables Riemann (7.1.9)
tenim que per a tot £ > 0 existeix una particié P de R tal que

Z(sup f(x) — inf f(x) iiR]| <e&
el \ xR xeRi

on {R;};c; €s el conjunt de subrectangles definits per P. Sigui J el conjunt de
subrectangles {R;} ;¢ tals que R; N D, # 0. Tindrem

sup f(x) — inggf(x) >7

xESR_,‘
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peratot j € J,iper tant,amb R’ = (J;c; R, per la definici6 de Caracteritzacié de les
funcions integrables Riemann (7.2.5)

2| sup £ - inf F00|1Ry] = Y o]

jer\xe%; jed

=7 %]

jed
> inf lg (x)|R;
> szlenmj R (x)| Jl
Jjel
=1c(Dy¢)
Ara bé, com que f és integrable, pel Funcions integrables Riemann (7.1.9) tenim que
Z sup f(x) — inf f(x)||R)] <e
Jea \xeR; xeR;

per a tota € > 0, i per tant quan & — 0 ha de ser D, = 0, com voliem veure. O

7.2.2 Integracioé sobre conjunts generals

Nota 7.2.9. Tota la teoria de I'integracio Riemann que hem vist ha estat sobre rectangles.
Ara tractem de generalitzar-la desfent-nos d’aquesta limitacio.
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CariTOL
Series

9.1 Series numeriques

9.1.1 Convergeéncia d’una série numerica

Definicié 9.1.1 (Série numerica). Sigui (a,),en una successié de nombres reals.
Aleshores direm que

[oe]

Zan:a1+a2+a3+~~~

n=1

és una série numeérica o la seérie de (a,).

Definicié 9.1.2 (Série convergent). Siguin )} | a, una série numerica i

N
SNy = Zan
n=1

una successio tals que
lim S, =L

n—oo

on L és un nombre real. Aleshores direm que la série 3., , a, és una série convergent
amb valor L.
Si L no és un nombre real direm que la série 3., , a, és una serie divergent.

Exemple 9.1.3 (Series geometriques). Sigui r # 0 un nombre real. Volem estudiar la
convergéncia de la série
Z " ©.1)

n=0

Solucio. Observem que si r = 1, per la definicié de Definicions (1.2.3), el limit

N
lim 1"=N

N—-x

n=0
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és divergent, i per la definicié de Convergencia d’una seérie numerica (9.1.2) tenim que

la série
(o)
2
n=0

és divergent.

Estudiem ara el cas r # 1. Tenim que ¥/, r" = r0

+rl 42+ 47N i per tant

N
(1—r)Zr":(1—r)(r0+rl+r2+---+rN)
n=0

A i Ry (R R I AL

=1- rN+1
i trobem
i o 1 N+l
e 1-r
Per tant tenim
N ] ir si—-1<r<l1
lim " =1 4o sir > 1

no existeix sir < —1

i per la definicié de Convergencia d’una serie numerica (9.1.2) trobem que (9.1) és
convergent si i només si r pertany a I’interval (-1, 1), i si r pertany a ’interval (-1, 1)
aleshores es compleix

= 1

Z "= T O

n=0 -’

Teorema 9.1.4 (Condici6 de Cauchy). Sigui ).’ a, una série numerica. Alesho-
res Y. an €s convergent si i només si per a tot € > 0 existeix un no natural tal que
per atot N i M naturals amb N,M > ngi N < M tenim

M
a,| < e.
n=N

Demostracié. Suposem que ), a, és convergent. Per la definicié de Convergencia
d’una serie numerica (9.1.2) aixo és que

on L és un nombre real.
Per la definici6é de Definicions (1.2.3) tenim que per a tot §; > 0 real existeix un N
tal que
N-1
ap — L| < 51

n=1

152



9.1. Séries numeriques

i de nou per la definici6 de Definicions (1.2.3) tenim que per a tot £ > 0 real existeix
un &, > 0 real tal que 6| — 92 < & i que existeix un M natural satisfent

M

Zan—L < 6.

Per tant trobem

n=1 n=1

i per la desigualtat triangular tenim que

M N-1 M
apl| = Zan—Zan
n=N n=1 n=1
N-1 M
= Zan—L—Zan+L
n=1 n=1
N-1 M
< a, — L|— Zan—L
n=1 n=1
<o —dh<e O

CoroHari 9.1.5. Sigui 3. | a, una série convergent. Aleshores

lim a, =0.

n—oo

Demostracio. Per la Convergencia d’una serie numerica (9.1.4) tenim que per a
tot & > 0 existeix un ng natural tal que per a tot N i M naturals amb N,M > ng tenim

M

S | <o

n=N

En particular, si triem M = N + 1, tenim |a,| < € per atot n > ng, i per la definicié de
Definicions (1.2.3) veiem que lim,_,« a;, = 0, com voliem veure. ]

Exemple 9.1.6 (Série harmonica). Sigui @ un nombre real. Volem estudiar la

convergeéncia de la série
o 1
D= ©.2)
n=1 n

Solucié. Observem que si @ < 0 tenim que

. 1
lim — = o0
n—oo p&

i pel corollari 9.1.5 tenim que la série és divergent.
Suposem que 0 < @ < 1. Definim la successié
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i tenim que
_ 1
SzN 1+2_a+3_(l+“.+21\f_(l
2 2N71

\
"
|
4
|

Da 4a+.“+ 2Na

N-1 N-1
_ 2" _ 1 n(l-a)
_1+;)—2(n+1)a_1+2—n;)2 .

Ara bé, tenim que 1 — @ > 0, i per tant trobem

1 Nl

1 — (I-a) _

lim 1+2a ZZ" @) = oo,
n=0

N—o0

itenim que limy _,o Sy~ = o0 i per la definicié de Convergencia d’una série numerica
o 1 - .
(9.1.2) robem que ;)" 55 €s divergent.
Veiem ara el cas @ > 1. Definim de nou la successi6

S|
SN = _a/
n=1
Tenim que
1 1 1
Son —1+2—a+3—a+-- +2Na
2 2N—1
< 1+2—a+4—a+ Na
1 N-1 5n
N
2 a o 2"&
1 N-1
= ZN_FZ + Z 2(1_")"
n=0
1 1 2(l—a)N
= SNa + [ 7i-a 9.1.3)
itenim que
I 1-20-aN
Nll,noo INa 1=2l-a ~ ] _2l-a’

Per tant tenim que la successié (Sy) esta fitada, i degut a que Sy+1 = Sy + m
tenim que és creixen i pel Teoremes (1.2.16) tenim que és convergent. Per tant per
la definici6é de Convergencia d’una serie numerica (9.1.2) tenim que la série (9.2) és
convergent.

Per tant tenim que la serie

(o]
>
na
n=1
és convergent si i només si @ > 1. o
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9.1.2 Series de termes positius

Definicié 9.1.7 (Série de termes positius). Sigui > ,a, una série numerica tal
que a, > 0 per a tot n natural. Aleshores direm que .., a, és una série de termes
positius.

Notaci6 9.1.8. Sigui 3, a, unaserie de termes positius. Aleshores escriurem }” \ a, <
cosi )7 a, és convergenti ) o a, =00 si ), ay, és divergent

Lema 9.1.9. Siguin },°_, a, una série de termes positius, 3., b, una série de termes
positius convergent, K un nombre real i ny un natural tal que per a tot n > ng es
satisfa a, < Kb,. Aleshores tenim que 3, , a, és convergent.

Demostracio. Tenim que

N no—1 N

Dan=Y an+ Y a

n=0 n=0 n=ngy
n()*] N

IA
S
+
>
g
S

i per la definicié6 de Convergeéncia d’una seérie numerica (9.1.2) tenim que la se-
rie K ZnN:n() b, és convergent i, de nou per la definici6 de Convergencia d’una serie
numerica (9.1.2), tenim que la série 3, a, és convergent, com voliem veure. m}

Teorema 9.1.10 (Criteri de comparacié). Siguin 3., an i 3., b, dues séries de
termes positius i

. ap

lim — =1L

n—oo n
tals que

1. L #0iL # co. Aleshores ), ,a, és convergent si i només si 3, b, és
convergent.

2. L=0i2," by, ésconvergent. Aleshores 3, a, és convergent.
3. L=ooi} > ay, ésconvergent. Aleshores 3., b, és convergent.

Demostracio. Comencem veient el punt (1). Suposem que L # 0 6 L # co. Observem
que L > 0. Per tant prenem un € > 0 tal que L — & > 0. Per la definici6 de Definicions
(1.2.3) tenim que existeix un natural ng tal que per a tot n > ng es satisfa

Qan

L §

<eé.
by

Per tant tenim que per a tot n > ng

a
l—e< L <l+e.
n

Suposem que X, b, és convergent. Aleshores tenim
by(l-—¢) <ay, <by(l+e¢),

i pel lema 9.1.9 trobem que la série ), ) a, és convergent.
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Suposem ara que )" a, és convergent. Aleshores tenim

Aan An
<b, < s
L-¢ L+e
i pe lema 9.1.9 trobem que la série )" ) b, és convergent.

Veiem ara el punt (2). Suposem doncs que L = 0 i que ;> b, és convergent. Per
la definici6 de Definicions (1.2.3) tenim que per a tot £ > 0 existeix un natural ng tal
que
Aan

<eg
b, ’

i aixo és equivalent a
a, < &b,

i pel lema 9.1.9 trobem que la series Y, a, és convergent.
Veiem ara el punt (3). Suposem doncs que L = co i que };” a, és convergent.
Tenim que

n

lim — =0,
n—o aq,
i per tant pel punt (2) tenim que ;7 , b, és convergent. O

Exemple 9.1.11. Considerem la série

i(l+%)33‘".

n=1
Volem estudiar si aquesta série és convergent o divergent.

Solucio. Definim
1

e
Observem que per a tot n natural tenim a,, > 01 b, > 0, i per la definici6é de Series
de termes positius (9.1.7) tenim que les séries },7” j a, i 2., son séries de termes
positius.

Considerem el limit

3
an=(1+—) 37" 1 b,
n

T

n—oo 3-n

1 3
lim (1+—) =1.
n—oo n

Arabé, per’exercici9.1.3 tenim que laserie 3" %n és convergent, jaque —1 < % <
1, i pel Series de termes positius (9.1.10) trobem que la serie 3>, a, és convergent. ¢

=
Il

9.1.3 Criteris de convergencia

Proposicié 9.1.12 (Criteri de I’arrel). Siguin 3., a, una série de termes positius i
lim {fa, =L

n—oo

tal que
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1. L < 1. Aleshores la série . a, és convergent.
2. L > 1. Aleshores la série 3, a, és divergent.

Demostracio. Comencem veient el punt (1). Suposem doncs que L < 1. Prenem
un £ > 0 tal que L + &€ < 1. Per la definici6é de Definicions (1.2.3) tenim que existeix
un natural ng tal que per a tot n > ng es satisfa

’(’/CU—L|<8,

i per tant per a tot n > ng tenim

{/an <L+eg,
i per tant
a, < (L+¢)".

Ara bé, tenim que L + & < 1, per tant per I’exercici 9.1.3 tenim que X" (L + &)" és
convergent, i per tant pel lema 9.1.9 tenim que la série )., a, és convergent.

Veiem ara el punt (2). Suposem doncs que L > 1. Prenem ¢ > Otalque L — ¢ > 1.
Per la definici6 de Definicions (1.2.3) tenim que existeix un natural ng tal que per a

tot n > ng es satisfa
a, - L| <eg,

i per tant

L-g< {a,.
Arabé, tenim que L —& > 1, per tant per I’exercici 9.1.3 tenim que la serie 3, (L—¢&)"
és divergent, i per tant pel lema 9.1.9 tenim que la série 3~ a, és divergent. m

Exemple 9.1.13. Siguin @ > 0i S > 0dos reals. Considerem la série numeérica

inﬁa".

n=1

Volem estudiar la convergéncia d’aquesta série en funcio dels valors de a i 5.

Solucié. Definim

a, =nPa™.
Observem primer que a,, > O per a tot n natural. Per tant per la definici6 de Séries
de termes positius (9.1.7) tenim que ). | a, és una série de termes positius. Veiem

també que si @ = 1 tenim
(e8]
2,7

n=1
icom que S > 0 la série és divergent.
Considerem el limit

lim {/a, = lim VnBan

n—oo n—oo

= lim VnB Yo

n—oo

lim ¥n’a = a.

n—oo

Per tant, pel Criteris de convergencia (9.1.12) tenim que la série és convergent quana > 1
idivergent quan a < 1.
¢
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Proposici6 9.1.14 (Criteri del quocient). Siguin Y., a, una série de termes positius i

. An+l
lim — =1L
n—oo a,

tal que
1. L < 1. Aleshores la série 3., a, és convergent.
2. L > 1. Aleshores la série 3., an és divergent.

Demostracio. Comencem veient el punt (1). Suposem doncs que L < 1. Prenem
un € > 0 tal que L + & < 1. Aleshores per la definicié de Definicions (1.2.3) tenim que
existeix un ng tal que per a tot n > ng es satisfa

An+i
L)< g,
Qan
i per tant per a tot n > ng tenim
An+l
< L+e,
an
i per tant
apyl < (L + S)Cln
i trobem

ans1 < (L +&)ay

< (L+¢)%an

< (L+&)" "% a,.

Ara bé, com que L + & < 1 tenim per ’exemple 9.1.3 que la série 3, (L + &)" és
convergent, i pel lema 9.1.9 trobem que la série }.” ) a,, és convergent.

Veiem ara el punt (2). Suposem doncsque L > 1. Prenemune > Otalque L—¢ > 1.
Aleshores per la definicié de Definicions (1.2.3) tenim que existeix un ng natural tal
que per a tot n > ng es satisfa

An+l
n_+ — Ll < g,
Aan
i per tant per a tot n > ng tenim
An+l
L—¢e< Zntl
an
iper tant
(L - &)ay < apy1
i trobem

Apyl > (L - 8)‘1"

> (L - 8)2an—1

> (L -g)"t g,
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Ara bé, com que L — ¢ > 1 tenim que

lim (L — &)" = oo,

n—oo
i per tant trobem
lim a, = o
n—oo
i tenim que la série 3" a, és divergent, com voliem veure. O

Lema 9.1.15. Siguin x i @ dos nombres reals no negatius. Aleshores

o4 1 \?
1-—<11- .
X x+1

Demostracio. ( m]

Proposici6 9.1.16 (Criteri de Raabe). Siguin ), a, una série de termes positius i

lim n(l - “"“) - L

n—oo an
tal que
1. L > 1. Aleshores la série 3., , an és convergent.

2. L < 1. Aleshores la série . ay és divergent.

Demostracio. Comencem veient el cas (1). Suposem doncs que L > 1. Prenem
un € > 0 tal que L — & > 1. Aleshores per la definici6 de Definicions (1.2.3) tenim que
existeix un ng natural tal que per a tot n > ng es satisfa

n(l—@)—L <eg,

an

i per tant per a tot n > ng tenim

i per tant

(-5
el < au|l - .

Aleshores, pel lema 9.1.15 trobem que

1 L-¢&
il < 1-—
fn+l a"( n+1)

1 tenim

n_\eoe 9.3
Apyl < an(m) . 9.3)
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Podem aplicar la desigualtat (9.3) recursivament per obtenir

n L-¢&
an+l<an(_)
n+1
L-¢
n—-1 n €
<ap_1|——
n n+l

- ng no+1 n—1 n \F7°
a e
"\ g +1ng+2 n n+l
i per tant trobem
ny )L—s
n+1 ’
icomque L — & > 1 trobem per ’exemple 9.1.6 que la serie

S

n=0

An+l < an[)(

és convergent, i pel lema 9.1.9 tenim que la serie 3., , a, és convergent.
Veiem ara el punt (2). Suposem doncs que L < 1. O

Exemple 9.1.17. Sigui @ > 0 un nombre real. Considerem la série numérica

n

o a''n!
Z s 9.4)

n=1

Volem estudiar la convergéncia d’aquesta série en funcio del valor de a.

Solucio. Considerem el limit

™! (n+1)! |
. (n+1)n+1 .oa"(n+Da"
lim —>~— = lim ——
n—oo an: n—oo a/"n'(n + 1)n+l
nn

5 a(n+1)n"
= m —,)——

n—co (n+ 1)1(n+1)"

. n \" «a

=« hm( ) =—

n—oo\p + 1 e

Per tant, si @ > e tenim que ¢ > 1, i pel Criteris de convergencia (9.1.14) trobem que
la serie €s divergent. Si @ < e aleshores ¢ < 1 i pel Criteris de convergencia (9.1.14)
trobem que la seérie €s convergent.

Estudiem el cas @ = e. Considerem el limit

e (n+1)!

T n+lop 4 1) I
lim n| 1= 2| iy g - &2+ D
n—o0 enl n—co e"n!(n+ 1)+l
i 1 - e D"
n—oo (n+ 1)‘(n+ l)n

lim n(l—e( " )")
n—co n+1

= lim n(1 - ¢%) = -0

n—oo
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i pel Criteris de convergencia (9.1.16) trobem que la serie (9.4) és divergent quan @ = e.

Per tant la série
n

[ee]
an!
Z nn

n=1

és convergent si i només si a < e. o

Proposicié 9.1.18 (Criteri de condensacid). Sigui ), a, una série de termes po-
sitius amb (an)nen decreixent. Aleshores 3", an és convergent si i només si la
série "o 2" asn és convergent.

Demostracio. Comencem veient que la condici6 és suficient (= ). Suposem que la
N (o] 2z . .
serie ), " a, €s convergent i definim

N N
Sy = Zan i Ty = Zznazn.
n=0 n=0

Per la definici6 de Convergencia d’una série numerica (9.1.2) tenim que existeix un
real C tal que per a tot N natural

Sy £ = 9.5)

Aleshores tenim que la successié Ty és creixent, ja que (2"),en €és una successié de
termes positius creixent i (a,) és, per hipotesi, una successié de termes positius.
Veiem ara que T'(N) esta fitada. Tenim que

Tn =2a2+4x4+8x6+~~+2Na2N
=2(a2+2a4+4a6+---+2N_1a2N)
<2(ax+ (azs+aq) +(as+ag+ar+ag)+---+ (ayn-1 +-- -+ an))
=25~ <C 9.5)

i per tant la successio Ty és creixent i esta fitada, i per tant és convergent, i per la
definicié de Convergencia d’una serie numerica (9.1.2) trobem que la serie

(o9
$
n=0

és convergent.
Veiem ara que la condicié és necessaria ( <= ). Suposem doncs que la serie

(o]
$
n=0

és convergent. Definim

N N
Sy = Zan i Ty = Zznazn,
n=0 n=0

i com que, per hipotesi, la serie ), ) 2"a» és convergent tenim que existeix un real C
tal que per a tot N es satisfa
T(N)<C 9.6)
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Aleshores, com que per hipotesi la successid a,, €s decreixent, tenim que

Sy=a1+(ay+asz+)+(as+---+a7)+---+an
Sa1+2x2+8ag+~-~+2NaN
=a;+T(N) <a;+C. 9.6)

Per tant tenim que la successi6 (Sy) és acotada, i com que per hipotesi la successio (a;,)
és una successio de termes positius trobem que la serie Sy és creixent, i per tant
convergent, i per la definici6é de Convergeéncia d’una serie numerica (9.1.2) trobem que

la série
(o]
D an

n=0

és convergent, com voliem veure. m]
Proposicié 9.1.19 (Criteri logaritmic). Siguin ), a, una série de termes positius i
. log(é)
A, Tog(m) —
tal que
1. L > 1. Aleshores la série 3., a, és convergent.
2. L < 1. Aleshores la série 3., ay és divergent.

Demostracio. Comencem veient el punt (2). Suposem doncs que L > 1. Prenem
un € > 0 tal que L — & > 1. Aleshores per la definici6 de Definicions (1.2.3) tenim que
existeix un natural ng tal que per a tot n > ng es satisfa

i per tant per a tot n > ngp tenim

log(al—n)

L— N S
“= Tog(n)

i per tant

apn

(L —¢)log(n) < log( ! )

0, equivalentment,

1
log(nL_g) < log(—)
an
itenim que
nL—a < i
Adn
Per tant,
1
a, > o
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Ara bé, com que per hipotesi L — & > 1, per 'exercici 9.1.6 trobem que la serie

[oe]

Z nLl— >

n=0

és convergent, i pel lemma 9.1.9 trobem que la série ;" a, és convergent.

Veiem ara el punt (1). Suposem doncs que L < 1. Prenemun e > Otalque L+¢ < 1.
Per la definici6 de Definicions (1.2.3) tenim que existeix un natural ng tal que per a
tot n > ng es satisfa

log(m) | =7
i per tant trobem que
log ( aL )
- +L,
logn) ~°

o equivalentment,

log(ai) < (g + L)log(n)

i tenim que
1
log(—) < log(n“L)
an
i per tant
i < n5+L
Qan
i trobem |
an > Py 0.7
Ara bé, com que per hipotesi L + & < 1, per 'exemple 9.1.6 que la serie
i 1
L
o n +&
és divergent, i pel lema 9.1.9 1 (9.7) tenim que la série 3., a, és divergent. O

Exemple 9.1.20. Sigui a un real. Volem estudiar per a quins valors de a > 0 la série

(o8]

1
Z; i (9.8)

n=
és convergent.
Solucié. Considerem el limit

log(a®%™) . log(n) log(a)

n—eo  log(n) n—co log(n)
1
=log(a) lim M = log(a).
n—oo log(n)
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Per tant, pel Criteris de convergencia (9.1.19) trobem que si @ > e la serie (9.8) és
convergent, i si @ < e la série (9.8) és convergent. Estudiem el cas @ = e. Aix0 és la
serie

o1 o |
nZ:; elog(n) = ; ;l’
i per I’exercici 9.1.6 trobem que és divergent.

Per tant, la serie (9.8) és convergent quan a > e i divergent quan o < e. ¢

Lema 9.1.21 (Criteri de la integral). Sigui f: [1, 00) — (0, 00) una funcié decreixent.
Aleshores la série 3, | f(n) és convergent si i només si existeix un real C > 0 tal que

per a tot N natural es satisfa /IN fx)dx < C.

emostracio. vei u ici6 €s sufici . Su

D t Comencem veient que la condicié €s suficient (= ). Suposem doncs
que la seérie 3° | f(n) és convergent. Com que, per hipotesi, la serie és de termes
positius, per la definicié6 de Convergéncia d’una serie numerica (9.1.2) tenim que

existeix un real C tal que per a tot N natural es satisfa

N
Zf(n) <C.
n=1

/]Nf(x)dx.

Com que per hipotesi la funcié f és decreixent trobem que

Considerem la integral

N
/1 A< 2-DfM)+CB=-2)f2)+---+(N-(N-1D)f(N-1)
=f+1fQ)+---+1f(N-1)

N-1
=) f(n)<C,
n=1

i hem acabat.
Veiem ara que la condici6 és necessaria ( < ). Suposem doncs que existeix un
real C > 0 tal que per a tot N natural es satisfa

N
/ fx)dx < C.
1
Tenim doncs que per a tot N natural
N
C> / f(x)dx
1

>(1-0f(H)+2-Df2)+---+(N+1-=N)f(N)
=f()+1f(2)+---+1f(N)

N
= > fm,
n=1

i per la definici6 de Convergencia d’una seérie numerica (9.1.2) trobem que la se-
rie ), | f(n) és convergent. O
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9.1.4 Series alternades

Definici6 9.1.22 (Série alternada). Sigui (a,),en una serie de termes positius. Alesho-
res direm que la serie

(o)

D(=Day

n=0

és la serie alternada de (a,,)nen.

Teorema 9.1.23 (Criteri de Leibniz). Siguin (a,)nen una série de termes positius
decreixent amb
lim a, =0.

n—oo

Aleshores la série alternada de (a,,)nen és convergent.

Demostracio. Definim

N
Sw =) (=" 9.9)
n=0
i considerem les parcials
2N+1 2N
San+1 = Z (-D'an i Son = Z(—l)”an_
n=0 n=0

Tenim que
S2(N+1)+1 = S2an+1 — Gans2 + a2N43,

i com que, per hipotesi, la successié (a,) és decreixent trobem que
SoN+1)+1 < San+1s
i per tant la successiod (San+1)nen €s decreixent. També tenim que
So(N+1) = SonN + AN+l — Aan+2,
i de nou, com que la successi6 (a,,) és decreixent trobem que
San+1) = Sans

i per tant la successio (San)nen €s creixent.
Ara bé, com que per hipotesi la successio (a,) és de termes positius tenim que

Son+1 — Sany = aan41 20,
iper tant Son+1 < San. Aixi trobem que

ay —ay = Sz (9.9)
< Sn
< SN+
<81 =ay,
i tenim que
lim (S -8 = lim a s
N_m( oN+1 — S2n) Jim azn+
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i com que per hipotesi

lim a, =0
n—oo
tenim que
lim S = lim Syn. 9.10
Jdim Saner = lim Sy (9.10)

Per tant tenim que (S>pn+1) €s una successio superiorment acotada i creixent, i per
tant convergent, i (S) és una successié inferiorment acotada i decreixent, i per
tant convergent. També tenim per (9.10) que tenen el mateix limit, i per tant la
successio (Su) és convergent, i per la definicié de Convergéncia d’una série numerica
(9.1.2) trobem que la série ;> (—1)"a, és convergent, com voliem veure. O

Exemple 9.1.24 (Série harmonica alternada). Sigui a un real. Volem estudiar per a
quins valors de « la série

i (="

n=1 ne

©.11)

és convergent.

Solucio. Sia < 0 tenim que el limit

lim (="

n—oo p%

és divergent, i pel corollari 9.1.5 trobem que la série és divergent.
Estudiem ara el cas @ > 0. Si denotem

1
an—n—a

tenim que la successio (a,),en €s decreixent, i pel Séries alternades (9.1.23) trobem
que la série és convergent.
Per tant tenim que si @ > 0 la serie (9.11) és convergent, i si @ < 0 la serie és

divergent. o

9.1.5 Convergeéncia absoluta d’una serie

Definici6 9.1.25 (Convergencia absoluta). Sigui 3’ - ; a, una série numerica tal que la

serie
o0
> lanl
n=0

sigui convergent. Aleshores direm que la série ), a, €s absolutament convergent.

Proposicié 9.1.26. Sigui 3>, a, una série absolutament convergent. Aleshores la
série Yo an és convergent.

Demostracio. Com que, per hipotesi, la série 3> j|a,| és convergent tenim per la
Convergencia d’una série numerica (9.1.4) que per a tot £ > 0 real existeix un ng
natural tal que per a tot N i M naturals amb N, M > nyi N < M tenim

N
Z|an| <e. 9.12)
n=N
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Ara bé, com que |a,| és no negatiu per a tot n natural trobem que

N N
Dlanl|= ) lanl,
n=N n=N

i per la desigualtat triangular tenim que

M M
2 anl < 2 lanl
n=N n=N

iper (9.12) trobem que per a tot N i M naturals amb N, M > nypi N < M tenim
M

S an

n=N

<&,

i per la Convergéncia d’una serie numerica (9.1.4) tenim que la serie ), an €és
convergent. O

Exemple 9.1.27. Volem estudiar la convergéncia de la série numeérica

(o)

> sin(m) (9.13)

n3

n=1
Solucié. Observem que no tots els termes de la serie (9.13) sén positius. Per tant no
podem aplicar els criteris de convergencia de series de termes positius.
Estudiem la convergencia absoluta de la série. Per la definicié de Convergeéncia
absoluta d’una serie (9.1.25) aix0 és estudiar la convergencia de la seérie
(e8]

2,

n=1

sin(n)

, (9.14)

n3

que podem reescriure com

o)

Z |sin(n)|
o n3.

Observem que |sin(n)| < 1. Per tant trobem que
<!

<> ot
n=1

Ara bé, tenim per 1’exemple 9.1.6 que la série

[

2

n=1

sin(n)

n3

o 1
n=1 n’
és convergent, i pel lema 9.1.9 trobem que la serie (9.14) és convergent.
Per tant, per la definicié de Convergencia absoluta d’una serie (9.1.25) trobem que
la serie (9.13) és absolutament convergent, i per la proposicié 9.1.26 trobem que la
serie (9.13) és convergent. O

Exemple 9.1.28. Volem estudiar la convergéncia i la convergéncia absoluta de la série

o)

Z D" (9.15)

n

n=1
Solucié. Tenim per I’exemple 9.1.24 que la serie (9.15) és convergent, i per I’exemple
9.1.6 trobem que la serie (9.15) no és absolutament convergent. o
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9.1.6 Series del producte de successions

Lema 9.1.29 (Férmula de sumaci6 parcial d’Abel). Siguin (an)nen i (by)nen dues

series numeériques i
N
AN = Z ay.
n=0

Aleshores per a tot naturals N i M amb N < M tenim que

M M-1
D @nbu = Avbar = Anoibn + )| An(by = bun).
n=N n=N

Demostracio. Tenim que

M M
Z anby = Z (A —A,_1)by
n=N n=N
M M
= Z Anby, — Z A 1b,
n=N n=N
M M-1
= Z Auby, — Anbp
n=N n=N-1
M-1 M-1
=Apmby — AN-1bN + Z Anby — Z Anbu
n=N n=N-1
M-1
= Ambym — An-1bN + Z An(by = bpsr). m
n=N

Teorema 9.1.30 (Teorema de Dirichlet). Siguin (a,)nen una successio numeérica tal
que existeix un real C tal que |Z£IV:0 ani < Cperatot N natural i (by,),en una successio
numerica monotona amb 1im,_,o b, = 0. Aleshores la série

és convergent.

Demostracio. Definim
N
A N = Z an.
n=0

Per la Series del producte de successions (9.1.29) tenim que per a tot naturals N i M
ambN <M

M M-1
Z anbn, = Apby — An_1by + Z An(bn = bus1),
n=N n=N

i per la desigualtat triangular tenim que

M M-1
anba| < [Apbu + [AN1bN+ | D An(by b)) (9.16)
n=N n=N
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Ara bé, com que per hipotesi tenim que

lim b, =0,

n—oo

per la definicié de Definicions (1.2.3) trobem que per a tot £ > 0 real existeix un
natural ng tal que per a tot n > ng tenim

b -
||<4C

Per tant, per a tot N > ng tenim que

|Apbr| = 1bmllAnml
M

S an

n=0

_EC—Z

< |buml

també tenim

|[Apr—1bm| = |bmllAp-1]

M-
< > 1 Anllbn = boi|

M-1
Z An(bn - bn+l)
n=N

n=N
M-1
< Clbn_bn 1|
n=N
M-1
=CZ|bn_bn 1|
n=N
=Clbn — byl

< C(lbwn| +1bal)

SC(i+i)=2—8.

4C  4C 4
Per (9.16) trobem
M
Zab <f+f+2—‘9
A I A

i per tant tenim que per a tot £ > 0 real existeix un natural ng tal que per a tot natural N
iMamb N,M > ngi N < M tenim

M
Z a,b,

n=N

<e¢
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i per la Convergeéncia d’una série numerica (9.1.4) tenim que la serie

és convergent, com voliem veure. O

Exemple 9.1.31. Volem estudiar la convergéncia de la série

00

sin(n)
2

n=1

Solucié. Tenim que A
e™ = cos(n) +isin(n).

Per tant tenim que per a tot N natural

N

N N
Z e = Z cos(n) +1i Z sin(n).
n=0 n=0

n=0

Aleshores

M
2.
2
S
IA
M=
%

1 _ (ei)N+l
=|— 9.13
— 9.1.3)

ol _eieNi‘

el -1

| 1-eMi
= I el —1
1 +eé
el -1

1+ |el]

et

per a cert C real. També tenim que la successid (n_l)neN és monotonament decreixent
amb

1
lim — =0,

n—oo n
i pel Series del producte de successions (9.1.30) trobem que la serie

[e]

Z sin(n)

n=1

és convergent. o

170



9.1. Séries numeriques

Teorema 9.1.32 (Criteri d’Abel). Siguin )., a, una série convergent i (by,)nen una
successio numérica monotona i convergent. Aleshores la série

N
Z a,b,
n=0
és convergent.
Demostracio. Definim N
/&N = :E:tln.
n=0
Aleshores tenim que
an =An— Ay 9.17)
i per tant
N N
D anby = Aoho + ) (A = Ay1)by 9.17)
n=0 n=1

= Aobo + (A1 — Ag)b1 + (A — A)bo+-- -+ (Ay — An_1)by
=Ag(bo —b1) +A1(b1 —b2) +---+An_1(bN-1 —bN) + ANDN
N-1

= ANbN + ) Au(by = bun).
n=0

Per hipotesi tenim que ., a,, una série convergent, i per la definicié de Conver-
géncia d’una série numerica (9.1.2) tenim que existeix un real L tal que

lim Ay = L. (9.18)

També tenim, per hipotesi, que la successio (b;) és convergent, i per tant existeix un
real b tal que
lim b, = b. (9.19)

n—oo

Estudiem la convergéncia absoluta de la série 3. ) An(bp — bpy1). Com que la
série Y, an és convergent tenim que existeix un real C > 0 tal que per a tot N natural
es satisfa

|[An| < C. (9.20)

Per tant, com que la successi6 (b,) és monotona, trobem que

N N
D NAn(by = bus)l < D IC(by = bya)| (9.20)
n=0 n=0
N
< C ) lbu = busil
n=0

iper (9.19) tenim que

Jim Clbo — b+l =Clbo - bl,
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i per tant la série ), ) An (b, — by41) és absolutament convergent, i per la proposicié
9.1.26 tenim que la serie 37" ) A, (b, — bpy1) és convergent.
Ara bé, per (9.18) i (9.19) trobem que

A%ll)’[loo ANbN = Lb,

i per tant tenim que

lim [Ayby + Z An(bn = bus1) | = Lb + C|bg - b|

N—>oo
n=0

i per tant
N

1\}im anby, = Lb+ C|by — b|
—00 n:O

és convergent, i per la definicié de Convergeéncia d’una série numerica (9.1.2) trobem
que la serie 3, anb, és convergent, com voliem veure. o

Exemple 9.1.33. Volem estudiar la convergéncia de la série

Z D" (1 + l)n. 9.21)
n n

(3],

és monotona i convergent, i per I’exercici 9.1.24 trobem que la serie

S (=D)”

és convergent. Per tant pel Series del producte de successions (9.1.32) tenim que la
serie (9.21) és convergent. ¢

Solucié. Tenim que la successi6

9.1.7 Reordenacio de seéries

Definici6 9.1.34 (Reordenada d’una serie). Siguin Y, a, i X, b, dues series tals
que existeix una permutacié o de N tal que

i a, = i bo(ny-
n=0 n=0

. N o0 z N ool (o)
Aleshores direm que la série 3", b, és una reordenada de la série 3" ; a,

Lema 9.1.35. Siguin Y, ,a, una série de termes positius convergent i o una
permutacio de N. Aleshores tenim que

(o)

Z dg(n) < i ay.
n=0

n=0
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Demostracio. Fixem un natural N i considerem
M =max{o(1),...,0(N)}

i com que, per la definicié de Séries de termes positius (9.1.7), tenim que a, > O per a
tot n natural trobem que
N

M
Z Ao(n) < Z An,
n=0

n=0
i per la definicié de Convergencia d’una serie numerica (9.1.2) trobem que

o) 00

Zao-(n) < Zan. O

n=0 n=0

CoroHari 9.1.36. Siguin 3., a, una série de termes positius convergent i o una
permutacio de N. Aleshores tenim que

i Ag(n) = i ap.
n=0 n=0

Proposici6 9.1.37. Siguin 3, a, una série absolutament convergent i o una permu-
tacié de N. Aleshores la série 3.,y ar(n) €s absolutament convergent.

Demostracio. Per la definici6 de Convergencia absoluta d’una serie (9.1.25) tenim que

la serie
(o]
Z |an|
n=0

és convergent, i pel corollari 9.1.36 trobem que

(S (o)
Ziaa'(n)| = Z|an|,
n=0 n=0
i per tant tenim que 3, ) d o (n) s absolutament convergent. |
Notacié 9.1.38. Definim
+ a, sia, >0 . _ 0 sia, >0
an = . 1 an = .
0 sia,<0 —-a, sia, <0

Observacié 9.1.39. Tenim que
ap=ay—a, i |a,|=a} +a,

Lema 9.1.40. Siguin Y a, una série absolutament convergent i o una permutacio

de N. Aleshores tenim que
Z a, = Z ao—(,,) .
n=0 n=0
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Demostracio. Aquest enunciat té sentit per la proposici6 9.1.37.

Per la definicié de Convergencia absoluta d’una serie (9.1.25) tenim que la se-
rie 3, an és absolutament convergent si i només si les series X, jay i X7 a; son
convergents. Per tant trobem que

D an = (ay~ay) (9.1.39)
n=0 n=0
= Z a; - Z a;
n=0 n=0
= Z“frw - Z“}m (9.1.36)
n=0 n=0
- Z(a:r(n) - a;'(n)) = Z Ao (n)s (9.1.39)
n=0 n=0
com voliem veure. 0

Lema 9.1.41. Sigui 3., a, una série convergent pero no absolutament convergent.
s ) + 0 — oz .
Aleshores les series 3" g ay, i 2. a, son divergents.

Demostracio. Per I’observaci6 9.1.39 tenim que

Z a, = Z(a; -ay), (9.22)
n=0 n=l
iper tant
Dag=>lar-> an (9.23)
n=0 n=0 n=0
Suposem que ., a; és convergent. Aleshores per (9.23) tenim que la sé-

rie Y., a, és convergent.

Ara bé, per la definici6 de Convergeéncia absoluta d’una serie (9.1.25) tenim
que les series X,0”ah i X a;, son absolutament convergents, i per (9.22) tenim
que X, a, és absolutament convergent, perd aixo contradiu I’hipotesi que 3, a,
no és absolutament convergent. Per tant ha de ser que la série 3, a;, és divergent. El
cas en que suposem que Y, a;, és convergent és analeg. m]

Teorema 9.1.42 (Teorema de la reordenaci6 de séries de Riemann). Siguin 3, ay,
una serie convergent pero no absolutament convergent i L un nombre real. Aleshores
existeix una permutacio o de N tal que

00

Z aon) = L.

n=0

Demostracio. Prenem un « real. Tenim per hipotesi que la série ), a, una s¢-

rie convergent perd no absolutament convergent, i pel lema 9.1.41 trobem que les
Nyt (o) + oo —_ Z .

series 3, g ay i 2., a, son divergents.

Definim
N N
_ + . _ _
SN—Zan 1 TN—Zan.
n=0 n=0
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Tenim que Sy no esta fitada superiorment i 7y no esta fitada inferiorment. Per tant
tenim que existeix un minim natural n; tal que

S 2 a,
i tenim que
a < Sy,
+
= Sn]—l + anl
+
<a+tay,
i per tant
+
@< a+tay,.

També tenim que existeix un minim natural m; tal que

Sp, +Tm, £ a,
i tenim que
a =S, =T,
=S8n = Tmy-1 = A,
>a—-a,,
i per tant
a>a—-ag,.

Definim doncs per a tot i natural

ni = min {S, —T,y,-1 2a} i m;= min {S,, -T, < a},
n>n;_j m>m;_|

i trobem que

a>8y, —Ty
=S = Tmi—1 — Ay,
2a—a,,.

Ara bé, tenim per hipotesi que la série 3, a, és convergent, i pel corollari 9.1.5
tenim que lim,_,o a, = 0, i per tant lim,—, @, = 0, i pel Teoremes (1.2.17) trobem
que

lim Sy, =T, = . O
1—00
Teorema 9.1.43 (Teorema de Cauchy). Siguin 3,7 an i 3, by dues séries absoluta-
ment convergents i (C,)nen una successio tal que per a tot (i, j) de N X N existeix un
tinic n tal que ¢, = a;b; i tal que per a tot n de N existeix un inic (i, j) de N x N tal
que ¢, = a;bj. Aleshores tenim que
Z Cp = Z a, Z b, .

n=0 n=0 n=0

Demostracio. O
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9.2 Successions de funcions

9.2.1 Convergencia d’una successié de funcions

Definicié 9.2.1 (Successi6 de funcions). Siguin 7 un interval de Ri f;: I — Runa
funcié real per a tot i natural. Aleshores direm que ( f;,),en €s una successié de funcions
definides en 1.

Definicié 9.2.2 (Convergencia puntual). Sigui (f;,),en una successié de funcions
definides en un interval [ tal que existeix una funcié f de I a R tal que

Jim f() = £(0)

per a tot x de I. Aleshores direm que la successio ( f) convergeix puntualment a la
funcio f.

Exemple 9.2.3. Volem estudiar la convergéncia puntual de la successié de funci-
ons (fu)nen definida per

nx?+1

nx +1

Ja(x) =

en linterval [1,2].
Solucio. Considerem el 1imit

nx? +1

|
é.

nh—r}c;lo fn(x) - n—oo nx + 1

Il

=

2
S=|3 1=

n—oo nx + 1

Il
§.

i per la definicié de Convergencia d’una serie de funcions (9.3.2) trobem que la
successio ( f;,) convergeix puntualment a la funcié f(x) = x. O
9.2.2 Convergencia uniforme

Definicié 9.2.4 (Convergéncia uniforme). Sigui (f;),en una successié de funcions
definides en un interval / que convergeix puntualment a una funcié f tal que per a
tot £ > 0 real existeix un ng natural tal que per a tot n > ng es satisfa

Sufl)lfn(x) -f@l<e.

Aleshores direm que la successio (fy,)nen convergeix uniformement a f i ho denotarem

com f, 3 f.

Observacié 9.2.5. Una successio de funcions (f)nen sobre un interval I convergeix
uniformement a una funcio f si i només si

Jlim SUI;Ifn(x) - f()]=0.
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Demostracio. Per la definicié de Definicions (1.2.3). m|

Exemple 9.2.6. Volem estudiar la convergéncia uniforme de la successio de funci-

ons (fn)nen definida per
nx? + 1

Jn(¥) = ——

nx+1
en linterval [1,2].

Demostracio. Per I’exercici 9.2.3 tenim que la successi6 de funcions (f;;) convergeix
puntualment a la funcié f(x) = x en ’interval [1, 2]. Considerem el limit

2

+1
lim sup |fo(x) — f(x)] = lim sup |~ _x
n—e 11 0] n—e yerpo) nx+1

. nx?+1-—nx?—x
= lim sup |——m—
=00 v e[1,2] nx+1
. 1-x
= lim sup
N yel1,2] nx+1

, 1+ x|
lim sup
n—o ye[1,2] NX +1

IA

IA

li =0,
nl—I>r<>1°n+l

i per I’observacié 9.2.5 trobem que la successié de funcions ( f;;) convergeix uniforme-
ment a f(x) en 'interval [1,2].
O

Proposicié 9.2.7. Sigui (f,)nen una successié de funcions que convergeixen uni-
formement a una funcié f. Aleshores la successié (f,)nen convergeix puntualment

af.
Demostracio. O

Teorema 9.2.8 (Condicié de Cauchy). Sigui (f,)nen una successio de funcions sobre
un interval 1. Aleshores la successio ( f,)nen convergeix uniformement a una funcio f
de I si i només si per a tot € > 0 real existeix un ny natural tal que per a tots enters n
imambny < m < n es satisfa

Sufl)lfn(x) - fm(x)] < &.

Demostracio. O

9.2.3 Continuitat, integrabilitat i derivabilitat

Teorema 9.2.9. Sigui (f,)nen una successio de funcions continues sobre un interval I
tal que f, =3 f. Aleshores f és continua.

Demostracio. O

Teorema 9.2.10. Sigui ( f,,)nen una successio de funcions integrables Riemann sobre
un interval I tal que f,, = f. Aleshores f és integrable Riemann.
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Demostracio. O

Teorema 9.2.11. Sigui ( f,,)nen una successio de funcions integrables Riemann sobre
un interval I tal que f,, = f. Aleshores

lim f,,(x)dx:/lim Sfn(x) dx.
I [n—o®

n—0oo
Demostracio. m]

Teorema 9.2.12. Sigui ( f,,)nen una successio de funcions derivables sobre un interval 1
que convergeix uniformement a una funcio f tal que la successio (f,)nen convergeix
uniformement a una funcio g. Aleshores tenim que f és derivable i que f’(x) = g(x).

Demostracio. ]

9.3 Series de funcions

9.3.1 Convergencia d’una série de funcions

Definici6 9.3.1 (Serie de funcions). Sigui (fy,)nen una successié de funcions sobre un
interval I. Aleshores definim, per a tot x de /,

Fx) =) falx)
n=0

com la serie de funcions de la successio ( f;;)nen.

Definici6 9.3.2 (Convergéncia puntual). Sigui (f;;)nen una successié de funcions sobre
un interval / i

N
FN@) =) fal®)

n=0

tal que la successié de funcions (F},),en sigui puntualment convergent en /. Aleshores
direm que la série de funcions de la successié (fy,)nen és convergent puntualment en /.

Exemple 9.3.3. Exemple de convergéncia puntual d’una série de funcions.
Solucio. o

Definicié 9.3.4 (Convergeéncia uniforme). Sigui (f;;),en una successié de funcions
sobre un interval / i

N
FN@) =) fal0)
n=0

tal que la successi6 de funcions (F},),cn sigui uniformement convergent en /. Aleshores
direm que la série de funcions de la successio ( f;;)nen €s convergent uniformement
enl.

Exemple 9.3.5. Exemple de convergéncia uniforme d’una série de funcions.
Solucio. o
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Teorema 9.3.6 (Condici6 de Cauchy). Sigui (fn)nen una successié de funcions sobre
un interval 1. Aleshores la série 3., f,(x) és convergent si i només si per a tot £ > 0
real existeixen enters N i M amb N < M tals que

M
sup Z fnx)| < e.

xel| =N

Demostracio. O

9.3.2 Continuitat, integrabilitat i derivabilitat

Teorema 9.3.7. Sigui (f,)nen una successio de funcions continues sobre un interval 1
tals que la série 3, fn(x) convergeixi uniformement a una funcio F en I. Aleshores F
és continua en 1.

Demostracio. O
Teorema 9.3.8. Sigui (f,)nen una successio de funcions integrables Riemann sobre
un interval I tals que la série 3, fn(x) convergeixi uniformement a una funcié F
en 1. Aleshores F és integrable Riemann en 1.

Demostracio. O

Teorema 9.3.9. Sigui (f,)nen una successio de funcions integrables Riemann sobre
un interval I tal que la série de funcions de ( f,)nen sigui uniformement convergent

en I. Aleshores N N
;[ﬁmM=[;ﬂmw.

Demostracio. O
Teorema 9.3.10. Sigui (f,)nen una successio de funcions derivables sobre un interval 1
acotat tal que la série de funcions 3, f,(x) convergeix uniformement en I i existeix

un xg € I tal que la série de funcions }.;" , fu(xo) sigui convergent. Aleshores tenim
que la série 3, o fn(x) és derivable i

S h@| =3 0.
n=0 n=0

Demostracio. O

9.3.3 Convergencia d’una série de funcions

Proposicié 9.3.11. Sigui (f,)nen una successio de funcions sobre un interval I tal que
la série de funcions . fu(x) convergeix uniformement en 1. Aleshores la successio
de funcions ( f,,) convergeix uniformement a 0.

Demostracio. O
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Teorema 9.3.12 (Criteri M de Weierstrass). Sigui (f,)nen una successio de funcions
sobre un interval I i (M), en una successio de termes no negatius tals que per a tot n
natural tenim

sup|fn(X)| < My
xel

. NP . .. . o0 .
i la série 3" oMy és convergent. Aleshores la série de funcions 3., fu(x) és
uniformement convergent en 1.

Demostracio. O

Exemple 9.3.13. Volem estudiar la convergéncia de la série de funcions
 sin(nx)

en tot R.

Solucié. Observem que

sin(nx)

1
R

xeR n

1. pEI 1 E"xelnple S '1'E teniln ql.lE la S\EII.E
Z n
3
n=1

és convergent. Per tant pel Convergencia d’una serie de funcions (9.3.12) tenim que la
série de funcions

(e8]

Z sin’gzx)

n=1

és convergent en tot R. o

Teorema 9.3.14 (Criteri de Dirichlet). Siguin (f,)nen i (gn)nen dues successions de
Sfuncions sobre un interval I tals que g,,(x) és monotona per a tot n natural, la successio
de funcions (g,) convergeix uniformement a 0 i existeix un real M tal que

N
sup Z gn(x)| £ M peratot N natural.
xel| =
Aleshores la série de funcions
D Fa(0gn(x)
n=0
és uniformement convergent en I.
Demostracio. O
Exemple 9.3.15. Exemple del criteri de Dirichlet.

Solucio. O
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Teorema 9.3.16 (Criteri d’Abel). Siguin (f,)nen i (gn)nen dues séries de funcions
sobre un interval I tals que g, és monotona per a tot n natural, existeix un real L tal
que per a tot n natural

suplgn(x)| < L

xel

i tal que la série de funcions 3.,>_ fn(x) sigui uniformement convergent en I. Aleshores
la serie de funcions

D Fa()gn(x)

n=0
és absolutament convergent en 1.
Demostracio. m}
Exemple 9.3.17. Exemple del criteri d’Abel.

Solucio. o

9.3.4 Séries de poténcies

Definicié 9.3.18 (Series de poténcies). Sigui (a,),en una successio de reals 1 xp un
nombre real. Aleshores direm que la serie

o)

Z an(x —xop)"

n=0
€és una serie de funcions amb terme general a, al voltant de x.
Observaci6 9.3.19. Les séries de poténcies son séries de funcions.

Proposici6 9.3.20. Sigui 3. a,(x — x0)" una série de poténcies tal que existeix un
real x| tal que la série

(o)

D an(x - x0)"

n=0

és convergent. Aleshores la série 3 an(x — x0)" és convergent per a tot x tal que
|x = xo| < [x1 = xol.
Demostracio. m

Lema 9.3.21. Sigui (a,)nen una successio creixent de nombres reals. Aleshores el
limit de (a,) existeix i
lim a, = sup a,.

n—eo neN

Demostracio. O

Corollari 9.3.22. Sigui (a,),ecn una successio decreixent de nombres reals. Aleshores
el limit de (ay) existeix i
lim a, = inf a,.
n neN "

n—oo
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Definici6 9.3.23 (Limit superior i inferior). Siguin (a,),cn una successié de nombres
reals i (by)nen 1 (¢n)nen dues successions satisfent

b, =sup{ax | k =n} 1 ¢, =sup{ar |k <n}.
keN keN

Aleshores definim

limsupa, = lim b, 1 liminfa, = lim ¢,
n—oo

n—oo n—oo n—oo

com el limit superior i limit inferior de (a,).
Aquesta definici6 té sentit pel lema 9.3.21 i el corollari 9.3.22.

Teorema 9.3.24. Sigui 3. an(x — x0)" una série de poténcies i R un real tal que
R~ =1lim sup V|ay| .
n—oo

Aleshores

1. lasérie ., a,(x—xo)" és absolutament convergent per atot x satisfent |x — xo| <
R.

2. peratotrealr < R lasériede funcions Y., _, a,(x—xo)" convergeix uniformement
per a tot x satisfent |x — xo| < r.

3. La série 3" an(x — x0)" és divergent per a tot x satisfent |x — xo| > R.
Demostracio. |

Proposicié 9.3.25. Sigui 3., an(x —x0)" una série de poténcies i R un real tal que

. a
R'= lim sup |an]
n—co  |n|
Aleshores
R™" =limsup V|an| .
n—oo
Demostracio. m]

Definicié 9.3.26. Sigui 3>, a,(x — x0)" una série de poténcies tal que existeix un
real R satisfent

1. laserie ), ) an(x—x0)" és absolutament convergent per a tot x satisfent [x — xo| <
R.

o . s L
2. peratotrealr < Rlasériedefuncions 37", a,(x—xp)" convergeix uniformement
per a tot x satisfent |x — xo| < r.

3. Laserie 3, an(x —x0)" és divergent per a tot x satisfent |x — xo| > R.
Aleshores direm que R és el radi de convergeéncia de la seérie de poténcies.

Teorema 9.3.27 (Teorema d’Abel). Sigui 3., an(x — xo)" una série de poténcies
i L un real tal que la série 3, a,L" és convergent. Aleshores la série de poténci-
es 3 o an(x —x0)" és uniformement convergent per a tot x en linterval [xo, xo + L].
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Demostracio. O

Exemple 9.3.28. Volem estudiar per a quins valor de x la série

s xZn
Z i
o 2n
és convergent.
Solucio. ¢

Exemple 9.3.29. Volem calcular la suma

o (=1)"
nz:;) n+l’

Solucio. o

Exemple 9.3.30. Volem calcular la suma

i x2n
o 4n(2n+1)°
Solucio. o

9.3.5 Teorema d’aproximacié polinomica de Weierstrass

Definicié 9.3.31 (Suport d’una funcid). Sigui f: R — R una funcié. Aleshores
definim

Supp(f) = {x eR | f(x) # 0}

com el suport de f.

Definicié 9.3.32 (Suport compacte). Sigui f: R — R una funcié tal que Supp( f)
sigui un compacte. Aleshores direm que f té suport compacte.

Definicié 9.3.33 (Convolucid). Siguin f: R — R i g: R — R dues funcions amb
suport compacte. Aleshores definim

(f*g)(0) = /R F()g(x - 1) dr

com la convolucié de f amb g.

Definici6 9.3.34 (Aproximacié de la unitat). Sigui (¢.)ccr una successié de funcions
amb suport compacte tal que

1. ¢e20.
2. [ ¢e(x)dx=1.

3. peratot§ > 0 tenim que (¢ ) convergeix uniformement a O quan & tendeix a 0
en l’interval (-6, 6).

Aleshores direm que (¢.) és una aproximacié de la unitat.
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Lema 9.3.35. Sigui f: R — R una funcié continua amb suport compacte i (¢ ) ser
una aproximacio de la unitat. Aleshores f x ¢ . convergeix uniformement a f quan &
tendeix a 0.

Demostracio. O

Teorema 9.3.36 (Teorema d’aproximacio polinomica de Weierstrass). Sigui f: [a, b] —
R una funcio continua. Aleshores existeix una successioé de polinomis (pn)nen que
convergeix uniformement a f en interval [a, b].

Demostracio. O

CoroHari 9.3.37. Sigui f: [a,b] — R una funcio continua tal que per a tot n natural
es satisfa

b
/ f(x)x"dx =0.
Aleshores f(x) =0.

Demostracio. ]
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Integrals impropies

10.1 Integral impropia de Riemann

10.1.1 Funcions localment integrables

Definicié 10.1.1 (Funci6 localment integrable). Sigui f: [a,b) — Rambb € RUco
una funci6 tal que f és integrable Riemann per en [a, x| per a tot x < b. Aleshores
direm que f és localment integrable en un interval [a, b).

Definicié 10.1.2 (Integral impropia). Sigui f una funcié localment integrable en un
interval [a, b) tal que existeix el limit

X
lim f(r)dr.
x—b J,
Aleshores denotarem

hm f(z) dr = / f(r)dt,

i direm que fa b f(r)drésla integral impropia de f, i que la integral impropia de f és
divergent.
Si el limit .
lim f(r)dr.
x—b Jg,
no existeix direm que la integral impropia de f és divergent.

Exemple 10.1.3. Volem estudiar la convergéncia de la integral impropia
<1
/ L
o Xe

Solucio. o

segons els valors de « real.
Exemple 10.1.4. Volem estudiar la convergéncia de la integral impropia

1
1
/ L
0o Xx¢
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Solucio. O

10.1.2 Integrals impropies de funcions positives

Lema 10.1.5. Siguin f i g dues funcions positives localment integrables en un
interval [a, b) tals que existeixen dos reals C > 0 i xy < b satisfent, per a tot x
en [xo, b), que

f(x) < Cglx)

i tals que la integral impropia de g és convergent. Aleshores la integral impropia de f
és convergent.

Demostracio. ]

Teorema 10.1.6 (Criteri de comparacid). Siguin f i g dues funcions positives localment
integrables en un interval [a, b) i

W
L= e

tals que

1. L#0iL # oco. Aleshores fab f(x) dx és convergent si i només si fab g(x)dx és
convergent.

2. L=0i fa b g(x) dx és convergent. Aleshores fa b f(x) dx és convergent.

3. L=oci /a b f(x) dx és convergent. Aleshores fa b g(x) dx és convergent.
Demostracio. O
Exemple 10.1.7. Exemple de criteri de comparacio d’integrals impropies.

Solucio. o
Teorema 10.1.8 (Criteri de la integral). Sigui f: [1,00) — (0, 0) una funcic
decreixent. Aleshores la integral impropia /100 f(x) dx és convergent si i només si la

serie 3., f(n) és convergent.

Demostracio. Es conseqiiéncia del lema Criteris de convergéncia (9.1.21) i la definici6
d’Funcions localment integrables (10.1.2). |

Exemple 10.1.9. Volem veure per a quins valors de « > 0 real la integral

/ooa/"dx (10.1)
0

és convergent.
Solucid. o
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10.1.3 Convergencia d’una integral impropia

Teorema 10.1.10 (Condicié de Cauchy). Sigui fa b f(x)dx una funcié localment

integrable en [a, b). Aleshores la integral /a b f(x) dx és convergent si i només si per a
tot € > 0 existeix un xg real tal que per atot N i M reals amb N,M > xgi N <M < b

tenim
M
[ rwa
N

Demostracio. O

< E&.

Definicié 10.1.11 (Convergencia absoluta). Sigui fa b f(x) dx una funcié localment
integrable en [a, b) tal que la integral

Aﬂﬂme

[ . . b .
és convergent. Aleshores direm que la integral fa f(x) dx és absolutament convergent.

Proposicié 10.1.12. Sigui fa b f(x) dx una integral absolutament convergent. Aleshores

. b .
la integral fa f(x) dx és convergent.
Demostracio. O

Exemple 10.1.13. Siguin « i B dos reals no negatius i p(x) un polinomi. Volem
estudiar la convergéncia de la integral

/ p(x)e”xﬁ dx.
0

Solucio. o

Teorema 10.1.14 (Criteri de Dirichlet). Siguin f i g dues funcions localment integrables
de classe C" satisfent que existeix un real C tal que faxlf(x)| dx < Cperatotx € [a,b)
i que g és una funcio decreixent amb

lim g(x) = 0.

X—00
Aleshores la integral

b
[ st e

a
és convergent.
Demostracio. O

Exemple 10.1.15. Sigui & > 0 un real. Volem estudiar la convergéncia de la integral

/ sin(x) dr.
0 x(}.’

Solucio. o
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Teorema 10.1.16 (Criteri d’Abel). Siguin f i g dues funcions localment integrables
satisfent que f és monotona i acotada i que la integral

/fg(x)dx

és convergent. Aleshores la integral

b
[ rtgto e
a
és convergent.
Demostracio. O

Exemple 10.1.17. Volem estudiar la convergeéncia de la integral

/ sin(x) dr.
o €

Solucio. O

10.2 Aplicacions de les integrals impropies

10.2.1 Integrals dependents d’un parametre

Teorema 10.2.1. Sigui f: [a,b] X [¢,d] — R una funcié continua tal que f és
derivable respecte la segona variable i % (x,y) és continua en [a, b] X [c, d]. Aleshores
la funcio

b
F(y) = / Fr.y)dx

és derivable en Uinterval (c, d) i

b
, of
Fo= [ L
a 0)Y
Demostracio. ]

Exemple 10.2.2 (Integral de Gauss). Volem calcular el valor de la integral

/°° e~ dx.

Solucié. \r'. o

Teorema 10.2.3. Siguin f: [a, b) X [c, d] una funcio continua tal que la seva derivada
respecte la segona variable existeix i és continua en [a, b) X [c,d] i younreal en [c, d]
tal que existeixi un § > 0 satisfent que la integral

b
of
[ 0—<x,y>‘dx
a ye(yo-6,y0+5)1 0Y

188



10.2. Aplicacions de les integrals impropies

és convergent. Aleshores la funcio

b
Fo) = [ rnas

a

és derivable en yq i
, bof
F'(yo) = a—(x,yo)dx-

a y

Demostracio. O

Exemple 10.2.4. Volem calcular
/°° ot sin(x) dx
0 X
L

Solucié. § — arctan(z). o

2
1.2
/ X 1 dr.
o log(x)

Solucio. log(3). o

pert > 0.

Exemple 10.2.5. Volem calcular

10.2.2 La funcié Gamma d’Euler

Definicié 10.2.6 (Gamma d’Euler). Sigui r un real positiu. Aleshores definim

I'(r)= / x e dx
0
com la funcié Gamma d’Euler.
Teorema 10.2.7. La funciéo Gamma d’Euler és convergent.
Demostracio. m]
Lema 10.2.8. Siguir > 0 un real. Aleshores
L(r+1)=rr(r).
Demostracio. |

Observacié 10.2.9. Es satisfa
rd{)=1.

Demostracio. Per la definicié de La funcié Gamma d’Euler (10.2.6) tenim que

) e—x
r(1)=/ e dr= —
0

e8]

=1. O

-1 x=0

Lema 10.2.10. Sigui n un natural. Aleshores

I'(n) =(n-1)!
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Demostracio. Es conseqiiéncia del lema 10.2.8 i I’observacié 10.2.9.
Teorema 10.2.11. Es satisfa

i I'(r+1) )
im ——— =
r—o o= A2y

Demostracio.
Corolari 10.2.12 (Férmula d’Stirling). Es satisfa

|
lim — & =1,

n—o00 e—nnnﬂznn
Exemple 10.2.13. Volem calcular

Solucio. \w.
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Series de Fourier

11.1 Funcions periodiques

11.1.1 Funcions periodiques complexes

Definicié 11.1.1 (Funci6 T-periodica). Sigui f: R — C una funci6 tal que existeix
un 7 > 0 real satisfent

T = ;rgRr}{f(x+T) = f(x) per atotx € R}.
Aleshores direm que f €s una funci6 T-periodica.
Exemple 11.1.2. Volem veure que les funcions
(1) =sin(2awr), g(r) = cos(2nwr) i h(r) = !
son funcions iw-periddiques.
Solucio. O

Lema 11.1.3. Sigui f una funcié T periodica. Aleshores f(x +T’) = f(x) per a tot x
real si i només si existeix un enter K tal que T' = KT.

Demostracio. O

Proposicio 11.1.4. Sigui f una funcié T-periodica i integrable. Aleshores per a tot a

real es satisfa
T a+T
| rwar= [T roax

Demostracio. O
Lema 11.1.5. Sigui f una funcié T-periodica i continua. Aleshores | f| esta acotada.
Demostracio. m]

Lema 11.1.6. Sigui f una funcié T-periodica. Aleshores no existeix cap série de
poténcies Y an(x — x0)" tal que 3, an(x — xo)" convergeixi uniformement a f
en R.

Demostracio. O
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11.1.2 Funcions continues a trossos

Definici6 11.1.7 (Funcié continua a trossos). Sigui f: [0, 1] — C una funci6 tal que

el conjunt

{x € [0,1] | f té una discontinuitat salt finit en x}

és finit. Aleshores direm que f és continua a trossos.
Denotarem

C={f:10,1] — C| f és continua a trossos}.

Observacié 11.1.8. Si f pertany a C aleshores f és integrable Riemann.

Demostracio.

Definicié 11.1.9 (Conjunt d’extensions periodiques). Denotarem

P={f:R—Cl|geCif(x)=g(x—k)perx e [k,k+1),k eZ}

com el conjunt d’extensions periodiques. Direm que els elements de $ sén extensions

periodiques.

Lema 11.1.10. Siguin f i g dues extensions periodiques i A un nombre complex.

Aleshores el conjunt P amb les operacions

(f+)) =f()+gkx) i (ANH)(x)=1f(x)

és un espai vectorial.
Demostracio.
Teorema 11.1.11. Sigui E un P-espai vectorial amb el producte escalar
1 —
(o= [ fwman
Aleshores E amb la norma (11.1) és un espai vectorial euclidia.
Demostracio.

Exemple 11.1.12. Volem veure que el conjunt

{en(x) = ™" | n ez}
és un conjunt ortonormal de P.
Solucid.
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11.2 Seéries de Fourier

11.2.1 Coeficients de Fourier

Definicié 11.2.1 (Coeficients de Fourier). Sigui f una extensid periodica. Definim

T = (. = [ e an
0

com I’n-¢sim coeficient de Fourier de f.

Proposicié 11.2.2. Siguin f i g dues extensions periodiques i A i u dos nombres
complexos. Aleshores

Af +pg(n) = Af (n) + pg(n).
Demostracio. O

Proposicio 11.2.3. Sigui f una extensio periodica, T un nombre de (0,1) i f; una
funcio definida com fr(x) = f(x — 7). Aleshores

fe(n) =720 f(n).
Demostracio. m
Proposicié 11.2.4. Sigui f una extensio periodica derivable. Aleshores

f’(n) = 2nin]?(n).

Demostracio. O
Proposicio 11.2.5. Siguin f i g dues extensions periodiques. Aleshores

Frgn) = f(m3(n).
Demostracio. O

Definici6 11.2.6 (Serie de Fourier). Sigui f una extensié periodica. Aleshores definim

S(f)(x) = ) Flmye?™n

nez

com la serie de Fourier de f.

Exemple 11.2.7. Volem trobar la série de Fourier de I’extensio periodica de la funcio

sin(nx) si0<x <4
flx) = .1 2
0 siz <x<1
Solucié. S(f)(x) = % sin(nx) — 2 ¥ (=1)" A~ sin(2mnx). 0

Proposicié 11.2.8. Siguin f i g dues extensions periodiques i A i yu dos nombres
complexos. Aleshores

S(Af +ug)(n) = AS(f)(n) + uS(g)(n).

Demostracio. O
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11.2.2 Paritat d’una funcié

Definicié 11.2.9 (Paritat d’una funcié). Sigui f: R — C una funci6 tal que per a tot x
real es satisfa

1. f(x) = f(—x). Aleshores direm que f és una funci6 parell.
2. f(x) = —f(—x). Aleshores direm que f és una funci6 senar.
Exemple 11.2.10. Volem veure que la funcio
f(x) = sin(x)

és senar i que la funcio
g(x) = cos(x)

és parell.
Solucié. o

Proposicio 11.2.11. Siguin f una funcié parell i g una funcio senar. Aleshores les
funcions f? i g% sén parells i la funcié fg és senar.

Demostracio. d

Proposicié 11.2.12. Siguin f una funcio parell i g una funcio senar tals que f i g son
integrables en 'interval [—a, a]. Aleshores

‘/_:f(x)d.x=2/0af(x)dx i /_:g(x)dxzo.

Demostracio. ]

Lema 11.2.13. Sigui f una extensio periodica tal que
1. f ésparell. Aleshores fés parell.

2. f és senar. Aleshores f és senar.

Demostracio. O

11.2.3 Seéries de Fourier en termes de sinus i cosinus

Proposicié 11.2.14. Sigui f una extensio periodica parell. Aleshores

S(f)(x) =Ao+2 i A, cos(2mnx),

n=1
on 1
A, = / f(x) cos(2mnx) dx.
0

Demostracio. ]
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Proposicié 11.2.15. Sigui f una extensio periodica senar. Aleshores

S(f)(x) =2 i B, sin(2nnx),
n=1

on
1
B, = / f(x) sin(2mnx) dx.
0
Demostracio. m]

Teorema 11.2.16. Sigui f una extensié periodica. Aleshores

S(f)(x) = Ag +2 Z Ay cos(2mnx) +2 Z B, sin(2nnx),
n=1 n=1

on

1 1
A,,=/0 f(x)cos(Qunx)dx i Bn=/0 f(x) sin(27tnx) dx.

Demostracio. O

11.3 Transformacio de Fourier

11.3.1 Convolucié de funcions 1-periodiques

Definicié 11.3.1 (Convolucié de dues extensions periodiques). Siguin f i g dues
extensions periodiques. Aleshores definim

1
(f*8)(x) = /0 F()g(x - 1) dr

com la convolucié de f amb g.

Definicié 11.3.2 (Aproximaci6 de la unitat en extensions peridodiques). Sigui (@) ecer
una successio de funcions tals que ¢ . és una extensié periodica satisfent

1. ¢->0.
1
2. ) ¢e(x)dx=1.
3. peratot$ > 0 tenim que

lim sup |¢]=0.
£-0xe[5,1-6]

Aleshores direm que (¢.) és una aproximacié de la unitat.
Teorema 11.3.3. Sigui f una extensio periodica continua i (¢ ) >0 una aproximacio

de la unitat en extensions periodiques. Aleshores f * ¢ o convergeix uniformement a f
en R quan ¢ tendeix a 0.
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Demostracio. Per la definicié d’Convoluci6 de funcions 1-periodiques (11.3.2) trobem

que
1
/ do(x)dr = 1,
0

iper 11.1.4 tenim que

1
/ p(x—1t)dr =1,
0

iper tant
1
) = A )b (x — 1) di.
Considerem
sup [(f * ¢e)(x) = f(x)].
x€[0,1]
Tenim que

(11.3.1)

1
sup (£ +2)() = £ = sup /0 FO) el — 1) di - F(x)

x€[0,1 x€[0,1]

1 1
- sup /0 F()6(x - 1) di - /O FOPo(x - 1) dr

xe[0,1]
1
- sup / (F(0) = F() sl — 1) dr
xe[0,1][/0
1
< sup / F(0) = FOOlpelx — 1) dr (7.1.19)
xef0,1] Jo

1

sup /f|f(t)—f(x)|¢8(x—r)dt. (11.1.4)

x€[0,1] Jx

Tenim per hipotesi que f és continua, i per la definici6é de Definicions (1.2.4) trobem
que per a tot > 0 existeix un ¢ > 0 tal que per a tot ¢ satisfent |x — ¢| > ¢ tenim

lf(x) = f(O) <

N3

Per tant, amb [ = [x — %,x+%] iJ=10,1],

1

sup [ F17(0) - £@)160(x - =

xeJ

2

=sup( / L) = f@pexr =1 dr+ / » If(t)—f(x)l%(x—t)dt)

eI\ | x—tj<s lx=t|>6

ssup(ﬂ / L, Gex-ndi+ / . If(t)—f(X)I¢s(x—t)dt)

2
xeJ lx—t|<6 lx—t|>6

<sup(2+ / . If(t)—f(X)Iqﬁs(x—t)dt),

2
xeJ lx—t|>6
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i, amb y = x — ¢ tenim que

[ ooy WO = f@l=nar= [ 1703 = F0l0e0)dy

2°2
|x—t|>6 ly|>6

11.3.2 Polinomis trigonometrics

Definici6 11.3.4.
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Teoria de grups

12.1 Grups

12.1.1 Propietats basiques dels grups

Definicié 12.1.1 (Grup). Siguin G # 0 un conjunti *: G X G — G una operacié que
satisfa

1. Peratotx,y,z€ G
xx(y#z) = (xxy)#z

2. Existeix un e € G tal que peratotx € G

X*ke=exX=X.

3. Peracadax € G existeix x” tal que

xxx' =x"xx=e.

Aleshores G és un grup amb la I'operacié *. També direm * dota al conjunt G
d’estructura de grup.

Proposicié 12.1.2. Siguin G un grup amb l'operaciéo i e € G tal que x e = e*x = x
peratotx € G. Aleshores e és linic.

Demostracio. Suposem que existeix un altre element de G amb aquesta propietat,
diguem-ne é € G. Aleshores hauria de ser

pero per hipotesi

Per tant, ha de ser e = é. O

Definicio 12.1.3 (Element neutre d’un grup). Siguin G un grup amb I’operacié * i e
un element de G tal que x * ¢ = e * x = x per atotx € G. Aleshores direm que e és
I’element neutre de G.

Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 12.1.2.
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Notacié 12.1.4. Donat un grup G amb I’operaci6 * escriurem
(1 * x2) * X3 = X1 * X2 * X3.

També denotarem

XP=xx M k.

Si denotem la conjugacié del grup per + usarem la notacié additiva i escriurem
X1+ +Xp

per referir-nos a la conjugacié de + amb si mateix n vegades.
També denotarem
nx=x+" +x.
Proposicio 12.1.5. Siguin G un grup amb l'operacié = i a, b, c tres elements de G.
Aleshores

l. axc=bxc = a=b.
2. cxa=cxb = a=b.

Demostracio. Farem només la demostracio del punt (1) ja que I’altre és analoga.
Com que per hipotesi G és un grup, per la definici6é de Propietats basiques dels
grups (12.1.1) tenim que existeix ¢’ tal que ¢ * ¢’ = e, on e és ’element neutre G, i
tenim
axcxc =bxcxc,

el que significa que
axe=Db=xe,

iens quedaa = b. O

Proposicio 12.1.6. Siguin G un grup amb l'operacio * i element neutre e i a un element
de G. Aleshores existeix un tinic a’ € G tal que

axa =a xa=e.

Demostracio. Notem que existeix un @’ € G que satisfa I’equacié per la definicié de
Propietats basiques dels grups (12.1.1), i per tant la proposicio té sentit.
Suposem doncs que existeix a” € G tal que

axa’=a’" xa=e.
Pero aleshores tenim
axa’=e=axad,

i per la proposicié 12.1.5 ha de ser a’ = a”’, com voliem demostrar. O

Definicié 12.1.7 (Invers d’un element). Siguin G un grup amb ’operacio = i element
neutre e i a un element de G. Per la definicié de grup tenim que existeix un a’ € G tal
que

axa' =a’ xa=e.

Aleshores direm que a’ és I’invers de a en G, i el denotarem per a~'.

Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 12.1.6 i la notaci6 introduida en 12.1.4.
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Proposicié 12.1.8. Sigui G un grup amb 'operacio = i element neutre e. Aleshores

iperhadesere™! =e. m}

Proposicié 12.1.9. Siguin G un grup amb l'operacié = i a un element de G. Aleshores

() ' =

a1 RIS R -
Demostracié. Sigui e 1’element neutre de G. Com que (a 1) és I'invers de a

tenim
-1
(a_l) xal=e

1

pero també tenim que

Per tant és
a*a—l — (a—l)—l *a—l,

i per la proposici6 12.1.5 ha de ser

-1
a= (a_l) . ]
Proposicié 12.1.10. Siguin G un grup amb ['operacié = i a,b dos elements de G.

Aleshores
(axb) ' =btwal.

Demostracio. Sigui e I’element neutre de G. Considerem

(b ' sxaYx(axb)y=b"xa ' xaxb
=b lxexb
=b'xb=ec
i de manera analoga trobem
(axb)* (b ' sxa ) =e.
Aix{ doncs, per la proposicié 12.1.6 tenim que a * b és lainversade b~! x a™!, és a dir

(axb) ' =b"wa Tl O

Lema 12.1.11. Siguin G un grup amb l'operacio + i a, b dos elements de G. Aleshores
existeixen x,y € G unics tals que

bxx=a i y=xb=a.
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Demostracio. Fem només una de les demostracions, ja que I’altre és analoga. Com que
per hipotesi G és un grup, per la definicié de Propietats basiques dels grups (12.1.1)
tenim que existeix b~! € G tal que b~! b = e, on e és I’element neutre de G. Per tant
considerem

b ls(bxx)=b"'%a

i per la definici6 de Propietats basiques dels grups (12.1.1) tenim que aixo és equivalent
a
(b xb)xx=b""xaq,

i de nou per la definici6 de grup, i per la definicié de Propietats basiques dels grups
(12.1.3),

exx=x=b"l%a;
i la unicitat ve donada per la proposicié 12.1.2. O

Teorema 12.1.12. Siguin G un conjunt i x: G X G — G una operacio binaria que
satisfa x * (y+z) = (x*y) * zperatotx,y,z € G. Aleshores els segiients enunciats
son equivalents:

1. G és un grup amb l'operacio .
2. G#0iperatota,b € G existeix uns tinics x,y € G tals que

bxx=a i yxb=a.

3. Existeix e € G tal que per atotx € G tenim x * e = x i existeix un x~' € G tal
1

quex xx =e.
Demostracio. Comencem demostrant (1) = (2). Suposem que G és un grup amb
I’operacié. Veiem que G no €s buit per la definicié de Propietats basiques dels grups
(12.1.1), 1 la segona part és el lema 12.1.11.
Demostrem ara (2) = (3). La primera part es pot veure fixant x € G. Pel punt (2)
tenim que per a cada a € G existeix un unic b € G tal que

axb=x,

i podem fer
atbxe=xxe

i substituint ens queda
X*e=x.

Per veure la segona part notem que pel punt (2) tenim que per a tot x € G existeix
un a € G tal que
xxa=e,

i aleshores @ = x~!.

Ara només ens queda veure (3) = (1). Tenim que per a tot x € G existeix un x~!

tal que x * x~! = e, i de la mateixa manera, existeix un y € G tal que x~! * y = e. Per
tant
-
e=x"1xy
= x_] xe %y

:x_l*x*x_l *y

=x laxsre=x""xx.

214



12.1. Grups

1 1

Aix{ tenim que per a tot x € G es compleix x *x~ =x~ *x = e, d’on podem veure
que e * x = x * e, i com que, per hipdtesi, ’operaci6 = satisfa x * (y x 7) = (x % y) * 2
peratotx,y,z € G es compleix la definicié de Propietats basiques dels grups (12.1.1)
i tenim que G €s un grup amb ’operacié *.

Aixi tenim (1) = (2) = (3) = (1), com voliem veure. m]

12.1.2 Subgrups i subgrups normals

Definici6 12.1.13 (Subgrup). Siguin G un grup amb I’operacié =i H C G un subconjunt
de G tal que H sigui un grup amb ’operacio *. Aleshores diem que H és un subgrup
de G.

També ho denotarem com H < G.
Observacio 12.1.14. ¢ € H.

Proposicié 12.1.15. Siguin G un grup amb ['operacié = i H un subconjunt de G.
Aleshores H és un subgrup de G si i només si per a tot x,y € H tenim que x + y~' € H.

Demostracio. Sigui e 1’element neutre de G. Demostrem primer que la condici6 és
necessaria ( = ). Aix0 ho podem veure per la definici6 de Propietats basiques dels
grups (12.1.1), ja que tenim que y~! existeix i pertany a H, i per tant x * y~!' també
pertany a H.

Demostrem ara que la condicié és suficient ( <= ). Tenim que per atotx € H es
compleix

ipertant x~!' € H.

Ara només ens queda veure que * €s tancat en H; és a dir, que per atot x,y € H
tenim x * y € H. Com que ja hem vist que y~! existeix i pertany a H, per la proposicié
12.1.9 tenim

xxyl=xxy

iper hipotesix «y € H.

Per tant, per la definicié de Propietats basiques dels grups (12.1.1) tenim que H és
un grup amb 1’operacié *, i com que per hipotesi H C G per la definicié de Subgrups i
subgrups normals (12.1.13) tenim que H és un subgrup de G. m}

Proposici6 12.1.16. Siguin G un grup, {H;};c; una familia de subgrups de G i H =
(Nier Hi. Aleshores H és un subgrup de G.

Demostracio. Ho demostrarem amb la proposicié 12.1.15. Siguin * ’operacié de G
i e I’element neutre de G. Tenim H € G i H # 0, ja que per ’observacié 12.1.14
tenim que ¢ € H. Comprovem ara que per a tot x, y € H tenim x * y~! € H. Tenim
que si x,y € H, per la definici6 de H, x,y € H;e¢y; i com que H;c; és un subgrup
de G, x x y~! € H;¢y per la proposicié 12.1.15, i per tant x * y~! € H, com voliem
veure. O
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Proposicié 12.1.17. Siguin G un grup, S # 0 un subconjunt de G,

{Hi}ier={H < G| S <H}

H:ﬂHi.

iel

una familia de subgrups de G i

Aleshores H i és un subgrup de G.

Demostracio. Sigui e 1’element neutre de G. Comprovem que H # (. En tenim prou
amb veure que e € H. Per veure que H és un subgrup de G ho podem fer per la
proposicié 12.1.16. O

Definicié 12.1.18 (Minim subgrup generat per un conjunt). Siguin G un grup, S un
subconjunt de G,
{Hi}ier={HC G| S <H}

H:ﬂHl-.

iel

una familia de subgrups de G i

Aleshores direm que el subgrup H < G és el minim subgrup generat per S i ho
denotarem amb (S).
Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 12.1.17.

Proposicio 12.1.19. Siguin G un grup i g un element de G. Aleshores
({gh) = {gi}ieZ-

Demostracio. Sigui * I'operacié de G. Ho demostrem per doble inclusio.
Comencem veient que

{g'}iez € ({g})-

Per la definici6 de Subgrups i subgrups normals (12.1.18) tenim que existeix una
familia de subconjunts de G que denotarem per {H; };cy, amb

{g} QH:ﬂHi.

iel

Com que {H;};e; son subgrups de G tenim que, donat que g € H;, g" € H; per a
toti € I itotn € Z per la definici6 de Propietats basiques dels grups (12.1.1), i per
tant g" € H, el que és equivalent a dir que g" € (g) peratotn € Z

Ara veiem que

({g}) € {8'}iez.

Denotarem H, = {g'};cz. Hem de veure que H, €s un grup amb I’operaci .

Observem que per a tot g',g/ € Hg es satisfa g' x g7/ = g'™/ € Hg, i per
tant H, < G. Ara bé, com que {g} C Hg, tenim que H, € {H;};e;, és a dir,
que H, pertany a la familia de subconjunts de G que contenen {g}; el que significa
que ({g}) < Hg, i per tant

({g}) € {g'}iez. O

Definicié 12.1.20 (Ordre d’un grup). Sigui G un grup. Direm que |G| és ’ordre del
grup. Si |G| és finit direm que G €s un grup d’ordre finit, i si |G| no és finit direm
que G és un grup d’ordre infinit.
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Proposicié 12.1.21. Siguin G un grup amb element neutre e i g un element de G.
Aleshores
[({g}) =n = n=min{k e N | gk = ¢}.

Demostracio. Sigui % I'operacié de G. Comencem amb la implicacié cap a I’esquerra
( & ). Suposem doncs que n = min{k € N | g*¥ = ¢}. Pel La divisi6 euclidiana i la
identitat de Bézout (4.2.29) tenim que per a tot ¢ € Z existeixen uns tnics Q € Z,r € N,
amb r < n tals que t = Qn + r. Per tant

gt — ng+r
=g%"x g’
=(gMCxg"
=e2 « g =g
Per tant, comque 0 < r < n, |[{{g})| = n.

Fem ara la implicaci6 cap a la dreta (= ). Suposem doncs que |{({g})| = n. Com
que el grup és finit per a cada i € Z existeix j € Z tal que g' = g/ i, com que ({g}) és
un grup, per la definicié de Propietats basiques dels grups (12.1.1) existeix g/ € ({g})
tal que g’/ = e.

Sigui doncs 7 € N tal que g’ = e. Aleshores, pel La divisi6 euclidiana i la identitat

de Bézout (4.2.29) existeixen uns Unics Q,r € N, amb r < n tals que t = On +r. Per
tant

gl = g0
= g% xg"
=(g")%xg"
=e2 % g
=g =e.

ipertant r = 0, i tenim ¢t = Qn, i per tant n = min{k € N | g¥ = ¢}. O

Definicié 12.1.22 (Conjugacié entre conjunts sobre grups). Siguin G un grup amb
I’operaci6 * i H un subconjunt de G. Aleshores definim

GH={g+h|geG,heH} i HG={h+g|geG,heH}.

Definici6 12.1.23 (Subgrup normal). Siguin G un grup i H un subgrup de G. Aleshores
direm que H és un subgrup normal de G si per a tot x € G tenim

{x}H = H{x}.
Ho denotarem com H < G.
Proposicié 12.1.24. Siguin G un grup i H un subgrup de G. Aleshores son equivalents
1. {x}H=H{x}peratotx €G.
2. {(x"“3H{x}=Hperatotx € G.

3. {x"ZWH{x} CHperatotx € G.
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Demostracio. Sigui * I’operacié de G. Comencem demostrant (1) = (2). Suposem
que H és un subgrup normal de G, per la definicié de Subgrups i subgrups normals
(12.1.23) tenim {x}H = H{x} per atot x € G. Aleshores tenim

(Y = HxH{x™")
={h+xxx'|heH}
={h|heH}=H.

Continuem demostrant (2) = (3). Suposem que {x}H{x"'} = H. Tenim
que {x}H{x"'} =H C H.

Demostrem ara (3) = (1). Suposem doncs que {x~'}H{x} C Hperatotx € G.
Aixo significa que peratot i € H existeix un &’ € H tal que x * h+x~! = I’, i aleshores,
per la definicié de Propietats basiques dels grups (12.1.1), x « h = h’ *x € H, i per
tant x * h € H{x} per atotx € G. Aixi hem vist que {x}H C H{x}. Per veure ’altre

inclusi6 es pot donar un argument analeg, i per tant {x}H = H{x}.
T aixi hem vist que (1) = (2) = (3) = (1) i hem acabat. m|

12.1.3 Grups ciclics i grups abelians

Definicié 12.1.25 (Grup abelia). Sigui G un grup amb 1’operacié + tal que per a
tot x,y € G satisfa
X+y=y+x.

Aleshores direm que G és un grup abelia.

Proposicioé 12.1.26. Sigui G un grup amb lU'operacié +. Aleshores G és un grup abelia
si i només si per a tot a,b € G es compleix

—(a+b)=-a-b.

Demostracio. Que la condicié és necessaria (= ) ho podem veure amb la definicié
de Grups ciclics i grups abelians (12.1.25) i la proposicié 12.1.10.

Demostrem ara que la condici6 €s suficient ( <= ). Diem que I’element neutre
de G és e. Per la definici6 de Propietats basiques dels grups (12.1.1) tenim que

(a+b)—(a+b)=ce, (12.1)
que és equivalent a
(a+b)—(a+b)-(-(a+b)) =—(=(a+D)),
i aleshores

a+b=—-(-(a+b))

=—(-b-a) (Proposici6 12.1.10)
=—(-(b+a)) (Hipétesi (12.1))
=b+a, (Proposicié 12.1.9)

i per la definicié de Grups ciclics i grups abelians (12.1.25), G és un grup abelia. O

Definicié 12.1.27 (Grup ciclic). Siguin G un grup amb ’operaci6 * i g un element
de G. Aleshores diem que el grup ({g}) amb ’operaci6 * és un grup ciclic i que g és
un generador del grup.
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Proposicié 12.1.28. Sigui G un grup ciclic. Aleshores G és un grup abelia.

Demostracio. Sigui = I’operacié de G. Com que G és un grup ciclic, per la definicié
de Grups ciclics i grups abelians (12.1.27) tenim que existeix un g tal que ({g}) = G.
Siguin a, b dos elements de G, i com que G és un grup ciclic,hade sera = g"ib = g"
per a certs m,n € N. Ara bé, tenim que g"" = g" = g™ x g", ja que

i aleshores a * b = b * a, i per la definici6é de Grups ciclics i grups abelians (12.1.25)
hem acabat. O

Proposici6 12.1.29. Siguin G un grup ciclic i H un subgrup de G. Aleshores H és un
grup ciclic.

Demostracio. Siguin * ’operacié de G i e I’element neutre de G. Per I’observacié
12.1.14 tenim que e € H. Si H = {e} no hi ha res a demostrar. Suposem que H # {e},
aleshores existeix un g € G tal que g" € H per acert n € N. Sigui doncs m 1’enter més
petit tal que g € H; volem demostrar que H = ({g™}).

Sigui a un element de H. Aleshores comque a € H C G,a = g" peracertt € N, i
pel La divisi6 euclidiana i 1a identitat de Bézout (4.2.29) existeixen Q,r € N,ambr < m
tals que r = Qm +r, i per tant g’ = g2+ Aleshores tenim

g =(g"M%xg,

ihadeser g” € H, jaque g™ € H, i per la definici6 de Propietats basiques dels grups
(12.1.1) tenim que (g'”)_1 € H. Per tant g" € H. Pero ara bé, m era el minim enter tal
que g™ € H,ir < m, per tant ha de ser g" = e, és a dir, r = 0 i per tant t = Om; el
que significa que H = {(g™)? | Q € N} i per la proposici6 12.1.19 H = ({g"}) i hem
acabat. O

Proposicié 12.1.30. Siguin G un grup ciclic d’ordre n finit i d € N un divisor de n.
Aleshores existeix un iinic subgrup de G d’ordre d.

Demostracio. O

12.1.4 Grup quocient

Proposicié 12.1.31. Siguin G un grup amb l'operacio = i H un subgrup de G. Aleshores
la relacio

x~y & x*xy ' eHperatotx,y €G
és una relacié d’equivaléncia.
Demostracio. Sigui e 1’element neutre del grup G. Comprovem les propietats de la
definicié de relacié d’equivaléncia:

1

1. Reflexiva: Sigui x € G. Aleshores x % x™" = e, i tenim 1’observaci6 12.1.14.
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2. Simétrica: Siguin x, y € G i suposem que x ~ y, aix0 significaque x * y~! € H, i
per la definicié de Propietats basiques dels grups (12.1.1) tenim que (x*y~ 1)~ €
H, ja que per hipotesi H és un grup, i per les proposicions 12.1.10 i 12.1.9 tenim

que
(xy ) =yral
iaixo0 ésy ~ x.

3. Transitiva: Siguin x,y,z € G i suposem que x ~ yiy ~ z. Pertantx * y~' € H,
iy*z ! € H. Com que per hipotesi H és un grup, tenim que

(xxy ) (yxz) eH,
que és equivalent ax x z~! € H,ipertantx ~ z.
I per la definici6 de Relacions d’equivaléncia (3.3.2) hem acabat. O

Proposici6 12.1.32. Siguin G un grup amb l'operacio * i H un subgrup de G i ~ una
relacio d’equivaléncia tal que

X~y & x>x<y’1 € Hperatotx,y €G.
Aleshores el conjunt quocient G |H amb ['operacio
x: G/HXG/H — G/H
[x] = [y] ¥ [x*y]
és un grup si i només si H és un subgrup normal de G.
Demostracio. O

Definici6 12.1.33 (Grup quocient). Siguin G un grup amb ’operaci6 * i N un subgrup
normal de G. Aleshores direm que el grup G /N amb 1’operacié

*: G/INXG/N — G/N
[x] * [y] ¥ [x = y]

és el grup quocient G modul N.
Aquesta definicié té sentit per la proposicié 12.1.32.

Lema 12.1.34. Siguin G un grup amb l'operacié *, H un subgrup de G, x un element
deGi

fy: H— {x}H

hr— x*h
una aplicacié. Aleshores f és bijectiva.
Demostracio. Veiem que aquesta funci6 €s bijectiva trobant la seva inversa:

S H — H

yb—)x_l*y

i comprovant fy(fr1(h)) = hi f7'(fi(h)) = h. Per tant f és bijectival. O

lde fet, fc!=f,-1
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Observacié 12.1.35. {x}G =G.

Teorema 12.1.36 (Teorema de Lagrange). Siguin G un grup d’ordre finit i H un
subgrup de G. Aleshores |H| divideix |G|.

Demostracio. Sigui = I’operacié de G. Fixem x € G i considerem la funcié

fxi H— {x}H

hr—xxh

Pel lema 12.1.34 trobem |H| = [{x}H|. Tenim que |G| és el resultat de multiplicar
el ndmero de classes d’equivaléncia pel nombre d’elements d’una de les classes, és a
dir
|G| =G /H||H|

i per tant |H| divideix |G|. m}
Corollari 12.1.37. Sigui G un grup d’ordre p primer. Aleshores G és un grup ciclic.

Demostracio. Sigui e I’element neutre de G. Prenem un element g € G diferent de e
i considerem el subgrup de G generat per g. Pel Grup quocient (12.1.36) tenim que
I’ordre de ({g}) divideix I’ordre de G i com que per hipotesi I’orde de G és primer
ig! # e, jaque g és per hipotesi diferent de I’element neutre, tenim que |[({g})| = p, i
per tant ({g}) = G i per la definicié de Grups ciclics i grups abelians (12.1.27) tenim
que G és un grup ciclic. |
Definici6 12.1.38 (L'index d’un subgrup en un grup). Siguin G un grup i H un subgrup
de G. Aleshores definim Gl

[GH]:E

com ’indexde H a G.

12.2 Tres Teoremes d’isomorfisme entre grups

12.2.1 Morfismes entre grups

Definicié 12.2.1 (Morfisme entre grups). Siguin G| un grup amb 1’operacié *, G, un
grup amb l'operacié o i f: G; — G, una aplicacié que, per atot x, y € G satisfa

Jxy)=f(x)o f(y).
Aleshores diem que f és un morfisme entre grups. Definim també
1. Si f és injectiva direm que f és un monomorfisme entre grups.
2. Si f és exhaustiva direm que f és un epimorfisme entre grups.

3. Si f és bijectiva direm que f és un isomorfisme entre grups. També escriu-
rem G| = G, i direm que G i G, s6n grups isomorfs.

4. Si G| = G, direm que f és un endomorfisme entre grups.

5. Si Gy = G, 1 f és bijectiva direm que f és un automorfisme entre grups.
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Proposicié 12.2.2. Siguin G| un grup amb element neutre e, G un grup amb element
neutre e’ i f: G1 — Gy un morfisme entre grups. Aleshores

1. f(e)=¢.
2. f(x7Y) =f(x)peratotx € Gy.

Demostracio. Siguin * I'operacié del grup G i o 'operaci6 del grup G,. Veiem primer
el punt (1). Per la definicié de morfisme tenim que per a tot x € G

f(x)o f(e) = f(xxe) (Morfismes entre grups (12.2.1))
= f(x) (Propietats basiques dels grups (12.1.3))
= f@oe

i per la proposicié 12.1.5 tenim f(e) = ¢’.
Per demostrar el punt (2) en tenim prou en veure que per atotx € G

f@) o f(x = flxxx (Morfismes entre grups (12.2.1))
= f(e) (Propietats basiques dels grups (12.1.7))
= f(x_1 *X) (Morfismes entre grups (12.2.1))

=f(x"Do f(x)

i pel punt (1) d’aquesta proposicié f(x) o f(x™') = f(x™!) o f(x) = ¢’, i per la
proposicié 12.1.6 tenim que f(x~!) = f(x)~!, com voliem. O

Proposicié 12.2.3. Siguin G, H i K tres grupsi f: G — Hig: H — K dos
morfismes entre grups. Aleshores g(f): G —> K és un morfisme entre grups.

Demostracio. Siguin #, o i + les operacions de G, H i K, respectivament. Per la
definicié de Morfismes entre grups (12.2.1) tenim que peratot g1,82 € Hihy,hp € H

tenim f(g1 * g2) = f(g1) © f(g2) i g(h1 o h2) = g(h1) + g(h2). Per tant
8(f(g1+g2) =g(f(g1) f(82) =8(f(g1) +8(f(g2)),
i per la definicié de Morfismes entre grups (12.2.1) hem acabat. O
Proposicio 12.2.4. Siguin G| i G, dos grups tals que
G = Gs.

Aleshores

1. Gy és un grup abelia si i només si G, és un grup abelia.

2. Gy ésun grup ciclic si i només si G, és un grup ciclic.

Demostracio. Siguin * 1’operacié de G; i o 'operacié de G,. Per la definicié de
Morfismes entre grups (12.2.1) tenim que existeix un f: G; — G, un isomorfisme
entre grups.

Comencem demostrant el punt (1). Suposem doncs que G és un grup abelia. Per
la definici6é de Grups ciclics i grups abelians (12.1.25) tenim que per atota, b € G es
compleix a * b = b * a. Aleshores tenim

flaxb)=f(b+a)
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i per la definici6é de Morfismes entre grups (12.2.1) tenim que

f(a)o f(b) = f(b)o f(a),

iper tant, com que per la definici6é de Morfismes entre grups (12.2.1) f és un bijectiu, G,
satisfa la definici6 de Grups ciclics i grups abelians (12.1.25).

Demostrem ara el punt (2). Suposem doncs que G és un grup ciclic. Per la
definici6 de Grups ciclics i grups abelians (12.1.27) tenim que G| = {g'};cz per a
un cert g € G;. Per tant, com que f és bijectiva per la definicié de Morfismes entre
grups (12.2.1) tenim que per a tot x € G, es compleix x = f(g’) perauncerti € Z, i
per la definicié de Morfismes entre grups (12.2.1) tenim que? f(g%) = f(g)’,iperla
definici6é de Grups ciclics i grups abelians (12.1.27) G, és un grup ciclic. m}

Definicié 12.2.5 (Nucli i imatge d’un morfisme entre grups). Siguin G| un grup amb
element neutre ¢, G, un grup amb element neutre ¢’ i f: G| — G, un morfisme entre
grups. Aleshores definim el nucli de f com

ker(f) ={x € G | f(x) =€},

ila imatge de f com
Im(f) ={f(x) € G2 | x € G1}.

Observacié 12.2.6. ker(f) € G, Im(f) C G»,.

Proposici6 12.2.7. Siguin G| i G, dos grups i f: G| — G, un morfisme entre grups.
Aleshores

1. ker(f) és un subgrup normal de G .
2. Im(f) és un subgrup de G.

Demostracio. Aquest enunciat té sentit per I’observacié 12.2.6.

Siguin * I’operacié de G i o 'operacié de G, i e I’element neutre de G i €’
I’element neutre de G,. Primer comprovem el punt (1). Comencem veient que ker( f)
és un subgrup de G;. Per la proposicié 12.1.15 tenim que ens cal amb veure que
si a,b € ker(f), aleshores a * b™! € ker(f). Aixo és cert ja que si a,b € ker(f)
aleshores f(a) = e’ i f(b™') =¢’,ipertanta + b~! = e x e~! = e, el que significa
que f(axb~ ') =¢,itenima * b~! € ker(f).

Comprovem ara que el subgrup és normal. Per la proposicié 12.1.24 en tenim
prou en veure que per atotx € ker(f)ig € G, x * g *x~' € ker(f). Aix0d ho veiem
notant que si g € ker(f), f(g) =¢’,ipertant f(x xg*x~1) = f(x) oe’ o f(x )i
aix0 és f(xxx~') = ¢’ ipertantx * g xx~! € ker(f).

Acabem veient el punt (2). De nou per la proposicié 12.1.15 tenim que si per
a tot f(a), f(b) € Im(f) tenim f(a) o f(b)~' € Im(f) aleshores Im(f), és un
subgrup de G,. Aix0 és cert, ja que per la definici6 de Morfismes entre grups
(12.2.1) i la proposicié 12.2.2 tenim f(a) o f(b)~! = f(a * b~'); i per la definicié
de grup a = b~! € Gy, i per la definicié6 de Morfismes entre grups (12.2.1) tenim
que f(a) o f(b)™! € Im(f), i per tant Im(f) és un subgrup de G,, com voliem
veure. O

Proposicié 12.2.8. Siguin G| un grup amb element neutre e, Go un grup, i f : G; — G,
un morfisme entre grups. Aleshores

2e] primer és amb I’operaci6 # i el segon amb ’operaci6 o.
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1. f és un monomorfisme si i només si ker(f) = {e}.
2. f és un epimorfisme si i només si Im(f) = G».

Demostracio. Siguin * ’operacié de G, o I'operaci6é de G, i ¢’ I’element neutre
de G,. Comencem fent la demostracié del punt (1) per la implicaci6 cap a la dreta
( = ). Suposem doncs que f és un monomorfisme, i per tant injectiva. Per la
definicié de Morfismes entre grups (12.2.5) tenim que ker(f) ={x € G | f(x) = ¢’}.
Suposem x € G, és adir, f(x) = e’. Arabé, com que f és injectiva per la proposicié
12.2.2 ha de ser ker(f) = {e}.

Demostrem ara la implicaci6 cal a I’esquerra ( <= ). Suposem doncs que ker(f) =
{e}. Siguin x,y € G, dos elements que satisfacin f(x) = f(y). Com que, per la
proposicié 12.2.7 ker(f) és un subgrup de G, tenim que x * y~! € Gy, i per tant

fsy™=fx)ofy™) (Morfismes entre grups (12.2.1))
= f(x)o f(»~! (Proposicié 12.2.2)
=fMofn=¢,

i per tant x * y~! € ker(f), perd per hipotesi teniem ker(f) = {e}, i per tant ha de

serx * y~! = e, el que és equivalent a x = y, i per tant f és injectiva.

Demostrem ara el punt (2) comencant per la implicacié cap a la dreta ( = ).
Suposem doncs que f és un epimorfisme, i per tant exhaustiva, i per tant per a
cada y € G, existeix un x € G tal que f(x) =y, i per la definici6 d’Morfismes entre
grups (12.2.5) tenim que Im(f) = G».

Acabem demostrant la implicacié cap a I’esquerra ( <= ). Suposem doncs
que Im(f) = G, i prenem y € G,. Aleshores per la definicié d’Morfismes entre grups
(12.2.5) tenim que existeix un x € G tal que f(x) =y, i per tant f és exhaustiva. O

Proposici6 12.2.9. Siguin G1 i G, dos grups i f: G; — G, un morfisme entre grups.
Aleshores

1. SiH <G, = {f(h)€Gy|heH} <G
2. SiH, <Gy = {heG| f(h) € H} <Gj.
3.8iH, 4G, = {heG,|f(h) e H} <Gy

Demostracio. Siguin = I’operacié de G i o 'operacié de G,. Comprovem primer el
punt (1). Suposem doncs que H; és un subgrup de G;. Denotarem H = {f(h) €
Gy | h € Hy}. Siguin x,y € Hy; per la proposicié 12.1.15 només ens cal veure
que f(x) o f(y)~' € H. Aixd és

f@ofM ™ =fx)of>7h (Proposicié 12.2.2)
= flx=yh. (Morfismes entre grups (12.2.1))

Ara bé, com que x,y € H; i Hy és un subgrup de G, per la proposicié 12.1.15 tenim
quex*y~! € Hy,ipertant f(x*y~') € H,1iper la definicié6 de Morfismes entre grups
(12.2.1) i la proposicié 12.2.2 tenim que f(x) o f(y)~! € H, i per tant H és un subgrup
de G,, com voliem veure.

Comprovem ara el punt (2). Suposem doncs que H, és un subgrup de G i
denotem H = {h € G| | f(h) € Hy}. Per la proposicié 12.1.15 només ens cal
veure que per a tot x,y € H es satisfa x * y~! € H. Six,y € H aleshores tenim
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que f(x), f(y) € Hy, i com que H; és un grup, aleshores per la definicié de Propietats
basiques dels grups (12.1.1) hade ser f(x)o f(y~') € H, Aleshores, per la definici6 de
Morfismes entre grups (12.2.1) tenim f(x)o f(y™') = f(x*y~!),ipertantx*y~! € H
i aixi tenim que H és un subgrup de G;.

Veiem el punt (3) per acabar. Suposem doncs que H; €s un subgrup normal de G,
idefinim H = {h € G, | f(h) € Hy}. Per demostrar-ho prenem g € G, h € H tal
que f(h) € Hifem

f(®) o fhyof(®)™ =f(g)of(h)ofleg™ (Proposici6 12.2.2)
=f(g*hx g‘l) (Morfismes entre grups (12.2.1))

Arabé, com que H; és un subgrup normal de G, tenim que, peratot g € Gy, f(g* h*
g ') e Hy,ipertant g x h  g~! € H, que satisfa la definicié de Subgrups i subgrups
normals (12.1.23) per la proposicié 12.1.24. m}

Teorema 12.2.10 (Teorema de representacié de Cayley). Sigui G un grup amb
loperacio . Aleshores G és isomorf a un subgrup de Sg amb l'operacio o, on Sg és
el grup simétric dels elements de G.

Demostracio. Sigui e I’element neutre de G. Definim

¢: G — Sg (12.2)
gr—0,:G—G (12.3)

X g*Xx

Tenim que o, és bijectiva ja que €s una permutacié. Comprovarem que ¢ €s un mono-

morfisme entre grups. Veiem primer que és un morfisme entre grups. Prenem g, g’ € G.
L . N B

Per la definicié (12.2) tenim que (g * g’) = 0gug’. Per veure que ogugr = 0 0 O

observem que per atotx € G

O-g*g’(-x) =8 *gl * X
=g o-g/(x)

=0g 00y (x),

i per la definici6 de Morfismes entre grups (12.2.1) tenim que ¢ és un morfisme entre
grups. Veiem ara que ¢ és un monomorfisme. Per la definicié de Morfismes entre
grups (12.2.5) tenim que

ker(p) = {x € G | f(x) =ldg}.

Arabé, o, = Id és, per la definici6 (12.3), equivalent a dir que g+x = x peratotax € G,
i per la definicié de Propietats basiques dels grups (12.1.3) aixo és siinomés si g = e, i
per tant

ker(p) = {e},

i per la proposicié 12.2.8 tenim que ¢ és un monomorfisme, com voliem veure.
Per tant, per la proposici6 12.2.9 tenim que

G = Im(¢) < Sg - O
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12.2.2 Teoremes d’isomorfisme entre grups

Teorema 12.2.11. Siguin G un grup amb l'operacio *, G, un grup amb [’operacio o
i f: Gi — Gy un morfisme entre grups. Aleshores G /ker(f) = Im(f).

Demostracio. Siguin e ’element neutre de G| i ¢’ 1’element neutre de G;. Definim
I’aplicacié
¢: Gi/ker(f) «— Im(f) (12.4)
[x] — f(x)
Comprovem primer que aquesta aplicacio esta ben definida:

Suposem que [x] = [x”]. Aix0 és que x” € {x} ker(f), i equivalentment x’ = x % h
per a cert h € ker(f). Per tant

e([x']) = @([x = h]) (Definici6 (12.1.33))
= f(x*h) (Definici6 (12.4))
= f(x)o f(h) (Morfismes entre grups (12.2.1))
=f(x)oe (Morfismes entre grups (12.2.5))
= f(x) = ¢([x]) (Definici6 (12.4))

i per tant ¢ esta ben definida. Veiem ara que ¢ és un morfisme entre grups. Tenim que

e([x] = [¥]) = ¢([x = ¥]) (Definicié (12.1.33))
= f(x*y) (Definici6 (12.4))
= f(x)o f(y) (Morfismes entre grups (12.2.1))
= @([x]) o o([¥D), (Definici6 (12.4))

i per la definici6 de Morfismes entre grups (12.2.1) ¢ és un morfisme entre grups.
Continuem demostrant que ¢ és injectiva. Per la definicié de Morfismes entre grups
(12.2.5) tenim que ker(¢) = {[x] € G/ker(f) | ¢([x]) = e},1ipertantker(y) = ker(f),
jaque f(x) = e siinoméssix € ker(f), iper tant ker(¢) = [e] i per la proposicié
12.2.8 ¢ és injectiva.

Per veure que ¢ és exhaustiva veiem que si [x] € G/ker(f), per la definici6 de
Grup quocient (12.1.33) tenim que x = x” = y per a uns certs x’ € G, h € ker(f), i per
tant

o([x]) = o([x" * h])

= o([x'] * [h]) (Grup quocient (12.1.33))
= f(x") o f(e) (Morfismes entre grups (12.2.1))
= f(x") (Propietats basiques dels grups (12.1.1))
= flexh™)

= f(x)o f(h7Y) (Morfismes entre grups (12.2.1))
= f(x)o f()™ (Proposici6 12.2.2)
=f(x)oe ! = f(x). (Proposicié 12.1.8)

Aixi veiem que Im(¢) = Im(f). Per tant ¢ és un isomorfisme, i per la definicié
d’Morfismes entre grups (12.2.1) tenim G /ker(f) = Im(f), com voliem veure. O
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Teorema 12.2.12 (Primer Teorema de 1’isomorfisme). Siguin G i Gy dos grups
i f: Gi — Gy un epimorfisme entre grups. Aleshores

1. Gl/ker(f) = Go.
2. L'aplicacio

o1 {H | ker(f) <H <G} «—— {K|K <Gy} (12.5)
Hw+— {f(h)eG, | heH}

és bijectiva.
3. L'aplicacio

0. {H | ker(f) <H <G} «—— {K|K 2G3} (12.6)
Hw+— {f(h)eG, | heH}

és bijectiva.

Demostracio. Siguin = ’operaci6 de G1, e I’element neutre de G| i ¢’ I’element neutre
de Gz.

El punt (1) és conseqiiencia del Teorema 12.2.11, ja que si f és exhaustiva, Im(f) =
Gy, ipertant Gy /ker(f) = G,.

Per veure el punt (2) comencem demostrant que ¢; esta ben definida. Siguin H; =
H, € {H | ker(f) < H < G}. Aleshores, per la hipotesi (12.5) tenim ¢ (H;) =
{f(h) € Gy | h € Hi}i¢(Hy) = {f(h) € G, | h € Hy}, i com que f és una
aplicacio, i per tant ben definida, ¢1(H;) = ¢1(H?).

Continuem comprovant que ¢; €s bijectiva. Per veure que €s injectiva pre-
nem Hy, Hy € {H | ker(f) < H < G}tals que ¢1(H) = ¢1(H7). Aix0, per la hipotesi
(12.5) és

{f(h) € G2 | he Hi} ={f(h) € G2 | h € H3}.

Per tant siguin h; € Hy, h, € Hj tals que f(hy) = f(hy). Equivalentment, per la
proposicié 12.1.6 i 1a definicié de Propietats basiques dels grups (12.1.7) i la proposicié
12.1.8 tenim les igualtats f(h;' * hy) = f(hy' = hy) = €', i per la definici6 de
Morfismes entre grups (12.2.5) tenim hz_l * hl,hl_l * hy € ker(f), i per la hipotesi
(12.5) aixd és hy ' = hy € ker(f) € Hy i hy' » hy € ker(f) € H,. Observem que aixd
ésque hy € {hy}ker(f)) C Hy i hy € {h1}ker(f)) C Hy. Aix0 vol dir que Hy C H;
i H, C Hy, i per doble inclusi6 aixo és Hy = H,, com voliem veure.

Per veure que ¢; és exhaustiva tenim que per la proposicié 12.2.9 i per la hipotesi
(12.5) tenim que donat un conjunt K tal que K < G, aleshores el conjunt H = {k €
G | f(h) € K} satisfa H < Gy, i per la definicié de Morfismes entre grups (12.2.5)
tenim que es compleix ker(f) < H < Gy, i per tant ¢ (H) = K, i per tant ¢ és
exhaustiva i per tant bijectiva.

Es pot demostrar el punt (3) amb el mateix argument que hem donat per demostrar
el punt (2). m]

Proposicié 12.2.13. Siguin G un grup i H, K subgrups de G. Aleshores
1. Si K 4 G, aleshores HK < G.

2. SiH,K < G, aleshores HK < G.
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Demostracio. Sigui * 'operacié de G. Comencem veient el punt (1). Per la proposicié
12.1.15 només ens cal comprovar que per a tot x,y € HK es satisfa x * y~! € HK.
Siguin doncs x,y € HK, que podem reescriure com x = hy % k; 1y = hy * kj.
Calculem x * y~!:

xxy t=hyeky s (hy ko)

=hy*ky k'« hy! (Proposici6 12.1.10)
=hy =k * hz_l * kz_l, (Subgrups i subgrups normals (12.1.23))
=hy = hz_1 w ko ox kz_l, (Subgrups i subgrups normals (12.1.23))

i com que, per la definicié de Propietats basiques dels grups (12.1.1) tenim A; i) 'eH
iki*ky' €K, veiem que x x y~! € HK, com voliem demostrar.
La demostraci6 del punt (2) és analoga a la del punt (1). |

Lema 12.2.14. Siguin G un grup, H un subgrup de G i K un subgrup normal de G.
Aleshores HN K < H.

Demostracio. Siguin * I'operacié de G. Prenem x € Hiy € H N K. Per la proposicié
12.1.24 només hem de veure que peratotx € Hiy € HNK, essatisfax~ !« yxx € H.
Ara bé, com que K és un grup normal, per la mateixa proposicié 12.1.24, com que
per hipotesi y € H N K, i en particular y € K, tenim que x~! % y * x € K. Per veure
que x~! % y * x € H tenim prou amb veure que x, y € H, i com que H és un subgrup
de G, i per tant un grup, per la definicié de Propietats basiques dels grups (12.1.1)
tenimque x~' x yxx € H,ipertantx™' xyxx € HNK. O

Teorema 12.2.15 (Segon Teorema de I’isomorfisme). Siguin G un grup, H un subgrup
de G i K un subgrup normal de G. Aleshores

(HK)/K = H/(H N K).

Demostracio. Aquest enunciat té sentit pel lema 12.2.14.
Siguin = I’operaci6 de G i e I’element neutre de G. Definim

f: HK — H/(HNK) (12.7)
ok — [h].

Demostrarem que f és un epimorfisme; pero primer cal veure que f esta ben definida.
Prenemdoncs hyxkq, hyxk, € HKamb hy, hy, € Hiky, ky € Ktalsque hyxky = hyxko,
ipertant i, Lihy = kox k1_1 . Arabé, com que per hipotesi i per la definicié de Propietats
basiques dels grups (12.1.7) tenim que hy, h;' € H ialavegada ko, k;' € K, per la
definici6 de Propietats basiques dels grups (12.1.1) tenim hz‘1 «hy € Hikyx kl_l ekKi
com que hy' s hy = ko # k| tenim que [h5 '« by ] = [k3 '« k1] = [e], i per la definici6
de Grup quocient (12.1.33) tenim que [/1] = [h2] i per tant f esta ben definida.

Veiem ara que f €s un morfisme entre grups. Prenem hy, h, € Hiky, ky € K, i per
tant hy x ki, hy x kp € HK, i fem

S (hy = ky# hy * ko) = [hy * ha] (Definicié (12.7))
=[] = [h2] (Definici6 (12.1.33))
= f(h1 = k1) = f(hy * k) (Definici6 (12.7))
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i per tant f satisfa la definici6 de Morfismes entre grups (12.2.1).
Continuem veient que f és exhaustiva. Prenem [h] € H/(H N K). Per la definicié
(12.7) tenim que f(h = k) = [h] per a qualsevol k € K, i per tant f és exhaustiva.
Per tant f és un epimorfisme, i per tant, pel Teoremes d’isomorfisme entre grups
(12.2.12) tenim
HK /ker(f) = H/(HNK).

Arabé, per la definici6 de Morfismes entre grups (12.2.5) tenim que ker( f) = {h; %k €
HK | f(hy = ki) = [e]},1per tant ker(f) = K i trobem

HK/K = H/(HNK). o

Teorema 12.2.16 (Tercer Teorema de I’isomorfisme). Siguin G un grup i H, K dos
subgrups normals de G amb K C H. Aleshores

G/H = (G/K)/(H/K).
Demostracio. Definim les aplicacions
¢1: G — G/K i ¢: G/K — (G/K)/(H/K)

g — [g] [g] — [g]

Veiem que ¢; i ¢ s6n morfismes.
Per la proposici6 12.2.3 tenim que ¢,(¢1): G — (G/K)/(H/K) és un epimorfis-
me entre grups, i pel Teoremes d’isomorfisme entre grups (12.2.12) trobem

G [ker(p2(¢1)) = (G/K)/(H/K).

Veiem ara que ker(¢,(¢1)) = H. Per la definici6é de Grup quocient (12.1.33) tenim
que G/K={gK|geG}iH/K={hK | he H},iper tant

(G/K)/(H/K) ={gKhK | g € G,h € H}, (12.8)

perd com que, per hipotesi, H i K sén subgrups normals de G, per la definicié de
Subgrups i subgrups normals (12.1.23) podem reescriure (12.8) com

(G/K)/(H/K) ={ghK | g€ G,h e H}. (12.9)
Ara bé, com que per hipotesi K C H podem reescriure (12.9) com
(G/K)/(H[K) = {gH | g € G},

i trobem, per la definicié de Morfismes entre grups (12.2.5), que ker(¢2(¢1)) = H, i
per tant
G/H = (G/K)/(H/K). O

12.3 Tres Teoremes de Sylow

12.3.1 Accions sobre grups

Definici6 12.3.1 (Acci6 d’un grup sobre un conjunt). Siguin G un grup amb 1’operacio =
i element neutre e, X un conjunt no buit i

o GxX —X
(g:x) g x

una operacié que satisfaci
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1. e-x=xperatotx € X.

2. (g1*g) x=g1-(g2-x)peratotx € X, g1,82 €G.

Aleshores direm que - €s una accié de G sobre X. També direm que X és un G-conjunt
amb I’acci6 .

Proposicié 12.3.2. Siguin X un G-conjunt amb [’accié - i ~ una relacio sobre el
conjunt X tal que per a tot x1,xy € X diem que x| ~ x; si i només si existeixun g € G
tal que x| = g - xp. Aleshores la relacio ~ és una relacio d’equivaléncia.

Demostracio. Siguin * I’operacié de G i e I’element neutre del grup G. Comprovem
que ~ satisfa la definici6 de Relacions d’equivaléncia (3.3.2):

1. Reflexiva: Sigui x € X. Per la definicié d’ Accions sobre grups (12.3.1) tenim
que x =x - e,ipertantx ~ x.

2. Simeétrica: Siguin x,x, € X tals que x; ~ xp. Per tant existeix g € G
tal que x; = g - xp. Per la definicié d’Accions sobre grups (12.3.1) tenim
que g - x; € X, i per tant podem prendre g~2 - (g * x2), que és equivalent
ag 2 (g-x) =g% xp,iaixi xp = g7' - xy, 1 per tant x, ~ xj.

3. Transitiva: Siguin xq,x7,x3 € X tals que x; ~ xp i xo ~ x3. Per tant existei-
xen g1,g2 € Gtalsque x| =g -xpixp =gp-x3, ipertantx; = gy - (g2 - x3),1
per la definicié d’ Accions sobre grups (12.3.1) aix0 és x; = (g1 * g2) - x3, 1 com
que G és un grup, g1 * g2 € G, itenim que x| ~ x3.

per tant ~ és una relacié d’equivaléncia. O

Definicié 12.3.3 (Orbita d’un element d’un G-conjunt). Siguin X un G-conjunt amb
I’acci6 - i ~ una relacié d’equivaléncia sobre X tal que per a tot x;,x; € X diem
que x; ~ xp si i només si existeix un g € G tal que x; = g - xp. Aleshores direm
que O(x) = [x] és I’orbita de x.

Aquesta definicié té sentit per la proposicié 12.3.2.

Definicié 12.3.4 (Estabilitzador d’un element per una accié). Siguin X un G-conjunt
amb I’accid - i x un element de X. Aleshores direm que el conjunt

St(x) ={g€G|g-x=x}
és I’estabilitzador de x per 1’acci6 -.

Proposicié 12.3.5. Siguin X un G-conjunt amb I’accié - i St(x) Uestabilitzador d’un
element x de X per I’accié -. Aleshores g € St(x) si i només si g~' € St(x).

Demostracio. Sigui = ’operacié de G. Per la definici6 de Accions sobre grups (12.3.4)
tenim que g € St(x) siinomés si g -x =x. Arabé, siprenem g=' - (g-x) =g~ ! -x,i
per la definicié d’ Accions sobre grups (12.3.1) tenim que g~! - (g - x) = (g7 ! % g) - x,
i per la definicié de Propietats basiques dels grups (12.1.7) tenim que g~! - x i per
tant g~ ! € St(x). O

Proposicié 12.3.6. Siguin X un G-conjunt amb ’accio - i St(x) ’estabilitzador de x
per l’accio -. Aleshores St(x) és un subgrup de G.
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Demostracio. Sigui * I’operaci6é de G. Per la proposicié 12.1.15 només ens cal veure
que per atot g1, g2 € St(x) es compleix g; * gz‘1 € St(x).

Prenem doncs g1, g2 € St(x). Per la proposicié 12.3.5 tenim que g; e St(x), i per
tant, per la definicié de Accions sobre grups (12.3.4) tenim que (g1 * g5 Y. x =x,iper
tant g1 * g5 € St(x). o

Proposicié 12.3.7. Siguin G un grup d’ordre finit, X un G-conjunt finit amb una accio -
i St(x) Uestabilitzador d’un element x de X per ’accio -. Aleshores

|G/St(x)] = 0(x)| = [G = St(x)].
Demostracio. Sigui = I'operacié de G. Considerem

f:G/St(x) — O(x)
[g]l—g-x

Volem veure que f és una aplicaci6 bijectiva, per tant mirem si esta ben definida:

Siguin [g1],[g2] € G/St(x) tals que [g1] = [g2]. Per tant g; = g5 x g" per
a cert g’ € St(x), i per la definicié de Accions sobre grups (12.3.4) tenim g; - x =
x, (g2+g’)-x = x,1iperladefinicié d’ Accions sobre grups (12.3.1) aix0 és g»- (g’ -x) = x,
i per la proposici6 12.3.5 g - x = x, i per tant f esta ben definida.

Veiem ara que f és injectiva. Prenem g -x, g’ -x € O(x) talsque g -x = g’ - x. Aixo,
per la definicié d” Accions sobre grups (12.3.1), és equivalent a dir x = (g7 ! # g’) - x, i
per la definicié de Accions sobre grups (12.3.4) tenim que g~' * g € St(x). Per tant, per
la definici6 de Grup quocient (12.1.33) tenim que [g] = [g’], i per tant f és injectiva.

Per veure que f és exhaustiva veiem que per a qualsevol g -x € O(x), f([g]) =g -x,
iper tant f és exhaustiva i tenim que |St(x)| = |O(x)|, ja que per la definicié d’Tipus
d’aplicacions (3.2.9) tenim que f és una bijeccio. O

12.3.2 Teoremes de Sylow

Definicié 12.3.8 (p-subgrup de Sylow). Siguin G un grup tal que |G| = p"*m amb p
primer que no divideix m i P un subgrup de G amb |P| = p™. Aleshores direm que P
és un p-subgrup de Sylow de G.

Lema 12.3.9. Siguin p un primer i m un enter positiu tal que p no divideixi m.
Aleshores per a tot n natural tenim que

n
(p m) (12.10)
pn
no és divisible per p.
Demostracio. Tenim que
(p"m) _p'm(p"m—1)---(p"m—p"+1) _ pﬁl p'm—i (12.11)
p" pr(pt=1)---(p"=pr+1) e P '

Com que, per hipotesi, p és primer aquesta expressié només sera divisible per p si ho
s6n els elements del numerador. Fixem doncs i € {0,..., p" + 1} i estudiem I’i-ésim
terme del producte de (12.11). Notem primer que si i = 0 aquest terme no €s divisible
per p. Imposem ara també que i # 0. Si el denominador, p"m — i, és divisible per p
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tindrem que p"m — i = p¥m’, on m’ no és divisible per p, i per tant k sera I’exponent
més gran que satisfaci la igualtat. Si aillem i obtindrem i = p*(p"*m —m’). Arabé,
tenim doncs que p”* —i = p™* — p*(p"*m — m’), 1 aixo és p" — p*X(p"Km - m’) =
pX(p" k(1 = m) — m’), i per tant tindrem que 1’i-&sim terme del producte de (12.11)
sera de la forma

pnm —i pkml m’

pr—i  pk(prk(-m)y-m)  prK(l-m)-m”

i aixi veiem que aquest i-e¢sim terme del producte no sera divisible per p; i com que
aixo és cert per a qualsevol i € {0, ..., p" + 1} tenim que (12.10) tampoc ho sera, com
voliem veure. O

Teorema 12.3.10 (Primer Teorema de Sylow). Siguin G un grup tal que |G| = p™m
amb p primer que no divideix m. Aleshores existeix un subconjunt P C G tal que P
sigui un p-subgrup de Sylow de G.

Demostracio. Sigui Ppn(G) = {H C G | |H| = p"} = {H),...,Hy} el conjunt de
subconjunts d’ordre p" de G. Aleshores tenim que

e= @)= (7).

ipel lema 12.3.9 tenim que p no divideix k.
Siguin * ’operacié de G i e ’element neutre de G. Definim

0 GXPpn(G) — Ppn(G) (12.12)
(g, X) — {g}X.

Veurem que - és una acci6 de G sobre £ p,» (G). Primer hem de veure que, efectivament, -
esta ben definida. Prenem g1,82 € Gi X1, X» € Ppn(G) tals que g1 = g2 1 X1 = Xo.
Per tant tenim g1 - X1 = g2-X> jaque {g1} X1 = {g2} X>. Perveure que g1 - X1 € Ppn(G)
en tenim prou amb veure que, per a tot X € P, (G), si fixem g € G I’aplicacid g - X
té inversa, que per la definicié de Propietats basiques dels grups (12.1.7) és x™' - X, i
per tant X € Ppn (G).

Comprovem que - satisfa la definicié d’Accions sobre grups (12.3.1). Tenim
que e- X = X peratot X € P,n(G) ja que, per la definicié de Subgrups i subgrups
normals (12.1.22), eX = X.

De nou per la definicié de Subgrups i subgrups normals (12.1.22) veiem que per a
tot 21,82 € Gi X € Ppn(G) tenim que

(g1%82) X ={g1 xg}X
={g1Hg}X
={g1}({g2}X) = g1 (&2 X).

i per tant - satisfa la definici6 d’ Accions sobre grups (12.3.1).

Veiem ara que existeix almenys un element X € $,,» (G) tal que la seva orbita, O (X),
tingui ordre no divisible per p. Per veure aixd observem que per la definicié de Accions
sobre grups (12.3.3) veiem que O(X) és un classe d’equivaléncia, i per tant I’ordre
del conjunt #,,» és la suma dels ordres de les orbites dels seus elements, O(X), isip
dividis ’ordre de O(X) per atot X € P, tindriem que p també divideix k, pero ja hem
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vist que aixo no pot ser. Per tant existeix almenys un element X € #,» tal que |O(X)]
no és divisible per p. Fixem aquest conjunt X.

Prenem I’estabilitzador de X, St(X). Per la proposicié 12.3.7 tenim que |St(X)]
divideix p". Prenem també x, € X i g € St(X). Per la definicié de Accions sobre
grups (12.3.4) tenim que {g}X = X, i pertant g *xo € X, i equivalentment g € X{x(;l 1.
Aixi veiem que St(X) C X{xo_1 }, 1 per tant tenim que |St(X)| < |X{xo}|. Observem
que X{xo} € Ppn(G) iper tant | X{xo}| = p". Ara bé, I'ordre de St(X) divideix p",
perd acabem de veure que |St(X)| < p”. Per tant ha de ser |St(X)| = p”, i per tant, per
la proposici6 12.3.6 tenim que St(X) < G, i per tant, per la definicié de Teoremes de
Sylow (12.3.8), St(X) és un p-subgrup de Sylow. O

Corollari 12.3.11 (Teorema de Cauchy per grups). Siguin G un grup d’ordre finit
i p un primer que divideix 'ordre de G. Aleshores existeix un element g € G tal que
lordre de g sigui p.

Demostracio. Sigui e 1’element neutre de G. Pel Teoremes de Sylow (12.3.10) tenim
que existeix un p-subgrup de Sylow P de G, que per la definici6 de Teoremes de Sylow
(12.3.8) té ordre p™ per a cert n € N. Ara bé, pel Grup quocient (12.1.36) tenim que
per a tot x € P diferent del neutre el grup ciclic generar per x ha de tenir ordre p’

ambt € {2,...,n}, iper tant I’element xP'™" té ordre p,jaque
-1\ P
(xpt ) = xpi =e. O

Lema 12.3.12. Siguin G un grup d’ordre p™ on p és un primer, X un G-conjunt finit
amb una accio - i

Xg={xeX|g-x=xperatotg € G}

un conjunt. Aleshores
IXg| =1X|  (mod p).

Demostracio. Siguin O(x), ..., O(x,) les orbites dels elements de X. Aleshores, com
que per la definici6 de Accions sobre grups (12.3.3) aquestes son classes d’equivaléncia,
tenim que
-
x=[_Jow,
i=1

i com que aquestes orbites sén disjuntes per ser classes d’equivaléncia
X = ) 10(x)]. (12.13)
i=0

Ara bé, per les proposicions 12.3.7 i 12.3.6 i el Grup quocient (12.1.36) tenim que
I’ordre O(x;) divideix ’ordre de X, i per tant els Gnics elements amb Orbites que tinguin
un ordre que no sigui divisible per p sén els elements del conjunt Xs; i com que les
orbites d’aquests elements tenen un dnic element tenim que

Xl= ) o),
xeXG

i per tant, recordant que totes les altres orbites tenen ordre divisible per p, trobem, amb
(12.13), que
[Xgl = |X| (mod p). o
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Teorema 12.3.13 (Segon Teorema de Sylow). Siguin G un grup d’ordre finit, p un
primer que divideixi l'ordre de G i Py, Py dos p-subgrups de Sylow de G. Aleshores
existeix g € G tal que

{g}P1{g”"'} = Pu.

Demostracio. Observem que aquest enunciat té sentit pel Teoremes de Sylow (12.3.10).
Definim el conjunt X = {{x}P; | x € G} i

G Pyx X — X (12.14)
(v, {x}P1) ¥— {yHx}P.

Primer veurem que - és una accié. Per veure que - esta ben definida pre-
nem {x}Pi,{x’}P; € X tals que {x}P; = {x’"}P;. Aleshores per atot y € P;
tindrem y - {x}Py = {y}H{x}P1 iy - {x'}P; = {y}{x'} Py, i com que per hipote-
si {x}P1 = {x'}Py, hade ser {y{x}P = {yH{x"}P1.

Siguin * I'operaci6 de G i e I’element neutre de G. Comprovem que - satisfa la
definicié d’ Accions sobre grups (12.3.1). Veiem que per atoty € Py, {x}P; € X es
compleix que y-{x}P; € X. Perladefinicié (12.14) tenim y-{x}P; € X = {y}H{x}P; =
{y *x}Py,1icom que per hipotesi G és un grupix,y € G, per la definici6é de Propietats
basiques dels grups (12.1.1) tenim que y = x € G,ipertanty - {x}P; € X.

Tenim que

e {x}Py = {eH{x}P,
={e*x}Py = {x}P;. (Propietats basiques dels grups (12.1.3))

i per dltim veiem que per atot y,y” € G tenim (y *y’) - Py =y - (y' - P1). Aix0 és

(y*y)-Pr={y=y}P
= {y}{y'}P
={ NP =y - (Y - Py). (Definici6 (12.14))

i per la definicié d’ Accions sobre grups (12.3.1) tenim que X és un G-conjunt.
Definim el conjunt

Xp, ={{x}P1eX |y -{x}P1={x}Piperatoty € Pp}. (12.15)
Aleshores pel lema 12.3.12 tenim que
’Xp2| =|X| (mod p).

Ara bé, per la definicié de Grup quocient (12.1.38) i (12.14) tenim que |X| = [G :
Pi1], i per hipotesi tenim que |X| = p;,T = m, en particular |Xp,| # 0. Aixi
veiem que existeix almenys un element que satisfa la definicié de Xp,, (12.15); és
a dir, existeix almenys un {x}P; tal que y - {x}P; = {x}P; peratoty € P, i
per tant tenim que {y}{x}P; = {x}Py, i per tant {x '}{y}{x}P; € {x" "} {x}Py, i
equivalentment x~! * y x x € Py peratoty € P,, i per tant {x~'}P>{x} C Py, pero,
per hipotesi, al ser els dos p-subgrups de Sylow, per la definicié de Teoremes de Sylow
(12.3.8) trobem |P{| = |P2| = |{x‘1}P2{x}| i tenim que {x}P;{x"!} = P,. O

CoroHari 12.3.14. Un grup G finit té un uinic p-subgrup de Sylow si i només si aquest
és un subgrup normal.
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Teorema 12.3.15 (Tercer Teorema de Sylow). Siguin G un grup d’ordre p"m on p és
un primer que no divideix m i n,, el niimero de p-subgrups de Sylow de G. Aleshores
np =1 (mod p) in, divideix l'ordre de G.

Demostracio. Definim el conjunt
X ={T € G | T és un p-subgrup de Sylow de G}.

Pel Teoremes de Sylow (12.3.10) tenim que X €s no buit3 i fixem P € X.
Definim

S PXX — X (12.16)
(8. 7) — {g}T{g"}.

Siguin * I'operacié de G i e I’element neutre de G. Anem a veure que - €s una accio.
Veiem que - esta ben definida, ja que si 7 € X, aleshores per a tot x € G, i en particular
peratotx € Pjaque P < G, tenim |{x}T{x‘1}| = |T|, i per tant |{x}T{x‘1}| € X per
la definici6 de Teoremes de Sylow (12.3.8). Veiem ara que - satisfa les condicions de la
definici6 d’Accions sobre grups (12.3.1). Sigui e I’element neutre de G. Tenim que
peratotT € X

e-T=1{e}T{e '} (Definici6 (12.16))
=T

iperatotg,gr € PiT e X

(g1%8) T={g1*g}T{g1+g"} (Definicié6 (12.16))
={g1*g2}T{g;" *g7"} (Proposici6 12.1.10)
= {g1Hg21T{g> ' Hei "}
={gi1}(g2-T){g;"} (Definici6 (12.16))
=g1(g2-T) (Definici6 (12.16))

i per tant, per la definici6 d’Accions sobre grups (12.3.1) X és un P-conjunt amb
Iacci6 -.
Definim el conjunt
Xp={TeX|g-T=Tperatotg € P},

i per la definici6 (12.16) tenim que si T € Xp aleshores per a tot g € G es com-
pleix {g}T{g™ '} =T. Arabé, aixd és que T = P peratot T € Xp, i per tant | Xp| = 1.
Aleshores pel lema 12.3.12 tenim que

|X| = |Xp| (mod p),

o equivalentment
| X|=1 (mod p).

Per veure que |X| divideix I’ordre de G prenem P € X i tenim, pel Teoremes de
Sylow (12.3.13) i la definici6 de Accions sobre grups (12.3.3), que

o(P) =X,

3Tindrem que |X| = np.
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on O(P) és I’orbita de P, i per tant
lO(P)| = | X,

i per les proposicions 12.3.61 12.3.7 i el Grup quocient (12.1.36) tenim que | X| divideix
Iordre de G. o

CoroHari12.3.16. Si G té ordre p"q™ on p, q sén primers amb p < q aleshoresng = 1,
i pel corol-lari 12.3.14, el p-subgrup de Sylow de G és un subgrup normal de G.
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Teoria d’anells

13.1 Anells

13.1.1 Propietats basiques dels anells i subanells

Definicié 13.1.1 (Anell). Sigui R un conjunt no buit i
+:RXR—R :RXR—R

dues operacions que satisfan

1. R amb l'operaci6 + és un grup abelia.

2. Existeix un element e de Rtalque x- e = e-x =x peratotx € R.

3. Peratotx,y,z € R tenim

x-(y-z2)=(x-y) -z
4. Peratotx,y,z € R tenim
x-(y+z)=x-y+x-z i (x+y)-z=x-2+y-z

Aleshores direm que R €s un anell amb la suma + i el producte -. També direm que R
és un anell amb element neutre pel producte e.
Siperatotx,y € Rtenimx -y =y -x direm que R és un anell commutatiu.

Proposicié 13.1.2. Sigui R un anell amb element neutre pel producte e. Aleshores
I’element neutre pel producte de R és tinic.

Demostracio. Sigui - el producte de R. Suposem que existeix un altre ¢’ tal que x - ¢’ =
e’ -x=xperatotx € R. Aleshores tindriem

ala vegada que

i per tant ha de ser e = ¢’ i tenim que aquest és Unic. O
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Definicié 13.1.3 (Elements neutres d’un anell). Sigui R un anell. Aleshores direm
que Og és I’element neutre de R per la suma i 1 és I’element neutre de R pel producte
i els denotarem per Og i 1g, respectivament.

Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 12.1.2 i la proposici6 13.1.2.

Notacié 13.1.4. Donat un anell R un anell amb el producte -. Aleshores escriurem
(X1 - x2) - x3 = X1 - x2 - X3.

Aixo0 té sentit per la definicié d’Propietats basiques dels anells i subanells (13.1.1).
També, si el context ho permet (quan treballem amb un tnic anell R), denotarem 1z = 1
i0g =0.

Proposicio 13.1.5. Sigui R un anell amb la suma + i el producte -. Aleshores per a
tota,b,c € R tenim

~

0-a=a-0=0.
2. (-1)-a=a-(-1)=-a.

3. (-a)-(-b)=a-b.

4. (-a)-b=a-(-b)=—(a-b).

Demostracio. Comprovem el punt (1). Només veurem que 0 - a = 0 ja que I’altre
demostraci6 és analoga. Com que 0 = 0 + 0 per la definici6é de Propietats basiques dels
anells i subanells (13.1.3), per la definici6é d’Propietats basiques dels anells i subanells
(13.1.1) tenim que

0-a=(0+0)-a
=0-a+0-a
i per tant, per la definici6 de Propietats basiques dels grups (12.1.1)
0-a-0-a)=0-a+0-a-(0-a)

d’on veiem
0-a=0,

com voliem veure.
Veiem ara el punt (2). Per la definici6é d’Propietats basiques dels anells i subanells
(13.1.1) tenim

l-a+(-1)-a=(1-1)-a i (-1)-a+l-a=(-1+1)-a

ipertant,comque 1 — 1 = —1+1 = 0 per la definici6 de Propietats basiques dels anells
i subanells (13.1.3), tenim que a + (—=1) - @ = (-1) - a + a = 0, pero per la proposicié
12.1.6 tenim que (—1) - a = —a. L altre igualtat és analoga.

Continuem veient el punt (3). Pel punt (2) tenim que

(<a)- (=b) =a- (=) (=1)-b.

Ara bé, pel punt (2) de nou tenim que (—1) - (-=1) = —(-1), i per la proposicié 12.1.9
tenim que —(—1) = 1 i per tant

(—a)-(=b) =a-b.

238



13.1. Anells

Per veure el punt (4) només veurem que (—a) -b = —(a-b) ja que I’altre demostracié
és analoga. Pel punt (2) tenim que

—(a-b)y=(-1)-(a-b) i (-a)-b=(-1)-a-b.
Ara bé, per la definicié d’Propietats basiques dels anells i subanells (13.1.1)
(-D-a-b=(=1)-(a-b)=(-1-(=1))-(a-b),

i per la proposici6 12.1.9 tenim que —(—1) = 1 i per tant, per la definici6 de Propietats
basiques dels grups (12.1.1) tenim —1 + 1 = 0 i trobem

(-)-a-b—(-1)-(a-b)=0-(a-b) =0,
i podem veure també que
(-)-(a-b)y-(-1)-a-b=0
de manera analoga. Aleshores, per la proposicié 12.1.6 tenim que
(-a)-b=—(a-b),
com voliem veure. O
Proposicié 13.1.6. Siguin R un anell amb el producte - i a un element de R tal que

existeixi b € R que satisfaci
a-b=b-a=1.

Aleshores b és unic.

Demostracio. Suposem que existeix un altre element b’ € R tal que
a-b'=b"-a=1.
Aleshores tenim
a-b=a-b'
i per tant
b-a-b=b-a-b
i com que per hipotesi b - a = 1 per la definicié de Propietats basiques dels anells i

subanells (13.1.3) trobem
b="b" |

Definicié 13.1.7 (Element invertible). Siguin R un anell amb el producte - i x un
element de R tal que existeixi x’ € R tals que

x-x'=x"-x=1
Aleshores direm que x és invertible o que x és un element invertible de R.
Definicié 13.1.8 (I’invers d’un element). Siguin R un anell amb el producte - i x un
element invertible de R. Aleshores denotarem per x~' I’element de R tal que
xox'=xlx=1.
Direm que x~! és I’invers de x.
Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 13.1.6.

Definicio 13.1.9 (Subanell). Siguin R un anell amb la suma + i el producte - i S € R
un subconjunt amb 1 € Stal que peratota,b € Stenima-b,a+b € SiS un anell
amb la suma + i el producte -. Aleshores direm que S és un subanell de R

Ho denotarem amb S < R.
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13.1.2 Ideals i ideals principals

Definici6 13.1.10 (Ideal). Siguin R un anell commutatiu amb la suma + i el producte -
amb 1 # 01 7 un subconjunt no buit de R tal que [ sigui un subgrup del grup R amb la
suma +1ital que peratotx € I,r € Rtenim r - x € I. Aleshores direm que 7 és un
ideal de R.

Observaci6 13.1.11. 0 € I.
Notacio 13.1.12. Si / és un ideal d’un anell R denotarem / < R.

Proposicié 13.1.13. Siguin R un anell commutatiu amb la suma + i el producte -
amb 1 # 0 i I un subconjunt no buit de R. Aleshores tenim que I és un ideal de R si i
nomeés si

1. Peratotx,y €l tenimx —y € I.
2. Peratotr € R,x €l tenimr-x € I.

Demostracio. Veiem que la condici6 €s suficient (= ). Suposem que [ és un ideal
de R. Hem de veure que peratotx,y € I,r € Rtenimx—y e lir-x € 1. Perla
definicié de Propietats basiques dels grups (12.1.1) tenim que x — y € I, ja que, per la
definici6 d’Ideals i ideals principals (13.1.10) tenim que / és un grup amb la suma +.
També trobem r - x € I per la definicié d’Ideals i ideals principals (13.1.10).

Veiem ara que la condici6 és necessaria ( <= ). Suposemque peratotx,y € I,r € R
tenimx —y € [ ir-x € [. Per la proposicié 12.1.15 tenim que / és un subgrup del
grup R amb la suma +, i per la definici6 d’Ideals i ideals principals (13.1.10) tenim
que / és un ideal de R. O

Proposici6 13.1.14. Siguin I, J dos ideals d’un anell R amb la suma + i el producte -.
Aleshores els conjunts

1. I+J={x+yl|lxel,yelJ}.

2. InJ.

3 IJ=A{x1-y1+.. % Ynlxt,...;xn €L,y1,...,y, €J,n € N}
son ideals de R.

Demostracio. Comencem demostrant el punt (1). Per la proposicié 13.1.13 només ens
cal veure que peratota,b € I +J,r € Rtenima—-b € I+Jir-a €+ J. Prenem
doncs a,b € I+ J. Aleshores tenima = a; +axib = by + by peracertsay, by € 1
iap, by € J. Volem veure que a — b € I +J. Aixo0 és

a1+a2—(b1+b2)=a1+a2—b1 —b2 (13.1.5)
= (a1 —b1) + (a2 — b2)
(Grups ciclics i grups abelians (12.1.25))

icom que, per hipotesi, I, J son ideals de R per la proposicié 13.1.13 tenim que a1 —b; €
lia—-byeJ,ipertanta —b = (ay=b1)+(ap —by) eI +J.
Veiem ara que per atot r € R es satisfar -a € I +J. Tenim

r-a=r-(a;+ay) (Propietats basiques dels anells i subanells (13.1.1))

=r-ay+r-an (Propietats basiques dels anells i subanells (13.1.1))
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iperlaproposicié 13.1.13 tenimquer-a; € Iir-ay € J,ipertantr-a =r-a;+r-as €
I +J. Aleshores per la proposicié 13.1.13 tenim que / + J és un ideal de I’anell R.

Veiem ara el punt (2). Per la proposicié 13.1.13 només ens cal veure que per a
tota,belInNJ,re Rtenima—-belnJir-aelnJ.Prenemdoncsa,belnlJ,i
pertanta,b € I'ia,b € J,1per laproposici6 13.1.13 tenimquea—-b e lia—-b e J,
itenimquea—-belNnlJ.

Per veure que r - a € I NJ per atot r € R tenim per la definici6 d’Ideals i ideals
principals (13.1.10)quer-a € lir-a € J,ipertantr -a € I N J i per la proposicié
13.1.13 I N J és un ideal de R.

Acabem veient el punt (3). Per la proposici6 13.1.13 només ens cal veure que per a
tota,b € IJ,r € Rtenima—-b € [Jir-a € IJ. Prenem doncs a,b € 1J, i tenim
quea =x-yi+:--+x, Yy, b = xi -y’1+- X, Vi, PETACEItS X7, . . ,xn,xi, e X €
I, y,... ,yn,y’], .oy Ym € J. Per veure que a — b € 1J fem, per la proposicié 13.1.5,

’ ’ ’ ’
a—b:xl.yl+...+xn.yn_(xl.yl+...+xm.ym):
:xl.yl+...+xn.yn_xi.y’l_...__x:n.y:n

i com que [ és, per hipotesi, un anell, per les proposicions 13.1.5 i 13.1.13 tenim

que —Xp,...,~Xp, €Elia—b=x; -yi+-+Xp Yo =X Y= =Xy, y, €1J.
Veiem ara que per atot r € R es satisfar - a € I. Aix0 és
rea=r-(xp-yr+oo+Xncyn)
=FreX; Y1+ T Xy Yn (13.1.5)
i com que [ és, per hipotesi, un anell, per les proposicions 13.1.5 1 13.1.13 tenim
quer - xiy,...,r-x, € l,ipertantr-a=r-x; -y +--+r-x,-y, € IJiperla
proposici6é 13.1.13 tenim que /J és un ideal de R. m}

Definicié 13.1.15 (Ideal principal). Sigui / un ideal d’un anell R amb el producte - tal
que I ={a}R=R{a} ={r-a|r € R} peracerta € I. Aleshores direm que I és un
anell principal de R. Ho denotarem amb I = (a).

Notaci6 13.1.16. Si (a) és un ideal principal d’un anell R denotarem (a) < R.

13.1.3 Cossos i I’anell quocient

Definici6 13.1.17 (Cos). Sigui K un anell commutatiu amb la suma + i el producte -
amb 1 # 0 tal que K\ {0} sigui un grup abelia amb el producte -. Aleshores direm
que K és un cos amb la suma + i el producte -.

Proposicié 13.1.18. Sigui K un anell commutatiu amb 1 # 0. Aleshores tenim que K
és un cos si i només si els unics ideals de K son (0) i K.

Demostracio. Siguin + la suma de R i - el producte de R. Comencem comprovant que
la condici6 és suficient (= ). Suposem doncs que K €s un cos amb la suma + i el
producte - i que I és un ideal de K amb I # (0), i per tant existeix a € K, a # 0 tal
que a € 1. Com que, per hipotesi, K \ {0} és un grup amb 1’operaci6 - i a # 0 per la
definici6 de Propietats basiques dels grups (12.1.7) existeix a ' € Ktalque a-a~! = 1,
i per la definici6 d’Ideals i ideals principals (13.1.10) trobem que 1 € I, i per tant per
la proposici6 13.1.13 tenim que peratotx € Ktenimx - 1 =x € I, ipertant [ = K.
Veiem ara que la condici6 €s necessaria ( <= ). Suposem que els Unics ideals
de K s6n (0) i K. Prenem un element a € K, a # 0 i considerem 1’ideal principal (a),
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que per hipotesi ha de ser () = (1) = K, i per la definici6 d’Ideals i ideals principals
(13.1.15) tenim que existeix a’ € (1) tal que a - @’ = 1, i per tant, per la definici6 de
Propietats basiques dels grups (12.1.1) tenim que K \ {0} és un grup amb el producte -
i per la definici6 de Cossos i I’anell quocient (13.1.17) tenim que K és un cos amb la
suma + i el producte -. O

Proposicié 13.1.19. Sigui I un ideal d’un anell R amb la suma +. Aleshores la relacio
x~y & x—-y€l peratotx,y €R
és una relacio d’equivaléncia.

Demostracio. Sigui - el producte de R. Comprovem que ~ satisfa la definici6 de
Relacions d’equivaléncia (3.3.2):

1. Reflexiva: Prenem x € R. Per 'observacié 13.1.11 tenim que O € I, i per
tant x —x =0 € I i veiem que x ~ x.

2. Simetrica: Siguin x1,x; € [ tals que x; ~ xp. Aix0 és que x; —xp € I. Perla
definici6 d’Ideals i ideals principals (13.1.10) tenim que (—1) - (x; —x2) € I, 1
per la proposicié 13.1.5 tenim que x; — x; € I, és a dir, xp ~ x;.

3. Transitiva: Siguin x1,x2,x3 € R tals que x; ~ x2 i x ~ x3. Per la definici6
d’Ideals i ideals principals (13.1.10) tenim que x3 — x; € I, i per la proposicid
13.1.13 tenim que x| — xp — (x3 —x2) € 1. Ara bé, per la proposici6 13.1.5 tenim
que aix0 és x; —x3 € 1,1 per tant x| ~ x3.

Per tant ~ és una relacié d’equivaléncia. O

Proposicié 13.1.20. Sigui I un ideal d’un anell R amb la suma + i el producte -.
Aleshores R|I amb la suma [x] + [y] = [x + y] i el producte [x] - [y] = [x - y] és un
anell.

Demostracio. Aquest enunciat té sentit per la proposicié 13.1.19.
Per la proposici6 12.1.31 tenim que R/ és un grup amb I’operacié +, i com que

[x] +[y] = [x+]
= [y +x] (Grups ciclics i grups abelians (12.1.25))
= [yl + [x]
tenim que R/I és un grup abelia amb la suma +. Veiem ara que per atotx,y,z € R/I
tenim [x] - ([y] - [z]) = ([x]- [y]) - [z] i [x] - ([y] + [z]) = [x] - [y] + [x] - [z]. Tenim
[x] - ([y] - [=D) = [x] - [y - 2]
=[x-(y-2)]
=[(x-y)-2]
=[xyl - [zl = (Ix] - [yD - [2]

[x] - ([y] + [z]) = [x] - [y +z]
=[x-(y+2)]
=[x-y+x-z]=[x]- [y] +[x] - [z]
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i per la definicié d’Propietats basiques dels anells i subanells (13.1.1) tenim que R /1 €s
un anell amb la suma + i el producte -, com voliem veure. O

Definicié 13.1.21 (Anell quocient). Siguin R un anell commutatiu amb 1 # 01/ un
ideal de R. Aleshores direm que R/ és un anell quocient.
Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 13.1.20.

13.2 Tres Teoremes d’isomorfisme entre anells

13.2.1 Morfismes entre anells

Definici6 13.2.1 (Morfisme entre anells). Siguin R un anell commutatiu amb la suma +g
i el producte #g, S un anell commutatiu amb la suma +g i el producte *g amb 1g # Og
ils #0s1 f: R — S una aplicaci6 tal que

1. f(x+ry)=f(x)+s f(y) peratotx,y € R.
2. flx=#ry)=f(x)*s f(y)peratotx,y € R.
3. f(lg) =1s.
Aleshores diem que f és un morfisme entre anells. Definim també
1. Si f és injectiva direm que f és un monomorfisme entre anells.
2. Si f és exhaustiva direm que f €s un epimorfisme entre anells.

3. Si f ésbijectivadirem que f és unisomorfisme entre anells. També escriurem R =
S.

4. Si R = § direm que f és un endomorfisme entre anells.
5. Si R =S f és bijectiva direm que f és un automorfisme entre anells.

Observacié 13.2.2. Si f és un morfisme entre anells aleshores f és un morfisme entre
grups.

Proposicié 13.2.3. Siguin R i S dos anells commutatius amb 1g # Og i 1g # Og
i f: R —> S un morfisme entre anells. Aleshores

1. f(Og) =0s.
2. f(=x)=—-f(x)peratotx € R.

Demostracio. Siguin +g la sumade R i +g la suma de S. Per I'observacié 13.2.2 tenim
que f és un morfisme entre els grups R amb la suma +g i § amb la suma +g, i per la
proposicié 12.2.2 tenim que f(Og) =0s i f(—x) = —f(x) peratotx € R. O

Definici6 13.2.4 (Nucli i imatge). Siguin R i S dos anells commutatius amb 1g # Og
ilg #0s1 f: R — S un morfisme entre anells. Aleshores definim

ker(f) ={x € R | f(x) = Os}
com el nucli de f, i
Im(f)={y eS| f(x)=yperacertx € R}

com la imatge de f.
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Observacié 13.2.5. ker(f) € R, Im(f) C S.

Proposicioé 13.2.6. Siguin R i S dos anells commutatius amb 1g # Og i 1lg # Og
i f: R — S un morfisme entre anells. Aleshores

1. ker(f)<R.

2. Im(f) <S.

Demostracio. Aquest enunciat t€ sentit per 1’observaci6 13.2.6

Siguin +g la suma de R, =g el producte de R, +g la suma de S i xg el producte de S.
Comencem veient el punt (1). Com que, per la proposicié 13.2.3, tenim que f(0g) = Og
veiem, per la definicié de Morfismes entre anells (13.2.4), que ker(f) # 0. Prenem
doncs a € ker(f). Observem que, per la definici6 de Morfismes entre anells (13.2.1),
tenim que f(r*xgr a) = f(r) xs f(a) peratotr € R, i per tant, com que per la definicié
de Morfismes entre anells (13.2.4) es compleix f(a) = Og tenim que

f(rsga) = f(r) xs f(a) = f(r) s 0s = Os

ipertant r xg a € ker(f) peratotr € R, a € ker(f). Ara bé per la definicié d’Ideals i
ideals principals (13.1.10) tenim que ker(f) és un ideal de R.

Veiem ara el punt (2). Veiem que per a tot x,y € Im(f) tenim x g y € Im(f).
Per la definici6 d’Morfismes entre anells (13.2.4) tenim que existeixen a, b € R tals
que f(a) =x1i f(b) = y. Ara bé, per la definici6 d’Propietats basiques dels anells i
subanells (13.1.1) tenim que a *g b = ¢ € R, i per tant per la definicié6 d’Morfismes
entre anells (13.2.4) tenim que f(c¢) = x x5 y € Im(f). Veiem ara que Im(f) és un
anell amb la suma +g i el producte *g. Com que, per ’observaci6 13.2.2 tenim que f
és un morfisme entre grups per la proposicié 12.2.7 tenim que Im( f) és un subgrup del
grup S amb la suma +g; i per la definici6é d’Propietats basiques dels anells i subanells
(13.1.1) tenim que per a tot x, y, z € R es satisfa

x*r (y*r2) = (x#pYy)*rzZ 1 Xx*r (Y+RZ) =X*RY+RX*RZ,

i per la definici6 de Propietats basiques dels anells i subanells (13.1.9) tenim que Im( f)
és un subanell de S. ]

Proposicio 13.2.7. Siguin R, S i D tres anells commutatius amb 1g # Og, 1s # Og
ilp #0pif: R— S, g: S — D dosmorfismes entre anells. Aleshoresgof: R —
D és un morfisme entre anells.

Demostracio. Siguin +g la suma de R, #g el producte de R, +5 la suma de S, g el
producte de S, +p la suma de D i #p el producte de D. Per la definicié de Morfismes
entre anells (13.2.1) trobem que

g(f(x+ry)) =g(f(x) +s g(y))
=g(f(x)) +p g(f (%)),

g(f(x =g y)) =g(f(x) xs g(y)
=g(f(x)) *p g(f(x)).
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També tenim
g(f(1r)) = g(ls) = 1p

i per la definicié de Morfismes entre anells (13.2.1) tenim que g o f és un morfisme
entre anells, com voliem veure. O

Corollari 13.2.8. Si f, g son isomorfismes aleshores g o f és isomorfisme.

Lema 13.2.9. Siguin R i S dos anells commutatius amb 1g # Ogrils #0sif: R — S
un morfisme entre anells. Aleshores

ker(f) és unidealde R i Im(f) és un subanell de S.

Demostracio. Siguin +g la suma de R, =g el producte de R, +5 la suma de S i g
el producte de S. Comencem veient que ker(f) és un ideal de R. Per 1’observaci6
13.2.2 tenim que ker(f) és un morfisme entre grups, i per la proposici6 12.2.7 tenim
que ker(f) és un subgrup del grup R amb la suma +g.

Prenem x € ker(f) i r € R. Volem veure que r #g r € ker(f). Tenim

f(rsrx)=f(r)*s f(x) (Morfismes entre anells (13.2.1))
= f(r) s Og (Morfismes entre anells (13.2.4))
=0y (Propietats basiques dels anells i subanells (13.1.3))

i per la definici6é de Morfismes entre anells (13.2.4) tenim que r g x € ker(f), i per la
proposicié 13.1.13 tenim que ker(f) és un ideal de R.

Veiem ara que Im( f) és un subanell de S. Per 1’observaci6 13.2.2 tenim que Im( f)
€s un morfisme entre grups, i per la proposicié 12.2.7 tenim que Im( /) és un subgrup
del grup S amb la suma +g.

Prenem x,y € Im(f). Volem veure que x s y € Im(f). Per la definici6
d’Morfismes entre anells (13.2.4) tenim que existeixen x’, y’ € R tals que f(x") = x
i f(y") = y. Ara bé, per la definici6 d’Propietats basiques dels anells i subanells
(13.1.1) tenim que x” *g y" € R, i per tant

SO =g Y)Y+ f(X) xs (V) (Morfismes entre anells (13.2.1))
=X*5Y

i per la definicié de Morfismes entre grups (12.2.5) trobem que x *g y € Im(f).
També tenim, per la definicié de Morfismes entre anells (13.2.1), que 1g € Im(f),

ja que f(lg) = lg, i per tant, per la definicié de Propietats basiques dels anells i

subanells (13.1.9), tenim que Im(f) és un subanell de S. O

13.2.2 Teoremes d’isomorfisme entre anells

Teorema 13.2.10 (Primer Teorema de I’isomorfisme). Siguin R i S dos anellsi¢: R —
S un morfisme entre anells. Aleshores

R/ker(¢) = Im(p).
Demostracio. Aquest enunciat té sentit per la proposici6 13.2.6. O

Teorema 13.2.11 (Segon Teorema de I’isomorfisme). Siguin R un anell commutatiu
amb 1 #0iliJdosidealsde R. Aleshores

I+ I=J/(INJ).
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Demostracio. O

Lema 13.2.12. Siguin R un anell commutatiu amb 1 # 0i I i J dos ideals de R tals
que I C J. Aleshores J |1 és un ideal de R/ 1.

Demostracio. ]

Teorema 13.2.13 (Tercer Teorema de I’isomorfisme). Siguin R un anell commutatiu
amb 1 #0il1iJdosideals de R tals que I C J. Aleshores

(R/D)](J/I) = R/J.

Demostracio. Aquest enunciat té sentit pel lema 13.2.12. O

13.2.3 Caracteristica d’un anell

Definicié 13.2.14 (Caracteristica). Sigui R un anell amb la suma +. Direm que R té
caracteristica n > 0 si

n= min{l+-”-’)~+ 1 =O}.
meN

Ho denotarem amb ch(R) = n. Si aquest n no existeix diem que R té caracteristica 0
ich(R) =0.

Proposicié 13.2.15. Siguin R un anell amb la suma + i

f:Z—R

)

nr— 1+7 41

una aplicacio. Aleshores f és un morfisme entre anells i ker(f) = (ch(R)).

Demostracio. Aquest enunciat té sentit per la proposicié 13.2.6.
Sigui - el producte de R. Comencem veient que f és un morfisme entre anells.
Veiem que f és un morfisme entre els grup. Tenim que per a tot n,m € Z

n+m)

fn+m)=1+"""+1

1+ D+ A+

= f(n) + f(m)
i per la definicié de Morfismes entre grups (12.2.1) tenim que f €s un morfisme entre
grups. Veiem ara que f(1) = 1. Tenim que f(1) = 1-1 = 11 per tant per la definicié
de Morfismes entre anells (13.2.1) tenim que f és un morfisme entre anells.

Veiem ara que ker( f) = (ch(n)). Per la definicié de Morfismes entre anells (13.2.4)
tenim que ker(f) = {x e N | f(n) = 0}. Per tant

ker(f)={neN|n-1=0}

i per la definicié de Caracteristica d’un anell (13.2.14) tenim que n = ch(R), i per
tant ker(f) = {k -n | k € N}. Ara bé, per la definicié d’Ideals i ideals principals
(13.1.10) tenim que ker(f) = (n), com voliem veure. O

CoroHari 13.2.16. Si ch(R) = 0 aleshores existeix un subanell S de R tal que S = Z.
Si ch(R) = n aleshores existeix un subanell S de R tal que S = Z/(n).
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13.3 Dominis

13.3.1 Dominis d’integritat, ideals primers i maximals

Definicié 13.3.1 (Divisor de 0). Siguin R amb el producte - un anell commutatiu
amb 1 # 0ia, b # 0 dos elements de R tals que a - b = 0. Aleshores diem que a és un
divisor de O en R.

Definicié 13.3.2 (Dominis d’integritat). Sigui D un anell commutatiu amb 1 # 0 tal
que no existeix cap a € D tal que a sigui un divisor de 0 en D. Aleshores direm que D
és un domini d’integritat.

Proposicioé 13.3.3. Siguin D un domini d’integritat amb el producte - i a # 0 un
element de D. Aleshores
a-x=a-y=x=y.

Demostracio. Sigui + la suma de D. Tenim
a-x—a-y=0

i per la proposicié 13.1.5 tenim que
(x=y)-a=0.

Ara bé, com que, per hipotesi, D és un domini d’integritat i a # O tenim que ha de
ser x —y = 0, i per tant trobem x = y. m}

Definicié 13.3.4 (Ideal primer). Sigui / un ideal d’un anell R amb / # R tal que
sia-beltenima € l0b € l. Aleshores direm que / és un ideal primer de R.

Proposicié 13.3.5. Sigui I un ideal d’un anell R amb I # R. Aleshores
R/I és un domini d’integritat < I és un ideal primer de R.

Demostracio. Siguin + la suma de R i - el producte de R. Comencem demostrant que
la condicié és suficient (= ). Suposem doncs que R/I és un domini d’integritat i
prenem [a], [b] € R/I tals que [a] - [b] = [0]. Aleshores per la definicié d’Cossos i
I’anell quocient (13.1.21) tenim que a - b € I. Ara bé, com que per hipotesi R/I és un
domini d’integritat tenim que ha de ser [a] = [0] 6 [b] = [0], i per tant trobem que ha
desera € I ob € 1,1 per la definici6 d’Dominis d’integritat, ideals primers i maximals
(13.3.4) trobem que 7 és un ideal primer de R.

Veiem ara que la condici6 és necessaria ( <= ). Suposem doncs que / és un ideal
primer de R. Per la proposici6 13.1.20 tenim que R/ és un anell commutatiu amb 1 # 0.
Prenem doncs a € R, a ¢ I i suposem que existeix b € R tal que [a] - [b] = [0].
Aix0 és que a - b € I, i com que per hipotesi / €s un ideal primer, per la definicié
d’Dominis d’integritat, ideals primers i maximals (13.3.4) trobem que ha de ser b € I,
ipertant [b] = [0] i per la definicié de Dominis d’integritat, ideals primers i maximals
(13.3.2) tenim que R/I és un domini d’integritat. O

Corollari 13.3.6. Un anell R és un domini d’integritat si i només si (0) és un ideal
primer.

Definici6 13.3.7 (Ideal maximal). Sigui M un ideal d’un anell R amb M # R tal que
peratotideal /de Ramb M C I C Rhadeser/ = M ol = R. Aleshores direm
que M és un ideal maximal de R.
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Proposicié 13.3.8. Sigui M un ideal d’un anell R amb 1 # 0. Aleshores
R/M és un cos &< M és un ideal maximal de R.

Demostracio. Aquest enunciat té sentit per la proposicié 13.1.20.

Comencem veient la implicaci6 cap a la dreta (= ). Suposem doncs que R/M
és un cos i prenem un ideal 7/M de R/M. Aleshores hade ser M C I C R. Perla
proposicié 13.1.18 tenim que els dnics ideals de R/M sén ([0]) i R/M, i per tant ha de
ser I = M 6 1 = R, i per la definicié d’Dominis d’integritat, ideals primers i maximals
(13.3.7) tenim que M és un ideal maximal de R.

Veiem ara la implicacié cap a I’esquerra ( <= ). Suposem doncs que M €és un
ideal maximal de I’anell R i considerem, per la proposici6 13.1.20, I’anell R/M. Per la
proposicié 13.1.18 tenim que només hem de veure que els tnics ideals de R/M sén (0)
i R. Prenem un ideal I/M de R/M. Aquest ha de ser tal que M C I C R, iper la
definicié d’Dominis d’integritat, ideals primers i maximals (13.3.7) tenim que ha de
ser [ =M ol =R,ipertant I/M hade ser ([0]) 6 R/M i per la proposicié 13.1.20
tenim que R/M és un cos. m]

CoroHari 13.3.9. M és maximal = M és primer.

Teorema 13.3.10. Sigui R un anell commutatiu amb 1 # 0. Aleshores R és un domini
d’integritat si i només si R \ {0} és un cos.

Demostracio. ]

Proposicio 13.3.11. Sigui I # (0) un ideal primer d’un domini d’integritat D.
Aleshores I és maximal.

Demostracio. Sigui - el producte de D. Posem I = (a). Per hipotesi tenim que a # 0 i
que I és un ideal primer. Sigui b € D tal que (a) C (b). Aleshores tenim que a € (b),
i per la definicié d’Ideals i ideals principals (13.1.15) tenim que a = a’ - b per a
cert a’ € D. Aleshores, per la definici6 d’Dominis d’integritat, ideals primers i
maximals (13.3.4), tenim que a’ € (a) 6 b € (a).

Suposem que a’ € (a). Aleshores tenim que a’ = a - § per a cert 8 € D, i per
tanta = a - B - b, i per la proposicié 13.3.3 tenim que 1 = 8- b, i per tant 1 € (b),
d’on trobem (b) = R. Suposem ara que b € I. Aleshores (a) = (b), i per la definicié
d’Dominis d’integritat, ideals primers i maximals (13.3.7) tenim que / = (a) és un
ideal maximal de D, com voliem veure. O

13.3.2 Lema de Zorn

Definici6 13.3.12 (Relacié d’ordre). Sigui A un conjunt no buit i < una relaci6 binaria
en A que satisfaci

1. Reflexiva:a < aperatota € A.
2. Antisimetrica: a < bib < a impliquena = b peratota,b € A.
3. Transitiva: Sia < bib < c, aleshoresa < cperatota,b,c € A.

Aleshores direm que < és una relaci6 d’ordre.
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Definicié 13.3.13 (Cadena). Siguin C un conjunt i < una relacié d’ordre en A tal que
peratota,b € Aessatisfia < b 6 b < a. Aleshores direm que C amb < és una
cadena.

Proposicio 13.3.14. Siguin Y i X C P(Y) dos conjunts tals que per a tot A, B € X
tenim A C Bo B C A. Aleshores X amb C és una cadena.

Demostracio. Comprovem que C satisfa les condicions de la definicié de Lema de
Zorn (13.3.12):

1. Reflexiva: Si A € X tenim A = A, i en particular A C A.

2. Antisimetrica: Si A,B € X talsque A C Bi B C A tenim, per doble inclusio,
que A = B.

3. Transitiva: Si A, B,C € Xtalsque A € Bi B C C aleshores A C C.

per tant, per les definicions de Lema de Zorn (13.3.12) i Lema de Zorn (13.3.13) tenim
que X amb C és una cadena. m}

Definicié 13.3.15 (Cota superior d’una cadena). Siguin C amb < una cadena, a un
element de C i B un subconjunt de C tal que per a tot b € B es compleix b < A.
Aleshores direm que a és una cota superior de B.

Sia < b implica b = a per atot b € B direm que a és maximal per B.

Axioma 13.3.16 (Lema de Zorn). Sigui A amb < una cadena tal que per a tot
subconjunt C € A la cadena C té alguna cota superior. Aleshores A té algun element
maximal.

Teorema 13.3.17. Sigui R un anell commutatiu amb 1 # Q. Aleshores existeix M C R
tal que M sigui un ideal maximal de R.

Demostracio. Siguin + la suma de R i - el producte de R. Definim el conjunt
A={I<R|I#R}.

i amb un subconjunt C C A considerem, per la proposicié 13.3.14, la cadena C amb C.
Considerem ara el conjunt
J={J1

IeC

i veiem que J és un ideal de R, jaque si x,y € Jtenimx € Ji iy € Jp pera
certs J1,J, € C. Arabé,siJ, C Jytenimquex —y € J,ipertantx —y € J, i
siJ; € Jytenimquex —y € Jo,ipertantx —y € J. Siprenemx € Jir € R
aleshores r - x € J,jaque tenim x € J; peracertJ; € C,ipertantr-x € Ji,ien
particular - x € J. Per tant per la definici6é d’Ideals i ideals principals (13.1.10) tenim
que J és un ideal de R. Per veure que J € A hem de comprovar que J # R. Ho fem per
contradiccid. Suposem que J = R. Aleshores 1 € J,ipertant1 € I peracert] € A,
perod aixd no pot ser ja que si I € A s’ha de complir / # A, i per tant 1 ¢ I. Per
tant J # Ritenim que J € A.

Arabé, pel Lema de Zorn (13.3.16) tenim que existeix M € C tal que peratot/ € C
tenim / C M i per la definicié d’Dominis d’integritat, ideals primers i maximals (13.3.7)
tenim que M és un ideal maximal de R. O
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13.3.3 Divisibilitat

Definicié 13.3.18 (Divisors i miltiples). Siguin D un domini d’integritat amb el
producte - i a, b € D tals que existeix ¢ € D tal que b = a - c. Aleshores direm que a
divideix b o que b és multiple de a. Ho denotarem amb a | b.

Observacié 13.3.19. b |a < (a) C (b).

Proposicio 13.3.20. Siguin D un domini d’integritat amb el producte - i a, b, c,c’
quatre elements de D amb a #0,b # 0, talsquea | bib|a,ia=c-bib=c"-a.
Aleshores ¢’ = ¢\

Demostracio. Tenimque b = ¢’-c-b,iper laproposicié 13.3.3 tenimque 1 = ¢’-¢,iper
la definici6 d’Propietats basiques dels anells i subanells (13.1.7) tenimque ¢’ = ¢~!. O

Proposicié 13.3.21. Sigui R un anell commutatiu amb el producte - amb 1 # 0 i ~ una
relacio binaria tal que per a tot x,y € R tenim

X~y=x=u-yperaalgunu € R invertible.
Aleshores ~ és una relacio d’equivaléncia.

Demostracio. Comprovem les condicions de la definicié de Relacions d’equivaleéncia
(3.3.2):

1. Simeétrica: Peratotx € Rtenimx =1 - x.

2. Reflexiva: Siguin x,y € R tals que x ~ y. Aleshores tenim que existeix u € R
invertible tal que x = u - y. Ara bé, com que u és invertible tenim per la definicié
d’Propietats basiques dels anells i subanells (13.1.7) que y = u~! - x, i per
tant y ~ x.

3. Transitiva: Siguin x,y,z € R tals que x ~ y i y ~ z. Aleshores tenim
quex=u-yiy=u’-zperacertsu,u’ € R invertibles,ipertantx =u-u’-z, i
comque I =u-u’ -u’~" - u~" per la definici6 d’Propietats basiques dels anells i
subanells (13.1.7) tenim que x ~ z.

i per la definici6 de Relacions d’equivaléncia (3.3.2) tenim que ~ és una relacid
d’equivaléncia. O

Definicié 13.3.22 (Elements associats). Siguin R un anell commutatiu amb 1 # 0
ia,b € R dos elements tals que existeix un element invertible u € R tal que a = u - b.
Aleshores direm que a i b sén associats i escriurem a ~ b.

Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 13.3.21.

Proposicio 13.3.23. Siguin D un domini d’integritat, a i b dos elements de D i X C D
un conjunt tal que per atotd € X tenimd | a,d | biperatotc € D talquec | a, c | b
es compleix c | d. Aleshores per a tot d’ € D tenim que d’ € X si i només sid ~ d’.

Demostracio. Sigui - el producte de D. Comencem amb la implicaci6 cap a la dreta
(= ). Suposem que d’ € X. Hem de veure que d ~ d’. Tenimd | d"id’ | diperla
definicié de Divisibilitat (13.3.18) trobem que d ~ d’.

Fem ara la implicaci6 cap a I’esquerra ( <= ). Suposem que d’ ~ d. Hem de veure
que d’ € X. Per hipotesi tenim que d | a i d | b. Per tant existeixen a, 8 € D tals
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que a = ad i b = Bd, i per la proposicié 13.3.20 tenimque sid’ =d - u ambu € D
invertible aleshores d = d’ - u~!. Per tant

a=a-d -u' i b=B-d -u’!

ipertantd’ | aid | b. Ara bé, com que per hipotesi d ~ d’, per la definicié
d’Divisibilitat (13.3.22) tenim que d’ € X. O

Definici6 13.3.24 (Maxim comu divisor). Siguin D un domini d’integritatia,b,d € D
tres elements tals que d | aid | bitals que peratotc € D que satisfacic |aic | b
tenim ¢ | d. Aleshores direm que d és el maxim comu divisor de @ i b. Direm que d és
un maxim comd divisor de @ i b o que d ~ mcd(a, b). Entendrem que mcd(a, b) és un
element de D.

Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 13.3.23.

Proposicié 13.3.25. Siguin D un domini d’integritat, a i b dos elements de D i X C D
un conjunt tal que per atotm € X tenima | m, b | miperatotc € Dtalquea | ¢, b | ¢
es compleix m | c. Aleshores tenim que per a tot m’ € X si i només sim ~ m’.

Demostracio. Sigui - el producte de D. Comencem amb la implicaci6 cap a la dreta
(= ). Suposem que m’ € X. Hem de veure que m ~ m’. Tenimm’ | mim | m’ i per
la definici6 de Divisibilitat (13.3.18) trobem que m ~ m’.

Fem ara la implicaci6 cap a I’esquerra ( <= ). Suposem que m’ ~ m. Hem de
veure que m’ € X. Per hipotesi tenim que a | m i b | m. Per tant existeixen a, 8 € D
talsque m = @ -aim = B-b, i per la proposicié 13.3.20 tenim que si m’ = u - m
amb u € D invertible aleshores m = m’ - u~'. Per tant

m=a-a-u' i m=B-b-u""
ipertant m’ | aim’ | b. Ara bé, com que per hipotesi m ~ m’, per la definicié
d’Divisibilitat (13.3.22) tenim que m’ € X. O

Definici6 13.3.26 (Minim comu multiple). Siguin D un domini d’integritatia, b,m € D
tres elements tals que a | m i b | m i tals que per atot ¢ € D que satisfacia | cib | ¢
tenim m | c¢. Aleshores direm que m és el minim comi multiple de @ i b. Direm que m
és un minim comd mdltiple de a i b o que m ~ mcm(a, b). Entendrem que mem(a, b)
és un element de D.

Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 13.3.25.

Proposicié 13.3.27. Siguin (a), (b) dos ideals principals d’un domini d’integritat D
amb la suma + i el producte -. Aleshores tenim les igualtats

1. (a)+ (b) = (mcd(a, b)).
2. (a) N (b) = (mem(a, b)).
3. (a)(b) =(a-b).
Demostracio. Comencem veient el punt (1). Per la proposicié 13.1.14 tenim que (a) +
(b) ={x+y | x € (a),y € (b)},iperladefinici6 d’Ideals i ideals principals (13.1.15)
aixo €s
(a)+(b)={r1-a+ry-b|r,r €R},
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que podem reescriure com
(a) + (b) = {x | existeixenm,n € Rtalsquex =n-m+b - n}

i per tant (a) + (b) = (mcd(a, b)) és un ideal principal de R.
Continuem veient el punt (2). Per la proposici6 13.1.14 tenim que

(@) N (b) ={x|x € (a),x € (D)},
que, per la definicié d’Ideals i ideals principals (13.1.15), podem reescriure com
(a) N (b) ={x | x divideix a i b}

iper tant (a) N (b) = (mem(a, b)) és un ideal principal de R.
Acabem veient el punt (3). Per la proposici6 13.1.14 tenim que

(a)(b)z{xl')’l+"'+xn')7n |x1»--~,xn€ (a),}’la-~~7)’n€(b)},

que, per la definici6 d’Ideals i ideals principals (13.1.15) i la proposicié 13.1.5, podem
reescriure com
(a)(b) ={(r1-a)(r{-b)+---+ (rn-a)(r, - b) | ri,....,rp, 1}, ...,1;, €R}

={(r1'ri+"'+r”'r;l)’(a'b)|r1,...,rn,ri,...,r;leR},
isifixemry=...r, =0ir] =1tenim, amb r| = r que
(a)(b) ={r-(a-b)|r €R},

i per la definicié d’Ideals i ideals principals (13.1.15) tenim que (a)(b) és un ideal
principal de R amb
(a)(b) = (a-b). m]

Definici6 13.3.28 (Primer). Siguin D un domini d’integritat, p # O un element de D
tal que per a tot a, b dos elements de D que satisfacin p | a - b tenim p | a 6 p | b.
Aleshores direm que p €s primer.

Observacié 13.3.29. a # 0, (a) és un ideal primer si i només si a és primer.

Definicié 13.3.30 (Element irreductible). Siguin D un domini d’integritat amb el
producte -, @ # 0 un element no invertible de D i b, ¢ dos elements de D talsque a = b-c.
Aleshores direm que a és irreductible si b 6 ¢ s6n invertibles.

Proposicio 13.3.31. Siguin D un domini d’integritat i p un element primer de D.
Aleshores p és irreductible.

Demostracio. Sigui - el producte de D. Suposem que a i b s6n dos elements de D
tals que p = a - b. Per la definici6 de Divisibilitat (13.3.28) tenim que ha de ser p | a
6p|b.Sip|latenimquea=a-pperacerta € D.

Ara bé, per hipotesi, tenim que p = a - b. Pertanta = a - a - b, 1 per la proposicid
13.3.3 tenim que 1 = « - b, i per la definicié d’Propietats basiques dels anells i subanells
(13.1.7) tenim que b és invertible i per la definici6é d’Divisibilitat (13.3.30) tenim que p
és irreductible.

El cas p | b és analeg. O
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13.3.4 Dominis de factoritzacio dnica

Definici6 13.3.32 (Domini de factoritzaci6 unica). Sigui D un domini d’integritat amb
el producte - tal que per a tot element no invertible a # 0 de D

1. Existeixen p1, ..., p, elements irreductibles de D tals que
a=pr-... pn.
2. Si existeixen py,...,pr141,...,qs elements irreductibles de D tals que
a=pir--..-Pr=4q1-..."qs

aleshores r = s i existeix o € §, tal que

P Pr=4qo) - --"9o(r)
amb p; ~ g,y peratoti € {1,...,r}.
Aleshores direm que D és un domini de factoritzacié unica.

Teorema 13.3.33. Sigui D un domini d’integritat amb i el producte -. Aleshores D és
un domini de factoritzacio unica si i només si tenim

1. Per a tot a # 0 element no invertible de D existeixen pi,...,p, elements
irreductibles de D tals que

a=pi-...-pr
2. Sia ésin element irreductible de D aleshores a és primer.

Demostracio. Comencem demostrant que la condicié és suficient (= ). Suposem
doncs que D és un domini de factoritzaci6 tnica. El punt (1) és conseqiiencia de la
definicié de Dominis de factoritzaci6 tinica (13.3.32). Per tant només ens queda veure
que tot element irreductible és primer.

Siguin p un element irreductible de D i a, b dos elements no invertibles no nuls
de D tals que p | a - b. Per la definicié de Dominis de factoritzaci6 dnica (13.3.32)

tenim que existeixen py, ..., pr,q1,-- -, (s elements irreductibles de D tals que
a=pi-...-pr 1 b=q1-...-qs
i per tant
a-b=pr-...-pr-qi-...-qs

i com que, per hipotesi, p | a - b i la definicié de Dominis de factoritzacié tinica
(13.3.32) tenim que

a-b=p-ay-...-a
per acerts ay, - - - , @, elements irreductibles de D. Per tant tenim
a-b=p-ay-...ca;=p1 ... pr-q1-..."qs

i, de nou per la definicié de Dominis de factoritzaci6 tnica (13.3.32), tenim que p ~ p;
6p~gqjperacertsi € {1,...,r},je€{l,...,s},ipertant p | a6 p | b,iperla
definici6 de Divisibilitat (13.3.28) tenim que p és primer.

Veiem ara que la condicié és necessaria ( < ). Suposem doncs que
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1. Peratot a element no invertible de D existeixen p1, . . ., p, elements irreductibles
de D tals que

a=pir-...-pr
2. Si a és in element irreductible de D aleshores a és primer.

Sigui a un element no invertible de D. Pel punt (1) tenim que existeixen py, ..., p,
elements irreductibles de D tals que

a=pi-... pr.
Suposem que existeixen tamb€ ¢, . . ., g5 elements irreductibles de D tals que
a=qi,...,qs-

Aleshores volem veure que r = s i que existeix o € S, tal que

Pr .. Pr=4qo() " ---"qo(r),

amb p; ~ g,y peratoti € {1,...,r}.

Tenim que p; | a, i com que pel punt (2) tenim que p; €s primer, per la definicié de
Divisibilitat (13.3.28) tenim que p; | g, peracert j € {1,...,s}, i per la definicié de
Divisibilitat (13.3.30) i la definicié d’Divisibilitat (13.3.22) tenim que p; ~ g;. Sigui
doncs o € S, tal que p1 | g (1). Aleshores tenim

P1-P2 .. DPr=Ul-qo() - --"Ys

per a cert u; element invertible de D. Podem iterar aquest argument per a p», ..., Py,
on t = min(r, s) per obtenir

Proeeo PrPratc-pr=(u1-q1) ... (Ur-qe) Prer- ... Ps
per a certs uy,...,u, elements invertibles de D. Ara bé, tenim que r = s, ja que
sir > s tindriem que pgy1, ..., pr sOn invertibles, i si s > r tindriem que g,41,...,gs

son invertibles, perd per la definicié d’Divisibilitat (13.3.30) i la definicié d’Propietats
basiques dels anells i subanells (13.1.7) tenim que aix0d no pot ser, i per tant r = s i per
la definicié de Dominis de factoritzaci6 dnica (13.3.32) tenim que D és un domini de
factoritzacié dnica, com voliem veure. O

Proposicié 13.3.34. Siguin D un domini de factoritzacio iinica amb i el producte -

i a,b dos elements no invertibles i no nuls de D tals que existeixen p1,. .., p, tals que
_ o _ B Br
a=pl-...opf i b=pl-.pk
peracerts ay, ..., B1,..., B enters no negatius. Aleshores

p;nax((li Bi)

,
l_[p;nm(m,ﬁi) - mcd(a, b) i ~ mcm(a, b)
i=1

r

i=1

Demostracié. Denotem d = [];_, pﬁnin(mﬁ") im=TI_, pﬁnax(ai’ﬁi).

Prenem c un element de D tal que ¢ | a i ¢ | b. Aleshores tenim que
c=p/'-...-pl
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per a certs y; < min(a;, 8;) peratoti € {1,...,r}. Arabé, com que y; < min(e;, ;)
peratoti € {1,...,r}, ipertantd | c,iper ladefinici6 de Divisibilitat (13.3.24) tenim
que d ~ mcd(a, b).

Prenem ara ¢ un element de D tal que @ | ¢ i b | c. Aleshores tenim que

c=q-pl'...op)
per a cert ¢ € D i certs y; > max(a;,B;) peratoti € {1,...,r}. Ara bé, com
que y; > max(«;,B;) peratoti € {1,...,r}, ipertant m | c, i per la definici6 de
Divisibilitat (13.3.26) tenim que m ~ mcm(a, b). O

13.3.5 Anells Noetherians

Definici6 13.3.35 (Anell Noetheria). Sigui N un anell commutatiu amb 1 # O tal que si
LchLhCclhc...

son ideals de N existeix ng tal que per a tot i > ng tenim [; = I;4;. Aleshores diem
que N és Noetheria.

Observacié 13.3.36. {I;,1>,15...} amb la relacié d’ordre C és una cadena.

Lema 13.3.37. Siguin N un domini d’integritat Noetheria amb el producte - i a # 0
un element no invertible de N. Aleshores existeixen py, ..., pn elements irreductibles
de N tals que

a=pi-... Pn.
Demostracio. Ho farem per reducci6 a 1’absurd. Definim el conjunt
X ={a € N invertible | a # p; - ... - ppperapi,...,pn € N irreductibles}.

Volem veure que X = (0. Suposem doncs que X # 0 i prenem a; € X. Per la definicié
d’Divisibilitat (13.3.30) tenim que a; no €s irreductible, i per tant existeixen by, c; € N
no invertibles tals que

ay) = b] - C1

ihadeserby € Xoc; € X.

Suposem que b; € X, la demostracié de 1’altre opci6 €s analoga. Aleshores tenim,
per ’observaci6 13.3.19, que (a) C (b). Ara bé, també tindriem que b| = b, - ¢ per a
certs b, ¢, elements no invertibles de N amb b, € X o ¢, € X, i podem iterar aquest
argument per construir

(a1) € (by) c(b2) C (b3) C ...
pero aixo entra en contradiccié amb la definici6 d’ Anells Noetherians (13.3.35), i per

tant X = @, com voliem veure. O

13.3.6 Dominis d’ideals principals

Definici6 13.3.38 (Domini d’ideals principals). Sigui D un domini d’integritat tal que
tot ideal de D és un ideal principal. Aleshores direm que D és un domini d’ideals
principals.
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Proposicié 13.3.39. Sigui D un domini d’ideals principals. Aleshores un elementa € D
és irreductible si i només si (a) és un ideal maximal.

Demostracio. Sigui - el producte de D. Comencem veient que la condici6 €s suficient
( & ). Suposem doncs que a és un element irreductible de D i prenem b € D tal
que (a) € (b) # D. Aleshores, per I'observacié 13.3.19 tenim que b | a, és a dir,
existeix r € D tal que a = b - r, i per la definicié d’Divisibilitat (13.3.30) tenim que r
6 b sén invertibles. Ara bé, com que, per hipotesi, (») # D tenim que b no és invertible,
per tant ha de ser r invertible per la definicié d’Propietats basiques dels anells i subanells
(13.1.7) tenim que @ - ¥~ = b, per I’observaci6 13.3.19 tenim que (a) = (b), i per la
definici6 d’Dominis d’integritat, ideals primers i maximals (13.3.7) tenim que (a) és
un ideal maximal.

Tenim que la condici6 és necessaria (= ) per la proposicié 13.3.11. O

Proposicié 13.3.40. Siguin D un domini d’ideals principals i a un element irreductible
de D. Aleshores a és primer.

Demostracio. Per la proposicié 13.3.39 tenim que (a) és maximal, pel corol-lari 13.3.9
veiem que (a) és primer, i per I’observacié 13.3.29 trobem que a és primer, com voliem
veure. m]

Teorema 13.3.41. Sigui D un domini d’ideals principals. Aleshores D és Noetheria.
Demostracio. Siguin Iy,...,1I;,...ideals de D tals que

LCchLCclhc...

i=1

Aleshores tenim que 7 és un ideal. També veiem que si x € I existeix n tal
que x € I, i per la definicié d’Ideals i ideals principals (13.1.10) tenim que si y € D
aleshores x - y € I,,.

Ara bé, com que per hipotesi D és un domini d’ideals principals tenim, per la
definicié de Dominis d’ideals principals (13.3.38) que existeix a € D tal que I = (a),
i per tant existeix n tal que a € I,,, i trobem que

I=(@cliChycT

per a tot k € N, i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que I,, = I,k per a
tot k € N, i per la definici6é d’ Anells Noetherians (13.3.35) trobem que D és un anell
Noetheria. m]

Teorema 13.3.42. Sigui D un domini d’ideals principals. Aleshores D és un domini
de factoritzacio unica.

Demostracio. Sigui - el producte de D. Pel Teorema 13.3.41 tenim que D és un anell
Noetheria, i pel lema 13.3.37 tenim que per a tot element no irreductible a de D
existeixen py, ..., p, elements irreductibles de N tals que

a=pi-... Pn.

També tenim, per la proposicié 13.3.40 que si a és un element irreductible de D
aleshores a és primer.
Per acabar, pel Teorema 13.3.33 tenim que D és un domini de factoritzacié inica. O
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13.3.7 Dominis Euclidians

Definici6 13.3.43 (Domini Euclidia). Siguin D un domini d’integritat amb la suma + i
el producte - i U: D \ {0} — N una aplicacié tal que

1. U(x) <U(x-y)peratotx,y € D\ {0}.

2. Peratotx,y € D,y # O existeixen Q,r € Dtalsquex =Q -y+r,ambr =0
oU(r) <U(y).

Aleshores direm que D és un domini Euclidia amb la norma U.
Proposicié 13.3.44. Sigui D un domini Euclidia amb la norma U. Aleshores
U(l) <U(x) peratotx € D\ {0}.

Demostracio. Sigui - el producte de D. Per la definicié de Dominis Euclidians (13.3.43)
tenim que U(x) < U(x-y) peratotx,y € D\ {0}. Per tant

U(l)<U(1-x)=U(x) peratotx € D\ {0}. )
Proposicié 13.3.45. Sigui D un domini Euclidia amb la norma U. Aleshores
U(u) =U(1) & u és un element invertible de D.

Demostracio. Siguin+lasumade D i el producte de D. Comencem veient 1’ implicacié
cap ala dreta (= ). Suposem doncs que u és un element invertible de D.

Per la proposicié 13.3.44 tenim que U(1) < U(u) i que U(u) < U(u - u™").
Ara bé, per la definici6é de Propietats basiques dels anells i subanells (13.1.8) tenim
que u - u~! = 1,1 per tant

U(l) <U@u) <Uu-u" =U(1),

itrobem U(u) = U(1).
Veiem ara I’implicaci6 cap a I’esquerra ( <= ). Suposem que U(u) = U(1).
Per la definicié de Dominis Euclidians (13.3.43) tenim que existeixen Q i r elements
de D tals que
1=0Q-u+r

ambr =006 U(r) < U(u). Ara bé, per hipotesi U(u) = U(1), i per la proposicié
13.3.44 trobem que ha de ser r = 0. Per tant tenim

1=0-u

i per la definici6 d’Propietats basiques dels anells i subanells (13.1.7) trobem que u és
invertible. o

Teorema 13.3.46. Sigui D un domini Euclidia. Aleshores D és un domini d’ideals
principals.

Demostracio. Siguin + la suma de D, - el producte de D, U una norma de D i [ un
ideal de D. Si I = {0} aleshores I = (0). Suposem doncs que / # (0) i prenem b € [
tal que U(b) < U(x) peratotx € I, x # 0.
Prenem ara a € I. Per la definicié de Dominis Euclidians (13.3.43) tenim que
existeixen Q,r € D tals que
a=0Q-b+r
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ambr =06 U(r) < U(b). I com que, per la definicié d’Propietats basiques dels anells
i subanells (13.1.1) tenim que D és un grup amb 1’operacié + tenim

r=a-Q-b,
i per la proposicié 13.1.13 tenim que
r=a-Q-bel

ipertant,r € lambr =06 U(r) < U(b). Arabé, per hipotesi tenim que U(r) > U(b),
per tant ha de ser r = 0 i tenim que

a=Q-b,
d’on trobem que 7 és un ideal principal, i per la definicié de Dominis d’ideals principals
(13.3.38) tenim que D és un domini d’ideals principals. O

Teorema 13.3.47. Sigui K un cos. Aleshores K és un domini Euclidia.

Demostracio. ]

13.4 Anells de polinomis

13.4.1 Cos de fraccions d’un domini d’integritat

Proposicio 13.4.1. Siguin D un domini d’integritat amb el producte - i ~ definida
a D x D \ {0} una relacio binaria tal que per a tot a,c € D, b,d € D \ {0}

(a,b) ~(c,d) & a-d=b-c.
Aleshores ~ és una relacié d’equivaléncia.
Demostracio. O

Notaci6 13.4.2. Denotarem el conjunt quocient D X D \ {0}/~ com Q(D) i la classe
d’equivalencia (a, b) € Q(D) com 7.

Lema 13.4.3. Siguin D un domini d’integritat amb la suma + i el producte -. Alesho-
res Q(D) és un anell commutatiu amb 1 # 0 amb les operacions

a ¢ a-d+c-b a ¢ a-c

= - i .= D, b, D .

b+d b d Ly IS4 peratota,c € D, b,d € D\ {0}
Demostracio. ]

Teorema 13.4.4. Sigui D un domini d’integritat. Aleshores Q(D) és el minim cos que
conté D.

Demostracio. O

Teorema 13.4.5 (Unicitat de Q(D)). Siguin D un domini d’integritat amb la suma + i
el producte - i Q| (D) i Qy(D) dos cossos amb la suma + i el producte -. Aleshores

Q;(D) = Qyx(D)
Demostracio. m]

Definici6 13.4.6 (Cos de fraccions). Siguin D un domini d’integritat. Aleshores direm
que Q(D) és el cos de fraccions de D.
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13.4.2 El Teorema de Gauss
Proposicié 13.4.7. Siguin R un anell amb la suma + i el producte - i
R[x] = {ao+aix +ax*+---+ayx" | neN,ao,...,a, € R}
un conjunt. Aleshores R[x] és un anell amb la suma + i el producte -.
Demostracio. m}
Observacié 13.4.8. 1r = 1g[x], Or = Og[x].

Observacié 13.4.9. Si R és un anell commutatiu aleshores R|[x] també és un anell
commutatiu.

Definici6 13.4.10 (Anell de polinomis). Siguin R un anell amb la suma + i el producte -
i
R[x] ={ao+aix +axx*+---+ax" | n €N, ag,...,a, € R}.

Aleshores direm que I’anell R[x] és 1’anell de polinomis de R.
Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 13.4.7.

Observacié 13.4.11. R C R[x].

Teorema 13.4.12 (Teorema de la base de Hilbert). Sigui R un anell Noetheria.
Aleshores R[x] és un anell Noetheria.

Demostracio. O

Definicié 13.4.13 (Contingut d’un polinomi). Siguin D un domini de factoritzacié
tnicai f(x) = ag + aix + arx®> + - - - + a,x" un element de D [x]. Aleshores definim

cont(f) ~ med(ayg,...,a,)

com el contingut de f.
Interpretarem cont( f(x)) com un element de D.

Definicié 13.4.14 (Polinomi primitiu). Siguin D un domini de factoritzacié tnica
i f(x) un element de D [x] tal que

cont(f(x)) ~ 1.
Aleshores direm que f(x) és un polinomi primitiu.

Lema 13.4.15 (Lema de Gauss). Siguin D un domini de factoritzacio unicai f(x), g(x)
dos polinomis primitius de D [x]. Aleshores f(x) - g(x) és un polinomi primitiu.

Demostracio. O

Corollari 13.4.16. Siguin D un domini de factoritzacié tinica i f (x) i g(x) dos elements
de D|x]. Aleshores

cont(f(x) - g(x)) ~ cont(f(x)) - cont(g(x)).

Demostracio. O
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Lema 13.4.17. Siguin D un domini d’integritat i p un element irreductible de D.
Aleshores tenim que p és un element irreductible de D [x].

Demostracio. O

Teorema 13.4.18. Sigui D un domini de factoritzacio iinica i f(x) un polinomi
de D[x]. Aleshores grau(f(x)) > 1i f(x) és un polinomi irreductible de D[x] si i
només si cont( f(x)) ~ 1i f(x) és irreductible en Q(D)[x].

Demostracio. m]

Teorema 13.4.19 (Teorema de Gauss). Sigui D un domini de factoritzacio tinica.
Aleshores D |x] és un domini de factoritzacio uinica.

Demostracio. O
Teorema 13.4.20. Sigui D un domini d’integritat. Aleshores son equivalents

1. D és un domini de factoritzacio unica.

2. DIJx] és un domini de factoritzacié tnica.

3. DJxi,...,x,] és un domini de factoritzacio vinica.

Demostracio. O

13.4.3 Criteris d’irreductibilitat

Definicio 13.4.21 (Arrel). Siguin R un anell commutatiu amb 1 # 0, f(x) un element
de R[x] i @ un element de R tal que f(a) = 0. Aleshores direm que « és una arrel

de f(x).
Proposicio 13.4.22. Siguin K un cos i f(x) un element de K[x]. Aleshores
1. Sigrau(f(x)) = 1 aleshores f(x) és irreductible.

2. Sigrau(f(x)) =2 6 3 aleshores f(x) és irreductible si i només si f(x) no té cap
arrel.

Demostracio. O

Proposicio 13.4.23. Siguin D un domini de factoritzacio tinica amb la suma + i el
producte -, f(x) = ap+aix +---+a,x" un polinomi de D[x] i € Q(D) una arrel
de f(x) amb mcd(a, b) ~ 1. Aleshores tenim que a | ay 6 b | ay.

Demostracio. ]

Teorema 13.4.24 (Criteri modular). Siguin D un domini de factoritzacio tinica amb la
suma + i el producte -, f(x) = ag+aix + - -+ a,x" un polinomi primitiu de D[x] i p
un element irreductible de D amb p 1 a, tals que

fx)=ap+ay-x+---+a, -x"

sigui un polinomi irreductible de D [ (p)[x]. Aleshores f(x) és un polinomi irreductible

de D[x].
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Demostracio. O

Teorema 13.4.25 (Criteri d’Eisenstein). Siguin D un domini de factoritzacio unica
amb la suma + i el producte -, f(x) = ag + aix + -+ + a,x" un polinomi primitiu
de D[x] amb n > 1 i p un element irreductible de D satisfent p | ag,...,p | an-1
ip 1t an, p*tag. Aleshores f(x) és un polinomi irreductible de D|[x].

Demostracio. O

Corollari 13.4.26. Siguin D un domini de factoritzacio tinica amb la suma + i el
producte -, f(x) = ag+ax+---+a,x" un polinomi de D[x] ambn > 1i p un element
irreductible de D tal que p | ag,...,p | Gn-1ip ¥ an, p* t ao. Aleshores f(x) és un
polinomi irreductible de Q(D)[x].

Demostracio. O
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Teoria de cossos finits

14.1 Cossos finits

14.1.1 Propietats basiques dels cossos finits

Proposicié 14.1.1. Siguin K i E dos cossos tals que K C E. Aleshores E és un K-espai
vectorial.

Demostracio. O

Definicié 14.1.2 (Cos finit). Sigui K un cos tal que |K| € N. Aleshores direm que K és
un cos finit.

Observacié 14.1.3. Sigui K un cos finit. Aleshores ch(K) és primer.
Teorema 14.1.4. Sigui K un cos finit. Aleshores
ch(K)=p < |K|=p" peracertn € N,
Demostracio. O

Corollari 14.1.5. Siguin K un cos finit i F un subcos de K amb |K| = p". Aleshores |F| =
pdamb d | n.

Demostracio. O

Teorema 14.1.6 (Teorema de I’element primitiu). Sigui K un cos finit. Aleshores K\{0}
és un grup ciclic amb el producte -.

Demostracio. O

Definicié 14.1.7 (Element primitiu). Sigui K un cos finit i S un element de K tal
que {{B}) = K\ {0}. Aleshores direm que 8 és un element primitiu de K.
Aquesta definici6 té sentit pel Propietats basiques dels cossos finits (14.1.6).

Teorema 14.1.8. Sigui K un cos finit amb |K| = p. Aleshores existeix un polinomi
irreductible f(x) en Z/(p)|[x] tal que

K=Z/(p)[x]/(f(x)).

Demostracio. O
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14.1.2 Arrels d’un polinomi

Definicio 14.1.9 (Descomposicié d’un polinomi). Siguin K un cos amb la suma + i el
producte - i f(x) un polinomi de K tal que existeixen a1, . . ., @, € Ksatisfent f(x) =
(x—ajp) ...  (x — ay). Aleshores direm que f(x) descompon en K.

Teorema 14.1.10 (Teorema de Kronecker). Siguin K un cos i f(x) un polinomi de K|[x].
Aleshores existeix un cos L, amb K C L, tal que f(x) descompon en L.

Demostracio. ]

Definicié 14.1.11 (Cos de descomposicié). Siguin K un cos amb la suma + i el
producte -, f(x) un polinomi de K i L el minim cos on f(x) descompon amb f(x) =
x—ay) ... - (x —ay), amb ay,...,a, € L. Aleshores direm que L és el cos
descomposici6 de f(x). Denotarem L = K(f(x)).

Aquesta definici6 té sentit pel Arrels d’un polinomi (14.1.10).

Definicié 14.1.12 (Derivada formal). Siguin K un cos amb la suma + i el producte -
if(x)=ap+aix+---+a,x" un polinomi de K. Aleshores definim la derivada formal

de f(x) com

2 1

ff(xX)=a1+2-ax+3-a3x"+---+n-ax""".

Proposicio 14.1.13. Siguin K un cos amb la suma + i el producte - i f(x), g(x) dos
polinomis de K. Aleshores es compleix

L (a-f(x)) =a-f(x)peratotack.
(f(x) +g(x)" = f(x) + g (x).
(f(x)-g(x)) = f"(x) - g(x) + f(x) - &' (x).
4 (fO") =n-f)" .

N

w

Demostracio. O

Proposicio 14.1.14. Siguin K un cos amb la suma + i el producte - amb ch(K) = 0
i f(x) =ag+aix+---+ax" un polinomi de K amb n > 1. Aleshores n-a, # 0
if'(x)#0.

Demostracio. O

Proposicié 14.1.15. Siguin K un cos amb la suma + i el producte - amb ch(K) = p no
nuli f(x) =ag+aix+---+a,x" un polinomi de K. amb n > 1. Aleshores

f'(x) #0 < pliperatoti > 1tal que a; # 0.
Demostracio. |

Definicié 14.1.16 (Arrels miltiples). Siguin K un cos amb la suma + i el producte -
i f(x) un polinomi de K[x], @ una arrel de f(x) i g(x) un polinomi de K( f(x)) tal que

f) =(x-a)"-g()

amb m > 2. Aleshores direm que « és una arrel maltiple de f(x).
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Proposici6 14.1.17. Siguin K un cos i f(x) un polinomi de X[x]. Aleshores « és una
arrel miiltiple de f(x) si i només si a és una arrel de f'(x).

Demostracio. O

CoroHari 14.1.18. Siguin Kun cosi f (x) un polinomi de K[x] satisfent grau( f (x)) > 1.
Aleshores med( f(x), f'(x)) = 1 si i només si f(x) no té arrels miiltiples.

Demostracio. O

14.2 Caracteritzacio dels cossos finits i els seus subcossos

14.2.1 Teoremes d’existéncia i unicitat dels cossos finits

Teorema 14.2.1 (Teorema d’existéncia dels cossos finits). Siguin p un primer i n un
natural. Aleshores existeix un cos K tal que |K| = p™.

Demostracio. O

Corollari14.2.2. Siguin p un primerin unnatural. Aleshores existeix un polinomi f (x)
de Z/(p)[x] amb grau( f(x)) = n.

Demostracio. O

Lema 14.2.3. Siguin n, d dos naturals tal que d | n, p un primer i f(x) un polinomi
irreductible de 7./ (p)[x]. Aleshores f(x) | (xP" - x).

Demostracio. m]
Teorema 14.2.4 (Teorema d’unicitat dels cossos finits). Siguin K i F dos cossos finits
amb |K| = |E| = p". Aleshores

K=F.
Demostracio. m]
Teorema 14.2.5 (Teorema d’existéncia dels subcossos finits). Siguin K un cos amb |K| =
p" i d un natural tal que d | n. Aleshores existeix un . C K amb |L| = p? tal que L és
un subcos de K.
Demostracio. m]
Teorema 14.2.6 (Teorema d’unicitat dels subcossos finits). Siguin K un cos amb |K| =
p", d un natural tal que d | n i Ly, Ly dos subcossos de K amb |L,| = |Ly| = p©.
Aleshores L) = L.
Demostracio. m]

Notaci6 14.2.7. Denotarem el cos de p" elements com F .
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14.2.2 El morfisme de Frobenius
Teorema 14.2.8. Siguin n un natural, p un primer i
F ={f(x) €eZ/(p)[x] | f(x) és un polinomi ménic irreductible de grau d | n}.

Aleshores
xP' - x = l_[ f(x).

f(x)eF

Demostracio. O

Proposicié 14.2.9 (Morfisme de Frobenius). Sigui Fpn un cos finit. Aleshores
Uaplicacio

D Fpn e Fpn
a+— af
és un automorfisme.
Demostracio. O

Teorema 14.2.10. Siguin p un primer, f(x) un polinomi irreductible de I’anell de
polinomis Z[(p) [x] amb grau(f(x)) = ni a una arrel de f(x) en K(p(x)). Aleshores
1

L 2 3 n . n
les arrels de f(x) son a,a?,aP ,aP",...,a? iaP =a.
Demostracio. O

Teorema 14.2.11. Siguin p un primer, f(x) un polinomi irreductible de I’anell de
polinomis Z(p)[x] amb grau(f(x)) = n i a una arrel de f(x) en K(p(x)). Aleshores

L, 2 3 n-1 , i J . . e .
les arrels de f(x) son a,a?,aP ,aP",...,aP iaP #aP peratoti # j,i,j €
{0,...,n—1}.

Demostracio. O
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Interpolacio numerica

Sovint podem mesurar un procés fisic com un nimero de punts (per exemple, la
temperatura d’una habitaci6 en diferents instants de temps), perd no tenim una expressié
analitica per aquest procés que ens permeti calcular el seu valor en un punt arbitrari.
L'interpolaci6 ens proporciona un metode simple per estimar aquesta expressio analitica
en el rang dels punts mesurats!.

15.1 El problema d’interpolacio

15.1.1 Problemes d’interpolacié

Definicié 15.1.1 (Problema d’interpolacié). Siguin

o(x;ar,...,a,): R—R
una familia de funcions que depenen dels parametres reals ay,...,a,, una fami-
lia {(x;, v}, de n punt.s. Direm que‘el problema d’interpolacié de {(x;, y;)}",
per ®(x;ao, . .., a,) consisteix a determinar ay, . . ., a, tals que
®O(x;;a9,...,a,)=y; peratoti e {l,...,n}.

També direm que {(x;, y;)}}, son els punts de suport, {x;}_, son les abscisses de
suport i {y;}"" ; les ordenades de suport.

Direm que un problema d’interpolaci6 de {(x;, y;)}, per @(x;ao, ..., a,) és un
problema d’interpolacié lineal si existeixen @, ..., P, : R — R tals que

O (x;aq,...,an) = agPo(x) + -+ +a, D, (x).

Exemple 15.1.2. Exemples de problemes d’interpolacié lineal son problemes com la
interpolacio polinomica:

O(x;a9,...,an) =apg+aix+- - +apx";
o la interpolacio trigonomeétrica:

D(x;ag,...,a,) =ag+aje™ +---+ae™.

ISi el punt que avaluem es troba fora del rang aquest problema s’anomena extrapolaci6 i sol ser menys
precis que la interpolaci6.

271




15. INTERPOLACIO NUMERICA

Mentre que exemples de problemes d’interpolacio no lineals son problemes com la
interpolacio racional:

ag+aix+-- - +ax"
bo+bix+- -+ bypxm’

D(x;a9,...,an,bo,...,by) =

o la interpolacié exponencial:

®(x;a9,...,a,,A0,...,d,) = ape™ + - + a,et*.
La interpolacio trigonométrica es fa servir en I’analisi numéric de les séries de Fourier,
la interpolacio exponencial és itil en I’analisi de desintegracié radioactiva.

15.2 Polinomis interpoladors de Lagrange

15.2.1 Interpolaci6 de Lagrange

Definici6 15.2.1 (Problema d’interpolacié de Lagrange). Sigui {(x;,y;)}", un pro-
blema d’interpolacié per P(x;ao,...,an) € R,[x] tal que x; # x; peratoti,j €
{0,...,n— 1}, amb i # j. Aleshores direm que el problema d’interpolacié és un
problema d’interpolacié de Lagrange.

Definici6 15.2.2 (Polinomis basics de Lagrange). Sigui {(x;,y:)}[, un problema
d’interpolacié de Lagrange per P(x;ao, . ..,a,) € R, [x] on, peracert k € {0,...,n}
fix tenim que yx = liperatoti € I ={0,...,k—1,k+1,...,n} tenim y; = 0.
Aleshores direm que els polinomis

Sy XX (e=xp) e (0 = xe—1) (X = Xger) o (X — Xp)
L= | = G ) o (o e G =)

son polinomis basics de Lagrange.

1 sii=k,
Li(x;) ={

Observacié 15.2.3.

0 sii#k.

Proposicio 15.2.4. Sigui {(x;, y;)}_, un problema d’interpolacié de Lagrange per P (x).
Aleshores la funcio P(x) que satisfa

P(x;) = yi
peratoti € {0,...,n} és tnica.
Demostracio. Per 1’observaci6 15.2.3 veiem que una soluci6 a aquest problema d’inter-
polacié és
P(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + -+ ynLn(x).

Per veure’n la unicitat suposem que existeix un altre Q(x) € R,41[x] tal que

P(x;) = Q(x;) = yi
peratoti € {0,...,n}. Aix0 és equivalent a que
P(x;) —Q(x;) =0
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peratoti € {0,...,n}. Arabé, tenim que xo, . . . , X, son arrels diferents de P(x)—Q(x)
per la definici6 de Interpolacié de Lagrange (15.2.1). Com que P(x) — Q(x) € R,41[x],
aquests sén els seus tinics zeros, i pel Teorema Fonamental de 1’ Algebra tenim que ha

de ser P(x) = Q(x). O
Proposicié 15.2.5. Siguin {(x;, y;)}_, un conjunt de punts de suport, I = {io, . .., ix} C
{L,...,n} un conjunt i {(x;, yi)}yier un problema d’interpolacio per P, ;. € Ri[x],
on

Piy....ix (x[j) =y;; peratotj€{0,... ,k}.

Aleshores
Pi(x) =y;

Xi, — Xi,
Demostracio. Fixem k = 1. Aleshores tenim
Pi(x) = yi.
Veiem la segona part. Definim

()C _xi())Ph ..... K (-x) - (x - xik)Pi() ..... Ir—1 (x)

Xi — Xig

G(x) =

tenim G = Py, ._; per la proposicié 15.2.4, i per tant

G(-xio) = Pio ..... ikfl(xio) = Yi

G(xi) = Piy,. i (Xip) = Vi

i per tant
G(xil_) _ (xij _xio)yij - (-xij —xik))’ij _ yij
’ Xip = Xig
peratot j € {1,...,k — 1}, com voliem veure. m]

Observaci6 15.2.6 (Algorisme de Neville). Aquest métode recurrent es pot organitzar
en una taula com

k=0 k=1 k=2
X0 | Yo = Po(x)
Py,1(x)
x1 | y1=P1(x) Py1,2(x)
P1a(x)
X2 | y2 = Pa(x)

que s’omple de columna a columna de dreta a esquerra. Es coneix com a algorisme de
Neville.

273



15. INTERPOLACIO NUMERICA

Exemple 15.2.7. Sigui{(0, 1), (1,3), (3,2)} un problema d’interpolacié per Py 1 2(x) €
Ry [x]. Volem avaluar el polinomi interpolador de Lagrange en x = 2, és a dir, volem
trobar Py 1 2(2).

Solucio. La taula de I’algoritme de Neville plantejada en 1’observacié Interpolacié de
Lagrange (15.2.6) per aquest problema és

k=0 k=1 k=2
x0=0|yo=Po(2)=1
Po,1(2) =5
x1=1|y1=P1(2)=3 Po12(2) =2
Pi,(2) =3
x2=3|y2=P(2)=2
i per tant trobem Py ; 2(2) = %. o

15.2.2 Metode de les diferencies dividides de Newton

El metode de Neville és util per avaluar un polinomi interpolador en un punt una vegada,
perd si es vol obtenir I’expressi6 general del polinomi interpolador per poder avaluar-lo
multiples vegades en diferents punts s’hauran d’emparar altres solucions.

Definicio 15.2.8 (Diferéncies dividides). Sigui P(x;ay,...,a,) el polinomi interpola-
dor de Lagrange amb els punts de suport {(x;, y;)}I_,. Aleshores direm que

[x0, ..., xx] = ax

ésladiferéncia dividida d’ordre n del problema d’interpolacié de Lagrange de {(x;, y;) }ffzo
per P(x;ao,...,ag).
Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 15.2.4.

Proposicio 15.2.9. Sigui {(x;, y;)}_, un problema d’interpolacié de Lagrange per P (x).

Aleshores

P(x) = [xo] + [x0,x1](x = x0) + [x0,x1,x2] (x —x0) (x —x1) + -~

n

i—1
ct [0yl (= x0) - (= xe) = ) [ [ [ |G- xp) |
Jj=0

i=0

Demostracio. Denotem per Py € Ky41[x] el polinomi que satisfa

Py k(x;)=y;j peratotje{0,..., k}.
Aleshores tenim que el polinomi
Gr(x) = Po,.. k(x) = Py, k-1(x)
té com arrels xg, ..., Xx—1, 1 per tant existeix una unica costant Cy, tal que

Gr(x) = Cr(x —x0) - - (x — xx-1)

i per tant, si fem
Gr(x)=ap+ax+--- + agxk
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tenim que Cy = ag. Aleshores per la definicié de Metode de les diferencies dividides
de Newton (15.2.8) tenim que

Gr(x) = [x0,. .., xk](x =x0) - -+ (x — xg—1)

i per la proposicié 15.2.4 tenim
P(x) =Py

i per tant trobem recursivament

Pn(x) =Pn—l(x) + [X(], ce ,xn](x _XO) T ()C _xn—l)

=Pp_2(x) + [x0, .- s Xp-1](x —x0) -+ - (x — xp-2)+
+ [x0, .+ s xn] (x = x0) -+ (X = xp-1)
n-r+l n-r
=Pur () + 0 | [xor o] [ [ =) (r>0)
i=0 j=0

=Py (x) + [x0,x1](x — x0) + [x0, X1, X2] (X — x0) (x — x1) + - -~
s [x0, X1 [ (= x0) e (X = Xp0)+
+ [X(), . . -’xn](x _xO) (x _xn—l)

i per la definici6 de Metode de les diferencies dividides de Newton (15.2.8) tenim
que P (x) = [xo]

=[xo] + [x0,x1](x —x0) + -+ [x0, ..., Xp-1](x —x0) + -+ (¥ — xp-2)+
+ [x0, ..., xn](x —=x0) -+ - (x = x5-1) = P(x). ]

Observacié 15.2.10. Sigui {(x;,y;)}"_, un problema d’interpolacié de Lagrange.
Aleshores per a tot o € S4 tenim

[x0---»%n] = [Xg0, .- »x(r(n)]'
Demostracio. Per la proposicié 15.2.4. O

Proposicié 15.2.11. Sigui {(x;,y;)}!",, un problema d’interpolacié de Lagrange
per P(x). Aleshores

[xi]=yi peratotieA{0,...,n} (15.1)
i
[x0,...,xn] = [xl""’x")]c __[);;""’xn_l]. (15.2)
n

Demostracio. Perveure (15.1) tenim prou en veure que per a un problema d’interpolacié
de {(x,y)} per P(x) tenim que P(x) € Ro[x], i per tant és una constant i per la definici6
de Métode de les diferéncies dividides de Newton (15.2.8) trobem [x] = y.

Per veure (15.2) tenim, per la proposicié 15.2.5

Xn — X0
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on P;, . (x) és el polinomi interpolador de Lagrange del problema interpolador del
problema {(x;, y;) }ie{i,...,iy}- Per tant per la proposicié 15.2.9 trobem

[xo 2] = [x1,. .., x0] = [x05 .. s Xn=1]
LRI Rad (3 xn_xo ’

com voliem veure. O

15.2.3 Error en la interpolacié de Lagrange

Teorema 15.2.12. Siguin f: [a, b] — Runafuncié de classe de diferenciabilitat C"*'
i {(xi, f(x:))}, un problema d’interpolacié de Lagrange per P(x) amb abscisses de
suport que satisfan {x;}!_, C [a, b]. Aleshores per a tot x € [a, b] tenim

[ ()

Fo) =P =

w(x),
on w(x) = (x —x0) -+ (x — x,), per a una certa funcié £(x): [a,b] — [c,d]
amb ¢ = min{min;e[o,n){x;},x} i d = max{max;e[o 1 {x:},x}.

Demostracio. Fixem x € [a, b]. Tenim f(x;) — P(x;) =0peratoti € {0,...,n}. Si
imposem x € {xg, . ..,x,} i definim la funcié

F(z) = f(z) = P(z) — w(2)S(x)
on

f() - Px).

w(x)

S(x) = (15.3)

Observem que S(x) esta ben definida pel Teorema Fonamental de 1’ Algebra.
Observem també que

F(x;) = f(x) = P(x;) — w(x)S(x) =0

f(x) - P(x)
F(x) = f(x) = P(x) —w(x)———— =0
w(x)
és a dir, F(z) existeixen f(o), e ,ffl(i)l € [a, b] tals que F(gl.(‘”) =0Operatoti €
{0,...,n+1} ambgl.(fl) > §l.(0> peratoti € {0,...,n}.

Aplicant el Teoremes (1.2.18) trobem que per a tot i € {1,...,n + 1} existei-
xen {fl.(l)}l'.’;l1 tals que F ’(fi(l)) = 0 amb §l.(l) € (fl.(?)l,fi(o)). Iterant aquest argu-
ment trobem que per a k € {0,...,n+ 1} tenim que per a toti € {k,...,n+ 1}
existeixen {§i(k>}l'.’:+kl tals que Fk(gi(k)) = 0 amb g—‘i‘k) € (§l.(fl_l),§l.(k_1)); i per tant

quin k = n+ 1 tenim que existeix f,(lf:l) € (é‘}(l”),f,(ﬁ)l) tal que F(nm(f;(lﬁ])) =01
trobem
FOD (gl = ) (gD 4 115 (x)

n+l n+l

i per tant, recordant (15.3), tenim

FOER)  Fx) - P(x)

(n+1)! - w(x)

276



15.2. Polinomis interpoladors de Lagrange

d’on trobem (utl) (1)
n+ Tf )
ﬂm—mm=izﬁ%ﬁ—wm,

com voliem veure. O

Observacié 15.2.13.

f(x) = P(x) = [x0,..., xp, x]w(x)

Corollari 15.2.14. Sigui {(x;, f(x;))}!, un problema d’interpolacié de Lagrange.
Aleshores existeix un cert & € [xg, x,] tal que

(n)
[XO,...,xn]zf '(f)
n:

Exemple 15.2.15. Considerem el segiient problema d’interpolacio

i 0 1 2 4
X; 100 101 102 103
log(x;) | log(100) log(101) log(102) log(103)

per P(x). Volem estimar I’error comés en calcular el valor de P(102.5).

Solucio. Per la definicié de Interpolaci6 de Lagrange (15.2.1) tenim que aquest
problema d’interpolaci6 és de Lagrange. Aleshores, pel Teorema 15.2.12 tenim que

(4)
7o) = Py = L8

i per tant, amb f(x) = log(x),

log(x) — P(x) = (x = 100)(x — 101)(x — 102) (x — 103)

-1
£ (x)4
isi prenem x = 102.5 tenim

-1 531-1
log(102.5) — P(102.5) = ———— == —
g ) ( ) £4(102.5)4222 2

amb £(102.5) € [100, 103], i per tant ﬁ < m < W%o' Aleshores tenim

3.5 151
24 £4(102.5) — 64 100

[log(102.5) — P(x)| = ~2.34-107°. 0

15.2.4 Interpolacio en nodes equiespaiats
Definici6 15.2.16 (Nodes equiespaiats). Sigui {x;}_ abscisses de suport que satisfacin
X;i =Xo+1ih

amb h = @ per a tot i € {0,...,n}. Aleshores direm que les abscisses de
suport {x;}', s6n equiespaiades o que un problema d’interpolaci6 {(x;, y;)}"_; €s un
problema d’interpolacié amb nodes equiespaiats.

També denotarem

Af(x)=fx+h) = f(x) i A™ f(x)=AA"f(x)).
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Teorema 15.2.17. Sigui {(x;, f(x;))}I_, un problema d’interpolacié de Lagrange amb
nodes equiespaiats. Aleshores, si h = == tenim

_ A"f(x0)
[.X(),. . .,)Cn] = W

Demostraciéo. Ho farem per inducci6 sobre n. El cas n = 1 és cert, ja que

Af(xo) = f(xo+h) — f(x0) (Interpolacié en nodes equiespaiats (15.2.16))
= f(x1) = f(xo)
_ hf(xl) - f(x0)
X1 =X
= h[x0,xn] (Metode de les diferéncies dividides de Newton (15.2.8))

i per tant

_ Af(xo) .

[x0,xn] = Y

Suposem ara que 1’enunciat és cert per a k fix i demostrem-ho pel cas k + 1. Tenim
que

(15.4)

AR £ (x0) = A(AR(f (x0)) (Interpolaci6 en nodes equiespaiats (15.2.16))
= A*f(x1) = A*f(x0) (Interpolaci6 en nodes equiespaiats (15.2.16))
:k!hk([xls~~-»xk+1]—[)Co,...,xk]) (15.4)
= kW (k+ 1)k [x1, s Xit] =[x, - k]

Xk+1 — X0

= (k+ D [xo, . X ]
(Metode de les diferencies dividides de Newton (15.2.8))

i per tant tenim
Ak+1
[.X:O, LI 9-xk+l] = ﬂa
(k + 1)1 hk+l

com voliem veure. O
15.3 Polinomis interpoladors per splines

15.3.1 Interpolacié per splines

Definici6 15.3.1. Siguin A = {x;}"_, unaparticié d’'uninterval [a, b] C Ris: [a,b] —
R una funcié a trossos de classe C”~! de la forma

si(x)  six € [xp,x1]

s(x) = ske1(x)  six € [og, xpa1]

sn(x) six € [xp-1,Xn]

amb s; € R,[x] peratoti € {1,...,n}. Aleshores direm que s és un spline de grau p
associat a A.
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Denotarem
Sp(A) = {s | s és un spline de grau p associat a A}.

Nota 15.3.2. Només treballarem amb splines ciibics, és a dir, amb p = 3, que son els
més emparats.

ai haig de cérrer
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CapriTOL

L’espai topologic

16.1 Espais meétrics

16.1.1 Boles i oberts

Definicié 16.1.1 (Espai metric). Sigui X un conjuntid: X X X — R una aplicacié
que per atot x, y i z de X satisfa

1. d(x,y) =0siinoméssix=y.
2. d(x,y) =d(y,x).

d(x,y) < d(x,z) +d(z,y)-

O8]

4. d(x,y) <0.

Aleshores direm que X amb la distancia d és un espai metric. També direm que d és la
distancia o metrica de 1’espai metric.

Definicié 16.1.2 (Bola). Siguin X amb la distancia d un espai métric, ¢ un element
de X i > 0 un nombre real. Aleshores definim

B(a,r) ={x € X | d(x,a) < r}
com la bola de radi r centrada en a.

Definicié 16.1.3 (Obert). Sigui X amb la distancia d un espai metric i ¢ un subconjunt
de X tals que per a tot element x de U existeix un & > 0 real tal que B(x,&) C U.
Aleshores direm que U és un obert.

Proposicio 16.1.4. Siguin X amb la distancia d un espai métric i B(a,r) una bola
de X. Aleshores B(a,r) és un obert.

Demostracio. Prenem un element b de B(a, r) i definim

_r—d(a,b)

= 5 (16.1)
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Aleshores considerem la bola B(b, €) i tenim que B(b, ) C B(a, r), ja que si prenem
un element x de B(b, €), per la definicié de Boles i oberts (16.1.1) trobem que

d(x,a) <d(x,b)+d(b,a)

<e+d(b,a) (Boles i oberts (16.1.2))
- % +d(b,a) (16.1)
= %(a,b) +d(a, b) (Boles i oberts (16.1.1))

ja que, per la definicié de Boles i oberts (16.1.2) tenim que d(a,b) < r i per tant
trobem r + d(a, b) < 2r. O

Proposicié 16.1.5 (Propietat de Hausdorff). Siguin X amb la distancia d un espai
métric i x i 'y dos elements diferents de X. Aleshores existeixen dos oberts U i V
disjunts tals que x és un element de U i y és un element de V.

Demostracié. Definim r = M i considerem les boles B(x,r) i B(y,r). Per la
definici6 de Boles i oberts (16.1.1) i la definici6é de Boles i oberts (16.1.2) tenim que x
és un element de B(x,r) i y és un element de B(y, ).

També tenim que les boles B(x, r) i B(y,r) son disjuntes, ja que si prenem un
element a de X tal que a pertanyi a B(x, ) i a B(y, r) aleshores tenim, per la definicié
de Boles i oberts (16.1.2), que d(x,a) < rid(a,y) < r, i per la definicié de Boles i
oberts (16.1.1) tenim que

d(x,a) +d(a,y) = d(x,y).
Ara bé, tenim per hipotesi que r = @. Per tant

d(x,y) <d(x,a)+d(a,y)

< d(x,y) N d(x,y)
3 3

< 2d(x,y)
3

<d(x,y),

i per tant aquest a no existeix i trobem que B(x,r) i B(y, r) son disjunts.
Per acabar, per la proposici6 16.1.4 tenim que les boles B(x, r) i B(y, r) sén oberts,
i hem acabat. O

16.2 L’espai topologic

16.2.1 Una topologia d’un conjunt i els oberts

Definicié 16.2.1 (Topologia). Sigui X un conjunt i 7 una familia de subconjunts de X
tals que

1. 01X son elements de .

2. La intersecci6é d’una familia finita d’elements de 7 és un element de 7.
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3. La unié d’una familia d’elements de 7 és un element de .

Aleshores direm que 7 €s una topologia de X o que X amb la topologia 7 €s un espai
topologic.
També direm que els elements de 7 s6n oberts i que els elements de X sén punts.

Exemple 16.2.2 (Topologia induida per una metrica). Siguin X amb la distancia d un
espai métrici T = {U C X | U és un obert}. Volem veure que X amb la topologia T
és un espai topologic.

Solucio. Per la definici6 d’Boles i oberts (16.1.3) trobem que 0 és un obert, ja que per
I’Elements i subconjunts (3.1.9) tenim que @ és un subconjunt de X, i per a tot x de X
existeix un & > 0 tal que B(x, ) pertany a @. També tenim que X és un obert, ja que
pel Elements i subconjunts (3.1.3) tenim que X C X i si prenem un element x de X
tenim que per a tot &€ > 0 la bola B(x, &) és un subconjunt de X. Per tant @ i X s6n
elements de 7.

Prenem {U;}!_, una familia d’elements de 7 i considerem

U=\ U.

n
i=1

Sigui x un element de U. Per la definicié d’Una topologia d’un conjunt i els oberts
(16.2.1) tenim que per a tot i € {1,...,n} existeix un &; > 0 real tal que

B(x,&;) € U;.

Per tant, si definim & = min;¢
(16.1.2) tenim que

n} €. Aleshores per la definicié de Boles i oberts

.....

B(x,&) C B(x,g;) peratoti € {1,...,n}.

i per tant B(x,&) € U i per la definicié d’Una topologia d’un conjunt i els oberts
(16.2.1) tenim que U és un obert.
Prenem {U;};c; una familia d’oberts de 7 i considerem

ﬂ=U%.

iel

Sigui x un element de U. Per la definici6 d’Unid i interseccid de conjunts (3.1.12)
tenim que existeix un i € I tal que U; conté x. Ara bé, per hipotesi tenim que U;
és un obert, i per la definici6é d’Boles i oberts (16.1.3) trobem que existeix un € > 0
tal que B(x, €) és un subconjunt de U;, i com que U; és un subconjunt de U tenim
que B(x, €) també és un subconjunt de U, i per la definici6 d’Boles i oberts (16.1.3)
trobem que U és un obert, i per la definicié d’Una topologia d’un conjunt i els oberts
(16.2.1) hem acabat. o

Exemple 16.2.3 (Topologia grollera). Siguin X i T = {0, X} dos conjunts. Aleshores T
és una topologia de X.

Solucio. Comprovem les condicions de la definicié de topologia. Com que 7 = {0, X}
tenim que () i X son elements de 7. Observem també que 0N X =0, X NX = X
i0UX =XUX =X, iper la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts
(16.2.1), tenim que 7 és una topologia de X. "
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Exemple 16.2.4 (Topologia discreta). Siguin X i T = P(X) dos conjunts. Aleshores T
és una topologia de X.

Solucio. Tenim per I’Elements i subconjunts (3.1.4) que @ i X sén subconjunts de 7, ja
que per I’Elements i subconjunts (3.1.9) trobem que @ € X, i pel Elements i subconjunts
(3.1.3) trobem que X C X.

Per la definicié d’Unid i interseccié de conjunts (3.1.12) trobem que si {U;};es €s
una familia de subconjunts de X aleshores

U U; C X,

iel
i per la definicié d’Unid i interseccié de conjunts (3.1.13) trobem que si {U;} | és
una familia de subconjunts de X aleshores

ﬁ(ui c X,
i=1

i per tant, com que 7 = P (X) trobem per la definicié de Una topologia d’un conjunt i
els oberts (16.2.1) que T és una topologia de X. ¢

16.2.2 Tancats

Definicié 16.2.5 (Tancat). Siguin X amb la topologia 7 un espai topologic i C un
subconjunt de X tal que X \ C sigui obert. Aleshores direm que C és tancat.

Teorema 16.2.6. Sigui X amb la topologia T un espai topologic. Aleshores
1. 0iX son tancats.
2. La unio de qualsevol familia finita de tancats és un tancat.
3. Lainterseccio de qualsevol familia de tancats és un tancat.

Demostracié. Comencem veient el punt (1). Tenim que X \ @ = X. Per la definici6
d’Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) tenim que X €s un obert, i per la
definici6é de Tancats (16.2.5) trobem que @ és un tancat.

També tenim que X \ X = 0. Per la definici6é d’Una topologia d’un conjunt i els
oberts (16.2.1) tenim que @ és un obert, i per la definicié de Tancats (16.2.5) trobem
que X €s un tancat.

Veiem ara el punt (2). Prenem una familia {C;}!" | de tancats de X i considerem

n n C
X\UCiZXﬂ UCl) .
i=1

i=1

Per la Tautologies (2.1.17) trobem que
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Per hipotesi tenim que per a tot i € {1,...,n} el conjunt C; és un tancat, i per la
definici6 de Tancats (16.2.5) tenim que per atoti € {1,...,n} el conjunt X \ C; és
un obert, i per la definicié d’Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) tenim
que N, (X \ C;) és un obert. Ara bé, tenim que

n

X\O@':ﬂ(x\ci),
i=1

i=1

i per tant, per la definici6 de Tancats (16.2.5) trobem que ", C; és un tancat.
Veiem per acabat el punt (3). Prenem una familia {C;};c; de tancats de X i

considerem c
ﬂci) .

iel

X\ﬂC,:Xm

iel

Per 1a Tautologies (2.1.18) trobem que

C
xnfG] =xn UCl.C)
iel iel
= J(xnct
prned
=[Jxo.
iel

Ara bé, per la definicié de Tancats (16.2.5) tenim que per a tot i € I el conjunt X \ C;
és un obert, i per la definicié d’Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem
que el conjunt | J;c; (X \ C;) és un obert. Tenim

x\(e = Jx e,
il iel
i, de nou per la definici6é de Tancats (16.2.5), tenim que ();¢; C; és un tancat, com
voliem veure. o

16.2.3 Base d’una topologia

Definici6 16.2.7 (Base d’una topologia). Siguin X amb la topologia 7 un espai topologic
i 8 una familia d’oberts tals que per a tot obert ¢4 de X i per a tot punt x de U existeix
un B € B tal que x € B € U. Aleshores direm que 8 és una base de la topologia 7.

Exemple 16.2.8. Siguin X amb la distancia d un espai métric i
B={B(x,e)|xeXie>0}
un conjunt. Aleshores B és una base de la topologia T induida per la métrica.

Solucio. Tenim que
7={U C X | U es un obert}.

Prenem doncs un obert ¢ de 7 i un punt x de U. Per la definicié d’Boles i oberts
(16.1.3) tenim que existeix un & > 0 real tal que B(x, £) és un subconjunt de U, i per
la definici6é de Base d’una topologia (16.2.7) hem acabat. O

291



16. L”ESPAI TOPOLOGIC

Definicié 16.2.9 (Finor d’una topologia). Siguin X un conjunti 7, 7 dues topologies
de X tals que T C 7’. Aleshores direm que 7’ és més fina que 7.

Proposicié 16.2.10. Siguin X un conjunt i B una familia de subconjunts de X tals que

UB:X
Be8B

i tal que per atot U iV de B i per atot x de U NV existeix un W de B tal que x
pertanyia W i W C UNYV. Aleshores existeix una tinica topologia t de X tal que B
és una base de 7 i T és la topologia menys fina que conté els elements de B.

Demostracio. Definim
T={‘H§X |ﬂ:UiEIBi amb B,‘ GB} (162)

Observem que X i () pertanyen a 7.
Siguin U iV dos elements de B i prenem un element x de U N V. Per hipotesi
tenim que existeix un element W, de B tal que x € ‘W € U N V. Per tant

UNY = U W,,
xXeUNV

i per la definici6 del conjunt 7 tenim que U NV és un element de 7.
Prenem dos elements U i V del conjunt 7. Per la definicié (16.2) trobem que
existeixen dues families {U; };es i {V;} e d’elements de B tals que

u=Ju i v=Jwv.

iel jed

Per tant tenim que
Uunv=JJanvy,
i€l jeJ
i per la definicié (16.2) trobem que U NV pertany a 7. Per tant per la definicié de Una
topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que 7 és una topologia de X.
Veiem ara que B és base de la topologia 7. Prenem un obert U de 7 i x un element
de U. Per la definici6 (16.2) tenim que existeix una familia {B;};c; d’elements de 8

tal que
U= U Bi.
i€l
Per tant existeix un element B de B tal que x € Bi B C U i per la definicié de Base
d’una topologia (16.2.7) trobem que B €s una base de la topologia 7.

Continuem veient que 7 és la topologia menys fina que conté els elements de 5.
Suposem que existeix una topologia 7’ de X tal que 7 €s més fina que 7’ i tal que 7’
conté els elements de B. Per la definicié de Base d’una topologia (16.2.9) aix0 és
que 7’ CT.

Prenem un obert U de 7. Per la definicié (16.2) trobem que existeix una fami-
lia {B;};c; d’elements de B tals que

W:UB,'.

iel
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Ara bé, tenim per hipotesi que B €s un subconjunt de la topologia 7/, i per la definicié
de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que U pertany a 7’. Per tant
ha de ser 7 C 7/, i trobem que 7 €s la topologia menys fina que conté els elements de 5.

Veiem ara que aquesta topologia 7 €s tGnica. Suposem que existeix una altre
topologia 7’ tal que B és una base de 77 i 7’ és la topologia menys fina que conté els
elements de B.

Prenem un obert U de 7. Per la definicié (16.2) trobem que existeix una fami-
lia {B;};c; d’elements de B tals que

‘LI=UBi.

iel

Per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) tenim que U és un
element de 7/, ja que per hipotesi B és un subconjunt de 7’. Per tant tenim que 7 C 7’.
Ara bé, ja hem vist que 7 €s la topologia menys fina que conté els elements de B, i
per la definicié de Base d’una topologia (16.2.9) aix0 és que 7° C 7, i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) ha de ser 7 = 7/, com voliem veure. m]

16.2.4 Entorns, interior i adheréncia

Definici6 16.2.11 (Entorn). Siguin X amb la topologia 7 un espai topologic, x un punt
i N un conjunt tal que existeix un obert U satisfent que x és un element de U i U és
un subconjunt de N. Aleshores direm que N és un entorn de x.

També direm que x és un punt interior de N.

Observacié 16.2.12. Siguin X amb la topologia T un espai topologic i x un punt.
Aleshores existeix un subconjunt N de X tal que N és un entorn de x.

Demostracio. Si N = X tenim x € X € N. Per la definicié de Una topologia d’un
conjunt i els oberts (16.2.1) tenim que X és un obert i per la definicié d’Entorns, interior
i adherencia (16.2.11) trobem que N és un entorn de x. O

Definici6 16.2.13 (Interior). Siguin X amb la topologia 7 un espai topologic, x un punt
de X, A subconjunt de X i

Int(A) = {x € X | A és un entorn de x}.

Aleshores direm que Int(A) és I’interior del conjunt A.

Proposicié 16.2.14. Siguin X amb la topologia T un espai topologic i A un subconjunt
de X. Aleshores Int(A) és un obert.

Demostracio. Prenem un punt x de Int(A). Per la definicié d’Entorns, interior i
adheréncia (16.2.13) tenim que existeix un obert U, tal que x € U, i U, C A.
Aleshores tenim

Int(A) = U {x}
xelnt(A)
c |J u
xelnt(A)

c U Int(A) = Int(A).

x€lnt(A)
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Per tant tenim que

mA)c () U i | Uy,

xelnt(A) xelnt(A)

i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem

m(A) = | | u

xelnt(A)

i per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que Int(A)
és un obert. O

Proposicié 16.2.15. Siguin X amb la topologia T un espai topologic, A un subconjunt
deXi

Y={Uect|UCA)}.

Aleshores

mnt(A) = |_J u.

UeY

Demostracio. Sigui x un element de A tal que existeixi un obert U, satisfent que x és
un element de U, i U, és un subconjunt de A. Aleshores tenim

Int(A) {x}

xelnt(A)

c |J u

xelnt(A)

c U Int(A) = Int(A)

xelnt(A)

i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem

mnt(A) = | u

UeY

com voliem veure. m]

Corollari 16.2.16. Siguin X amb la topologia T un espai topologic, A un subconjunt
de X i U un obert tal que U sigui un subconjunt de A. Aleshores U és un subconjunt
de Int(A).

Corollari 16.2.17. Siguin X amb la topologia T un espai topologic i A un subconjunt
de X. Aleshores A és un obert si i només si A = Int(A).

Definicié 16.2.18 (Punt adherent). Siguin X amb la topologia 7 un espai topologic, A
un subconjunt de X i x un punt tal que per a tot entorn N de x tenim

ANN=#0.

Aleshores direm que x és un punt adherent a A.

294



16.2. L’espai topologic

Definici6 16.2.19 (Clausura). Siguin X amb la topologia 7 un espai topologic i A un
conjunt. Aleshores direm que

CI(A) = {x € X | x és un punt adherent a A}
és la clausura de A.

Observaci6 16.2.20. Siguin X amb la topologia T un espai topologic i A un subconjunt
de X. Aleshores
A C CI(A).

Proposicié 16.2.21. Siguin X amb T un espai topologic i A un subconjunt de X.
Aleshores CI(A) és un tancat.

Demostracié. Prenem un element x de X \ CI(A). Per la definicié de Entorns, interior
i adherencia (16.2.19) tenim que existeix un entorn N de x tal que

ANN=0, (16.3)

i per la definicié d’Entorns, interior i adheréncia (16.2.11) tenim que existeix un
obert U, tal que x és un element de U, i que U, és un subconjunt de N. Per tant, per
(16.3) tenim que A N U, = 0.

Per tant trobem

x\amy= | &
xeX\CI(A)
c |J uccxraw,
xeX\CI(A)

i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que

x\cy=c |J u,
xeX\CI(A)

i com que U, és un obert, per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts
(16.2.1) tenim que X \ CI(A) és un obert, i per la definici6 de Tancats (16.2.5) trobem
que CI(A) és un tancat. O

Proposicié 16.2.22. Siguin X amb la topologia T un espai topologic, A un subconjunt
de Xi
Y={C < X|ACCiC ésuntancat}.

Aleshores

CI(A) = ﬂ C.

CeY

Demostracio. Sigui x un punt adherent a A amb x ¢ A. Suposem que existeix un
tancat C tal que A és un subconjunt de C i tal que x no pertany a C. Aleshores x és un
element de X \ C, i per la definicié de Tancats (16.2.5) tenim que U = X \ C és un obert.
Ara bé, per la definici6é d’Entorns, interior i adheréncia (16.2.11) tenim que U és un
entorn de x, perd A és un subconjunt de C, i per tant tenim que X \ C és un subconjunt
de X \ A, i tenim que U és un subconjunt de X \ A, i per tant A N U = 0. Ara bé, per
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la definici6 de Entorns, interior i adheréncia (16.2.18) tenim que A N U # 0. Per tant
ha de ser que x pertany a C i trobem que

CI(A) C ﬂ C. (16.4)
CceYy

Per la proposicié 16.2.21 tenim que CI(A) és un tancat, i per tant CI(A) és un
element de Y i tenim que

ﬂ C C CI(A). (16.5)

Cey

Ara bé, tenim (16.4) i (16.5), i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que

cla) =) c. O

CeY

Corollari 16.2.23. Siguin X amb la topologia T un espai topologic, A un subconjunt
de X i C un tancat tal que A és un subconjunt de C. Aleshores C1(A) C C.

Corollari 16.2.24. Siguin X amb la topologia T un espai topologic i A un subconjunt
de X. Aleshores A és tancat si i només si A = C1(A).

Proposicié 16.2.25. Siguin X amb la topologia T un espai topologic i A un subconjunt
de X. Aleshores

CI(X \ A) = X \ Int(A).

Demostracio. Prenem un element x de C1(X \ A). Per la definicié de Entorns, interior
i adheréncia (16.2.19) tenim que per a tot obert ¢ que conté x tenim que

UN(X\A) #0.

Ara bé, per la definici6 d’Entorns, interior i adheréncia (16.2.13) que Int(A) és un
subconjunt de A, i per tant X \ A és un subconjunt de X \ Int(A), i per tant U N (X \
Int(A)) # 0. Per tant per la definicié d’Entorns, interior i adheréncia (16.2.13) trobem
que

CI(X \ A) C X \ Int(A) (16.6)

Prenem ara un element x de X \ Int(A). Per la definicié6 d’Entorns, interior i
adherencia (16.2.13) tenim que no existeix cap obert U tal que x sigui un element
de U i U sigui un subconjunt de A, o equivalentment, que U N (X \ A) # O per a tot
obert U tal que x sigui un element de U i que U sigui un subconjunt de A. Ara bé,
per la definici6 de Entorns, interior i adherencia (16.2.19) tenim que U és un element
de CI(X \ A), i per tant trobem que

X\ Int(A) C CI(X \ A). (16.7)

Per tant, amb (16.6) i (16.7) i el Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que CI1(X \
A) = X \ Int(A), com voliem veure. O
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16.3 Aplicacions continues

16.3.1 Aplicacions obertes, tancades i continues

Definicié 16.3.1 (Aplicaci6 oberta). Siguin X amb la topologia 7x i Y amb la topolo-
gia 7y dos espais topologics i f: X — Y una aplicaci6 tal que per a tot obert U de X
tenim que el conjunt { f(x) € Y | x € U} és un obert de Y. Aleshores direm que f és
una aplicaci6 oberta.

Observacié 16.3.2. La composicio d’aplicacions obertes és oberta.

Definicié 16.3.3 (Aplicacié tancada). Siguin X amb la topologia 7x i ¥ amb la
topologia 1y dos espais topologicsi f: X — Y una aplicacid tal que per a tot tancat C
de X tenim que el conjunt {f(x) € Y | x € C} és un tancat de Y. Aleshores direm
que f és una aplicaci6 tancada.

Observacié 16.3.4. La composicié d’aplicacions tancades és tancada.

Definicié 16.3.5 (Aplicaci6 continua). Siguin X amb la topologia 7x i ¥ amb la
topologia 7y dos espais topologics i f: X — Y una aplicacid tal que per a tot obert V
de Y el conjunt {x € X | f(x) € V} és un obert de X. Aleshores direm que f és una
aplicacié continua.

Observacié 16.3.6. La composicié d’aplicacions continues és continua.
Exemple 16.3.7. Considerem
S"=fx e R™ | |lx| = 1}.
Volem veure que S™ és un tancat de R"*!.
Solucio. Definim 1’aplicaci6

f:R"™ R

x > ||x]|.
Veiem que f és una aplicacié continua. Sigui V un obert de R i considerem el conjunt
U={xeR"™ | f(x) e V}. (16.8)

Prenem un element x de R"*!. Com que, per hipotesi, tenim que V és un obert de R,
per la definici6é d’Boles i oberts (16.1.3) tenim que existeix un real 6 > 0 tal que la
bola B(f(x), d) és un subconjunt de R, i per la definicié (16.8) tenim que existeix un
element y de R™*! tal que f(y) és un element de B(f(x), §), i per la definicié de Boles
i oberts (16.1.2) trobem que | f(x) — f(y)| < 6. o

16.3.2 Homeomorfismes entre topologies

Definicié 16.3.8 (Homeomorfisme). Siguin X amb la topologia 7x i ¥ amb la topolo-
gia 1y dos espais topologics i f: X — Y una aplicaci6 bijectiva, oberta i continua.
Aleshores direm que f €s un homeomorfisme.
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Definici6 16.3.9 (Espais topologics homeomorfs). Siguin X amb la topologia 7x 1Y amb
la topologia 7y dos espais topologics tals que existeix un homeomorfisme f: X — Y.
Aleshores direm que X i Y sén dos espais topologics homeomorfs. També denotarem

X=Y.
Exemple 16.3.10. Volem veure que R és homeomorf a 'interval (0, 1).
Solucio. o

Proposicié 16.3.11. Siguin X amb la topologia tx i Y amb la topologia ty dos espais
topologics. Aleshores la relacio

X =Y & X és homeomorfaY
és una relacio d’equivaléncia.
Demostracio. Comprovem les propietats de la definicié de relacié d’equivaléncia:

1. Reflexiva: Tenim que I’aplicacié Idx és bijectiva, oberta i continua. Per la
definici6 d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8) tenim que Id, és un
homeomorfisme, i per la definicié d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.9)
tenim que X = X.

2. Simetrica: Siguin X amb la topologia Tx i ¥ amb la topologia 1y dos espais
topologics homeomorfs. Per la definicié d’Homeomorfismes entre topologies
(16.3.9) tenim que existeix un homeomorfisme f: X — Y.

Pel Teorema 3.2.19 trobem que existeix I’aplicacié inversa f~! de Y a X, i pel
corollari 3.2.20 tenim que 1’aplicacié £~ és bijectiva.

També trobem que f~! és oberta, ja que per la definicié d’Homeomorfismes
entre topologies (16.3.8) tenim que f és continua, i per la definicié d’ Aplicacions
obertes, tancades i continues (16.3.1) i la definicié d’Aplicacions obertes,
tancades i continues (16.3.5) trobem que f' és oberta. De mateixa manera
trobem que f~! és continua, ja que per la definicié d’Homeomorfismes entre
topologies (16.3.8) tenim que f és oberta, i per la definicié d’ Aplicacions obertes,
tancades i continues (16.3.5) i la definicié d’ Aplicacions obertes, tancades i
continues (16.3.1) trobem que f~! és continua.

Per tant, per la definici6 d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8) trobem
que f~! és un homeomorfisme entre topologies i per tant ¥ = X.

3. Transitiva: Siguin X; amb la topologia 71, X, amb la topologia 7 i X3 amb
la topologia 73 tres espais topologics tals que X; = X, i X, = X3. Per la
definici6 d’”Homeomorfismes entre topologies (16.3.9) tenim que existeixen dos
homeomorfismes f: X; — Xrig: Xo — Xj.

Considerem I’aplicacié i = g o f. Pel Teorema 3.2.15 trobem que # €s bijectiva,
i per 'observacié 16.3.2 i ’observaci6 16.3.6 trobem que & és oberta i continua,
i per la definici6 d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8) trobem que £ és
un homeomorfisme entre X; i X3, i per la definicié d’Homeomorfismes entre
topologies (16.3.9) trobem que X; = X3.

I per la definicié de Relacions d’equivaléncia (3.3.2) hem acabat. O
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Altres topologies

17.1 Topologies induides

17.1.1 La topologia induida per un subconjunt

Proposici6 17.1.1. Siguin X amb la topologia T un espai topologic i A un subconjunt
de X. Aleshores A amb la topologia

T4 ={U C A | Existeix un obert W de X tal que U =W N A} (17.1)
és un espai topologic.

Demostracio. Observem que A pertany a T4, ja que per la definicié de Una topologia
d’un conjunt i els oberts (16.2.1) tenim que X €s un obert de X, i trobem X N A = A.
També tenim que @) pertany a 74, ja que per la definicié de Una topologia d’un conjunt
iels oberts (16.2.1) tenim que @ és un obert de X, i trobem 0 N A = 0.

Sigui {U;};c; una familia d’elements de 74. Per la definicié (17.1) tenim que
existeix una familia {W;};c; d’oberts de X tals que U; = W; N A, per atoti de .

Considerem ara
u=|Ju.

iel
Tenim que
U= Jwina,
i€l
i tenim
U=AnN (U ‘W,)
iel

i per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) tenim que | J;c; ‘W;
és un obert de X, i per la definici6 (17.1) trobem que U pertany a 74.

Sigui {U}?, una familia d’elements de 74. Per la definici6 (17.1) tenim que existeix
una familia {W;}!" | d’oberts de X tals que U; = W; N A, peratotide {l,...,n}.
Considerem ara
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Tenim que

n
U= ﬂ Win A,
i=1
i tenim
n
U=AN (ﬂ ’W,)
i=1
i per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) tenim que (., ‘W;
és un obert de X, i per la definicié (17.1) trobem que U pertany a 74. Per tant per
la definicié d’Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que A amb la
topologia T4 €s un espai topologic. O

Definicié 17.1.2 (Topologia induida per un subconjunt). Siguin X amb la topologia 7
un espai topologic i A un subconjunt de X. Aleshores denotem

74 = {U C A | Existeix un obert W de X tal que U = W N A}

idirem que 74 és la topologia induida per A.

Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 17.1.1.
Definici6 17.1.3 (Subespai topologic). Siguin X amb la topologia 7 un espai topologic
i A un subconjunt de X. Aleshores direm que A amb la topologia 74 és un subespai
topologic de X.
Proposicié 17.1.4. Siguin X amb la topologia T un espai topologic i T4 la topologia

induida per un subconjunt A de X. Aleshores C és un tancat de A si i només si existeix
un tancat ‘K de 7 tal que C = AN K.

Demostracio. Comencem veient que la condicié és suficient (= ). Sigui C un tancat
de A. Per la definici6 de Tancats (16.2.5) tenim que aix0 és equivalent a que A \ C és
un obert. Per la definici6 de La topologia induida per un subconjunt (17.1.2) tenim que
aixo és si i només si existeix un obert U de X talque A\ C = U N A. Ara bé, tenim
que U = X \ (X \ U), iper la definicié de Tancats (16.2.5) tenim que K = X \ U és
un tancat, i tenim que
C=A\A\C

=A\(UNA)

=A\U

=AN(X\U)

=ANK
i hem acabat.

Veiem ara que la condicié és necessaria ( <= ). Sigui K un tancat de X.
Prenem C = A N K. Aleshores tenim

A\C=A\(ANK)
=ANX\K).
Ara bé, per hipotesi, tenim que K és un tancat de X, i per tant X \ K és un obert, i per la
definici6 de La topologia induida per un subconjunt (17.1.2) trobem que A N (X \ K)

és un obert de A, i per la definici6é de Tancats (16.2.5) tenim que A \ C és un tancat
de A, com voliem veure. m]
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Proposicié 17.1.5. Siguin X amb la topologia T una espai topologic, A un obert
de X, T4 la topologia induida per A i U un subconjunt de A. Aleshores U és un obert
de A siinomés si U és un obert de X.

Demostracio. Comencem veient que la condici6 és suficient (= ). Suposem doncs
que U és un obert de A. Per la definicié de La topologia induida per un subconjunt
(17.1.2) tenim que existeix un obert ‘W de X tal que U = A N W. Ara bé, com que,
per hipotesi, A i ‘W sén dos oberts de X per la definicié de Una topologia d’un conjunt
i els oberts (16.2.1) trobem que U és un obert de X.

Veiem ara que la condici6 és necessaria ( <= ). Suposem doncs que U és un obert
de X. Com que, per la definici6é de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1), U
és un subconjunt de A, tenim que U = ANU, i per la definicié de La topologia induida
per un subconjunt (17.1.2) trobem que U és un obert de A. O

Proposicié 17.1.6. Siguin X amb la topologia T una espai topologic, ‘A un tancat
de X, 14 la topologia induida per A i C un subconjunt de A. Aleshores C és un tancat
de A siinomés si C és un tancat de X.

Demostracio. Comencem veient que la condicié és suficient (= ). Suposem doncs
que C és un tancat de A. Per la proposicié 17.1.4 tenim que existeix un tancat tancatK
de X tal que C = A NK. Ara bé, com que A i K son dos tancats de X, pel Teorema
16.2.6 trobem que C és un tancat de X.

Veiem ara que la condici6 és necessaria ( <= ). Suposem doncs que C és un tancat
de X. Com que, per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1), C
és un subconjunt de A, tenim que C = A N C, i per la definicié de La topologia induida
per un subconjunt (17.1.2) trobem que C és un tancat de A. O

17.1.2 La topologia producte

Proposicié 17.1.7. Siguin X amb la topologia tx i Y amb la topologia ty dos espais
topologics,
B={VxxWW CXXY|VxerxiVyety}

T ={U C X XY | Existeix una familia {U;}ic; C B tal que U = U;c;U;}.
Aleshores T és una topologia de X X Y.

Demostracio. Per I’Elements i subconjunts (3.1.9) trobem que 0 és un subconjunt
de 8, i per la definici6 de 7 trobem que 0 és un element de 7.

Per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que X és
un obert de X i Y €s un obert de Y. Per tant X X Y és un element de B i per la definicio
de 7 trobem que X X Y és un element de 7.

Prenem una familia {U; };c; d’elements de 7 i considerem

u:Uu.

iel

Per la definicié de T trobem que per a cada i de [ existeix una familia {V;} ey,
d’elements de B tals que
U= Jv.

JeJi
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Ara bé, per la definicié de B trobem que per a tot j de J; existeixen oberts V; x de X i
oberts V; y de Y tals que
Vi=V,xxXV;y,

i per tant trobem que

U= U U ((Vj,x X (Vj,y),

i€l jeJ;

i per la definici6 de 7 trobem que U és un element de 7.
Siguin U iV dos elements de 7 i considerem

W=UnYV.
Per la definici6 de 7 tenim que existeixen dues families {U;};ey i {V;}es de B tals
que
u=Ju i v=Jv,
iel jeJ
i per la definicié de 8B trobem que per a cada i de I existeixen un obert U; x de X i un

obert U; y de Y tals que
U =Ux XUy

iper acada j de J existeixen un obert V; x de X i un obert V; y de Y tals que
(Vj = (Vj,X X (Vj’y.
Per tant tenim que
U= (U((L(i‘x X (L(i,y)) N (U((Vj,x X er,y))
il jeJ
i trobem que
U= (U ﬂ[,x X Uﬂ[,y) al (U q/j’x X U (Vj,y)
iel iel JjeJ JjeJ

i per tant

U=

Utixnl ] fyf,x) x (U Uyn| vj,y),

il jed il jed

i per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que
U(Hi,x N U(Vj,x 1 Uﬂi,y N U(Vj,y
iel jeJ iel jed

s6n oberts, i per la definicié de 7 trobem que U és un element de 7, i per la definicié
de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que 7 és una topologia
de X X Y, com voliem veure. i

Definicié 17.1.8 (Topologia producte). Siguin X amb la topologia 7x i ¥ amb la
topologia 1y dos espais topologics i

B=A{Vx XV CXXY|VxerxiVyey}.
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Aleshores direm que X X Y amb la topologia
7={U C X XY | Existeix una familia {U;};c; C B tal que U = U;c;U;}

és I’espai topologic producte de X i Y i que 7 és la topologia producte de X i Y.
Aquesta definici6 té sentit per la proposici6 17.1.7

Exemple 17.1.9 (Projeccions). Siguin X XY amb la topologia T la topologia producte
deXiYi

ax: X XY — X

(x,y) F—x
un aplicacio. Volem veure que nx és continua i oberta.

Solucié. Comencem veient que mx €s continua. Prenem un obert U de X i considerem
{(x,y) e X XY | nx(x,y) € U}
Tenim doncs que
UXY ={(x,y) € X XY | nx(x,y) € U},

i com que, per hipotesi, Y és un espai topologic, tenim que Y €s un obert de Y, i de nou
per hipotesi tenim que U és un obert de X. Per tant trobem que U X Y és un obert
de X x Y, i per la definicié d’ Aplicacions obertes, tancades i continues (16.3.5) trobem
que mx és continua.

Veiem ara que 7y és oberta. Prenem un obert A de X XY iun punt x de {mx(x,y) €
X | (x,y) € A}. Aleshores tenim que existeix un punt a de A tal que nx(a) = x. Per
la definicié de La topologia producte (17.1.8) tenim que existeixen un obert U, de X i
un obert V, de Y tals que

ace U xV, CA.

Observem que
U=A{nx(x,y) € X | (x,y) € U X Vy}

és un obert de X, i per tant
xeU, C{nx(x,y) e X | (x,y) € A},

i, denotant B = {mx(x,y) € X | (x,y) € A}, trobem que

i per tant trobem que {7wx(x,y) € X | (x,y) € A} és un obert de X, i per la definicié
d’Aplicacions obertes, tancades i continues (16.3.1) trobem que mx €és una aplicacié
oberta. o

Corollari 17.1.10. Sigui X un espai topologic i y un element. Aleshores

Xx{y}=X.
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Teorema 17.1.11. Siguin Z amb la topologia Tz un espai topologic, X X Y amb la
topologia producte de X i Y, f: Z — X XY una aplicacio. Aleshores f és continua
si i només si les aplicacions nx o f i my o f son continues.

Demostracio. Comencem veient que la condicié és suficient (= ). Suposem doncs
que f és continua. Aleshores per I’exemple 17.1.9 trobem que les aplicacions 7x i 7y
son continues i per I’'observacié 16.3.6 hem acabat.

Veiem ara que la condici6 és necessaria ( <= ). Suposem doncs que les aplicaci-
ons mx o f iy o f s6n continues.

Sigui V X ‘W un obert de X X Y. Per la definicié de La topologia producte (17.1.8)
tenim que V és un obert de X i ‘W és un obert de Y. Ara bé, com que per hipotesi les
aplicacions 7y o f iy o f sén continues, tenim per la definici6 d’ Aplicacions obertes,
tancades i continues (16.3.5) que els conjunts

Ux={xeZ|nxof(x) eV} i Uy={xeZ]|nyo f(x)e W}

sén oberts de Z, i per la definici6é de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1)
trobem que el conjunt
U =Ux UUy

és un obert de Z. Per tant tenim que
U={xeZ]| f(x) eV xXW},

és un obert de Z, i com que per hipotesi el conjunt V x W és un obert de X X Y, per
la definicié d’ Aplicacions obertes, tancades i continues (16.3.1) trobem que f és una
aplicacié oberta. O

Proposicié 17.1.12. Siguin X| amb la topologia tx,, X, amb la topologia tx,, Y1 amb
la topologia ty, i Y amb la topologia Ty, quatre espais topologics tals que

XIEXZ i YIEYZ.

Aleshores
X1 XY =2X,xY,.

Demostracio. Per la definici6 d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.9) trobem
que existeixen dos homeomorfismes f: X; — X, i g: Y] — Y,. Considerem doncs
I’aplicacié
h: Xi XY — XoxY,
(6,7) = (£(), 8()-

Com que, per hipotesi, les aplicacions f i g sén homeomorfismes, tenim per la definicié
d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8) que f i g sén bijectives. Ara bé, trobem
que h també és bijectiva, ja que té per inversa la funci6

e Xo XY, — Xy XY
(x,9) — (f71 @), 87' ().

Continuem veient que 4 és una aplicaci6 oberta. Per la definicié d’ Aplicacions
obertes, tancades i continues (16.3.1) i la definicié d’ Aplicacions obertes, tancades
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i continues (16.3.5) en tenim prou amb veure que 2~' és una aplicaci6 continua.
Observem que per a tot (x, y) de X, X Y, tenim

mx, o h (e, y) = (%) 0wy, 0o kTN, y) = g7 (),

i com que, per hipotesi, les aplicacions f~! i g~! s6n continues tenim pel Teorema

17.1.11 que Paplicacié h~! és continua, i per tant / és una aplicaci6 oberta.
Per acabar veiem ara que % és una aplicaci6 continua. Observem que per a tot (x, y)
de X; x Y] tenim

x, 0 h(x,y) = f(x) i mpoh(x,y)=g(),

i com que, per hipotesi, les aplicacions f i g sén aplicacions continues tenim pel
Teorema 17.1.11 que ’aplicacié h és continua.

Per tant per la definici6 d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8) trobem que &
és un homeomorfisme, i per la definicié6 d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.9)
trobem que X| X Y| = X, X ¥, com voliem veure. m]

17.2 La topologia quocient

17.2.1 Topologia quocient per una aplicacié

Proposicié 17.2.1. Siguin X amb la topologia tx un espai topologic, Y un conjunt
i p: X — Y una aplicacio exhaustiva. Aleshores

vy ={U CY | Imy(p) € 1x} (17.2)
és una topologia de Y .

Demostracio. Comprovem que 7y satisfa la definicié de Una topologia d’un conjunt i
els oberts (16.2.1). Tenim que @ pertany a 7y. Per la definicié d’Definicions (1.2.2)
trobem que Img (p) = 0, i com que per la definici6 de Una topologia d’un conjunt i els
oberts (16.2.1) tenim que @ pertany a 7x trobem que @ és un element de 7y.

Veiem ara que Y pertany a 7y. Per la definicié d’Definicions (1.2.2) i com que,
per hipotesi, p és exhaustiva, per la definici6 d’Tipus d’aplicacions (3.2.8) tenim
que Im{,1 (p) = X, i per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1)
tenim que X €s un obert, i per tant Y pertany a ty.

Sigui {U;};c; una familia d’elements de 7y. Aleshores tenim que

m?y, 4 (p) = | Im 4 (p),
iel

i com que. per (17.2) trobem que Im‘l(u,. (p) és un obert de X per atoti de [, i per la
definici6 de topologia trobem que

i e (p)
iel

és un obert de X, i per tant tenim que | J;<; U; és un element de 7y.
Prenem ara una familia {U;}" | d’elements de 7y. Tenim que

Im"luf.;l wu,(p) = U Im™ 4 (p),

i=1
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i com que. per (17.2) trobem que Im™ ¢/, (p) és un obert de X per a toti de {1,...,n},
i per la definicié de topologia trobem que
n
|, (p)
i=1
és un obert de X, i per tant tenim que | J!"; U; és un element de 7y. O

Definicié 17.2.2 (Topologia quocient). Siguin X amb la topologia Tx un espai topolo-
gic, Y un conjunti p: X — Y una aplicaci6 exhaustiva. Aleshores direm que ¥ amb
la topologia

1y ={U Y [Im"(p) € x}

és un espai topologic quocient, o que Y té la topologia quocient per p.
Aquesta definicid té sentit per la proposicié 17.2.1.

Observacié 17.2.3. Sigui Y un espai topologic amb la topologia quocient per una
aplicacio p. Aleshores p és continua.

Proposicio 17.2.4. Sigui Y un espai topologic amb la topologia quocient per una
aplicacié p. Aleshores un subconjunt C de Y és tancat si i només si Im™ ¢ (p) és un
tancat.

Demostracio. Denotem per X I’espai topologic sobre el que p esta definida. Sigui C
un tancat de Y. Aleshores, per la definicié de Tancats (16.2.5), tenim que Y \ C és un
obert de Y. Ara bé, tenim que Im'ly\c( p) és un obert de X. Ara bé, tenim que

Imy\e(p) = X \ Im™ ¢(p),

i per la definicié de Tancats (16.2.5) trobem que Im™' ¢ (p) és un tancat de X, com
voliem veure. O

Teorema 17.2.5. Siguin Y un espai topologic amb la topologia quocient per una
aplicacio p, Z un espai topologic i f: Y — Z una aplicacio. Aleshores f o p és
continua si i només si [ és continua.

Demostracio. Denotem per X 1’espai topologic sobre el que p esta definida.

Comencem veient que la condici6 és suficient (= ). Suposem doncs que f o p és
continua. Sigui U un obert de Z. Per la definicié d’ Aplicacions obertes, tancades i
continues (16.3.5) en tenim prou en veure que Im™ ¢,(f) és un obert.

Tenim per la definici6 d’ Aplicacions obertes, tancades i continues (16.3.5) que Im ! ¢, (po
f) és un obert de X., i per tant, per la definicié de Topologia quocient per una aplicacié
(17.2.2) tenim que Im™" ¢;(f) és un obert de ¥, com voliem.

Veiem ara que la condici6 és necessaria ( <= ). Suposem doncs que f és continua.
Aleshores per I’observacié 16.3.6 hem acabat. O

Exemple 17.2.6. Volem calcular la topologia de I’espai quocient A = {a, b, c} induit
per Uaplicacio p: R — A, definida per

a six>0
px)=3b six<0 (17.3)
c six=0.
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Solucié. Calculem els oberts de A. Tenim per la definicié de Topologia quocient per
una aplicaci6 (17.2.2) que aquests s6n les antiimatges dels oberts de R per p. Prenem
un obert U de R.

Observem primer que si U = 0 aleshores

Im” ¢/ (p) =0,

i si O pertany a U aleshores, per la definicié d’Boles i oberts (16.1.3) tenim que
existeixen un x de U positiu i un y de U negatiu, i per tant

Im_]'Ll(P) = {a’ b,C}.

Suposem doncs que 0 no pertany a U.
Suposem que per a tot x de U tenim que x > 0. Aleshores, per la definicié
d’Definicions (1.2.2) i (17.3) tenim que

Im™ /() = {a}.

Suposem ara que per a tot x detext si 0 U tenim que x > 0. Aleshores, de nou per
la definici6 d’Definicions (1.2.2) i (17.3) tenim que

Im™4/(p) = {b}.

Suposem ara que existeixen un x de U positiu i un y de U negatiu. Aleshores, com
que tenim que 0 no pertany a U, trobem que

Im™ ¢/(p) = {a, b}.

Per tant trobem que els oberts de A s6n

v={0,{a},{b},{a,b},{a,b,c}}. o

17.2.2 Topologia quocient per una relacié d’equivaléncia

Exemple 17.2.7 (Projecci6 a un quocient). Siguin X un espai topologic i ~ una relacio
d’equivaléncia. Volem veure que X [~ té la topologia quocient per ’aplicacié

X — X/~
X +— X.

Solucio. Hem de veure que 7 és exhaustiva. Prenem un element x de X /~. Aleshores
tenim que 7(x) = X i per la definicié de Topologia quocient per una aplicacié (17.2.2)
hem acabat. o

Definicié 17.2.8. Siguin X un espai topologic, ~ una relacié d’equivaléncia sobre X
i 7 la projecci6 de X en X/~ donada per

X — X/~

X +— X.

Aleshores denotem la topologia Y induida per 7 com X /~.
Aquesta definici6 té sentit per I’exemple 17.2.7.
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Exemple 17.2.9. Volem veure que I’espai quocient
Y=1[0,1]/{0~ 1}
amb la projeccio n és homeomorf a
S'={xeR||lxll =1}.

Solucio. O

17.2.3 Topologia quocient per un grup

Definici6 17.2.10 (Accidé d’un grup sobre un espai topoldgic). Siguin G amb I’operacid
un grup amb element neutre e i X un espai topologic tals que per a tot g de G existeix
una aplicacié continua 6, : X — X tal que per a tot x de X es satisfa 6. (x) = xipera
tot g i h de G es satisfa 6, o 6, = Og.p,. Aleshores direm que G actua sobre X.

Observacié 17.2.11. Sigui G un grup que actua sobre X i g un element de G.
Aleshores 04 és un homeomorfisme.

Definicié 17.2.12 (Domini fonamental). Siguin G un grup que actua sobre un espai
topologic X i D un subespai de X tal que per a tot x de X existeixenun g de Gid de D
tals que

x =0q(d).
Aleshores direm que D és un domini fonamental de X.
Exemple 17.2.13. Considerem les aplicacions
SC,y)=(y+1) i T(xy)=@x-1,-y)

sobre Iespai topologic R? i el grup G = ({S,T}). Volem veure que [0,1) x [0, 1) és
un domini fonamental de X.

Solucié. Observem que la inversade T és T~' = (x + 1,y), i T~! per la definici6 de
pertany a G.
Prenem un punt (x,y) de R?. Tenim que existeixen dos enters xq i yg tals
quexo <x <xo+1liygp<y<yp+ 1. Pertant
(X0, 0) = 8§ (x = x0,0) + T7°(0, y — yo),
i per la definicié de Topologia quocient per un grup (17.2.12) hem acabat. ¢

Proposicio 17.2.14. Sigui G amb l'operacié * un grup que actua sobre un espai
topologic X. Aleshores la relacio ~ definida per a tot x i y de X com

x~y & existeixun g € G tal que Oy(x) =y
és una relacié d’equivaléncia.
Demostracio. O
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Definici6 17.2.15 (Quocient d’un espai per ’accié d’un grup). Sigui G amb I’operacio *
un grup que actua sobre un espai topologic X i ~ la relacié d’equivaléncia definida per
atotxiyde X com

X~y & existeix un g € G tal que f,(x) = y.

Aleshores denotarem per
X/~=X/G

la topologia quocient de X per G.
Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 17.2.14.
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CapriTOL

Espais topologics

18.1 Espais compactes

18.1.1 Recobriments

Definicié 18.1.1 (Recobriment). Siguin X un espai topologic i {U; };cs una familia de
subespais de X tals que
x=Ju.

iel

Aleshores direm que {U; };cy és un recobriment de X.
Si 1 és finit direm que {U;};e; €s un recobriment finit de X, i si / és infinit direm
que {U;};c; és un recobriment infinit de X.

Definicié 18.1.2 (Recobriment obert). Sigui {U;};c; un recobriment d’un espai
topologic X tal que per a tot i de I tenim que U; és un obert de X. Aleshores direm
que {U;};es és un recobriment obert de X.

Exemple 18.1.3. Volem trobar un recobriment de R.

Solucio. Prenem la familia d’oberts {(—i,7) };en. Aleshores tenim que

R={ i),

ieN

ja que si x és un element de R trobem que existeix un natural m tal que |x| < m, i per
tant x pertany a I’interval (—m, m). o

Definicié 18.1.4 (Subrecobriment). Siguin {U;};c; un recobriment d’un espai topo-
logic X i J un subconjunt de I tal que la familia {%;};c; és un recobriment de X.
Aleshores direm que {7} jes és un subrecobriment de {Z;};c;.

Si J és finit direm que {U;} je; és un recobriment finit de {%4;};cy, isi J és infinit
direm que {U;} jcs és un recobriment infinit de {/;};e;.
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18.1.2 Compacitat

Definici6 18.1.5 (Compacte). Sigui X un espai topologic tal que tot recobriment obert
de X admet un subrecobriment finit. Aleshores direm que X és compacte.

Exemple 18.1.6. Volem veure que R no és compacte.

Solucio. Per I’exemple 18.1.3 tenim que {(—i,1) };en €s un recobriment obert de R.

Suposem que existeix un subrecobriment finit de {(—i,7) };en. Aix0 és que existeix
un subconjunt I de N finit tal que {(—i, ) };c; és un recobriment de R. Com que 7 és
finit tenim que existeix un natural m tal que m = max{i € I}, i tenim que m + 1 no
pertany a cap interval de la familia {(—i,7)};c;. Per tant trobem que

m+1¢ U(—i,i).

iel

Ara bé, per la definicié de Recobriments (18.1.1) trobem que ha de ser

m+leR=U(—i,i),

iel
i arribem a contradiccid, trobant que no existeix cap subrecobriment finit de {(—i, i) };en.
o

Proposicié 18.1.7. Siguin X i Y dos espais topologics homeomorfs. Aleshores X és
compacte si i només si Y és compacte.

Demostracio. Per la definicié de Relacions d’equivalencia (3.3.2) tenim que si X = Y
aleshores Y = X, i per tant només ens cal veure que si X és compacte aleshores Y és
compacte.

Suposem doncs que X és compacte. Per la definicié d’Homeomorfismes entre
topologies (16.3.9) tenim que existeix un homeomorfisme f: X — Y.

Sigui {U;};ic; un recobriment obert de Y. Per la definicié d’Homeomorfismes
entre topologies (16.3.8) i la definicié de Recobriments (18.1.2) tenim que la fami-
lia {Tm™ ¢/, (f)}ies és un recobriment obert de X.

Arabé, per ladefinicié d’Compacitat (18.1.5) trobem que existeix un subrecobriment
finit {Im™ ¢/, (f)}es de {Im™ ¢, (f)}ies. i de nou per la definicié d’Homeomorfismes
entre topologies (16.3.8) i la definicié de Recobriments (18.1.2) tenim que la fami-
lia {U;} jes és un subrecobriment obert de {U;};cy, i per la definicié d’Compacitat
(18.1.5) trobem que Y €s compacte. O

Exemple 18.1.8. Volem veure que ’interval (0, 1) no és compacte.

Solucié. Per 1’exemple 16.3.10 tenim que I’interval (0, 1) és homeomorf a R, per
I’exemple 18.1.6 trobem que R no és compacte i per la proposicié 18.1.7 tenim
que (0, 1) no és compacte. o

Proposicio 18.1.9. Sigui X un espai topologic finit. Aleshores X és compacte.

Demostracio. Sigui {U;};e; un recobriment obert de X, i per la definicié de Recobri-
ments (18.1.2) tenim que {U;};c; C 7.

Ara bé, tenim que 7 C P(X), i com que X és finit, £ (X) també ho és, i per
tant {U; };cs és finit i per la definicié de Recobriments (18.1.1) trobem que {U; };cs
és un recobriment finit de X, i per la definicié d’Compacitat (18.1.5) tenim que X és
compacte. ]
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Proposicié 18.1.10. Sigui X un espai topologic amb la topologia discreta. Aleshores X
és compacte si i només si X és finit.

Demostracio. Comencem veient que la condici6 és suficient (= ). Veurem que si X
és infinit aleshores X no és compacte.
Per ’exemple 16.2.4 tenim que tot subconjunt de X és un obert, i com que

X =[x

xeX

per la definicié de Recobriments (18.1.2) trobem que {{x}} yex €s un recobriment obert
de X.

Ara bé, com que X és infinit, si {{x}} <7 és un subrecobriment finit de {{x}} ex
tenim que existeix algun xo de X tal que xo ¢ I, i per tant

xo ¢ (_J{x}

xel

i trobem que el recobriment {{x}},cx no admet cap subrecobriment finit, i per la
definicié d’Compacitat (18.1.5) trobem que X no és compacte.

Per veure que la condici6 €s necessaria ( <= ) en tenim prou amb la proposicié
18.1.9. O

Definicio 18.1.11 (Compacitat per tancats). Sigui X un espai topologic tal que per a
tota familia de tancats {C; };c; de X amb

(=0
iel
existeix una subfamilia finita {C; };c; tal que
(¢ =o.
ieJ
Aleshores direm que X és compacte per tancats.

Proposicié 18.1.12. Sigui X un espai topologic. Aleshores X és compacte si i només
si X és compacte per tancats.

Demostracio. Siguin X un espai topologic compacte i {C;};e; una familia de tancats

de X tals que

(¢ =o.

iel
Per la definici6 de Tancats (16.2.5) tenim que per a tot i de I el conjunt U; = X \ C; és
un obert de X, i tenim que

X=X\0
=X\ﬂa)
iel
= Jxven = Ju,
iel iel
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i per la definicié de Recobriments (18.1.2) trobem que {U;};c; és un recobriment
obert de X. Ara bé, per la definicié d’Compacitat (18.1.5) tenim que existeix un
subrecobriment finit {U;};c; de {U;};es, 1 per la definicié de Recobriments (18.1.4)

tenim que
x=Ju

ieJ
-UJxvar=x\[c,
ieJ ieJ

i per tant trobem que
=0
ieJ
i per la definicié de Compacitat (18.1.11) trobem que X és compacte per tancats. 0O

Definicié 18.1.13 (Compacitat de subconjunts). Sigui A un subconjunt d’un espai
topologic X tal que per a tota familia d’oberts {U; };ey de X tal que

AQU‘Ui

iel

existeix una subfamilia finita {U;};c; de {U;};c; tal que

aclJu.

ieJ

Aleshores direm que A és un subconjunt compacte de X. També direm que {7, };cs €s
un recobriment obert de A.

18.1.3 Propietats dels espais compactes

Teorema 18.1.14. Siguin A un subconjunt compacte d’un espai topologic X, Y un espai
topologici f: X — Y una aplicacio continua. Aleshores Ima(f) és un subconjunt
compacte de Y.

Demostracio. Sigui {U;};cy un recobriment obert de Imy (f). Per la definicié de
Compacitat (18.1.13) trobem que

Ima(f) € U Uu;,
iel

i per tant tenim que

AcC UIm‘l(ui(f).

iel

Com que, per la definicié de Compacitat (18.1.13), per a tot i de I el conjunt U; és
un obert de Y, per la definici6 de Definicions (1.2.4) tenim que Im'l(ui (f) és un obert
de X, i trobem per la definicié de Compacitat (18.1.13) que {Im'l(ul. (f)}ier és un
recobriment obert de A.

Ara bé, tenim per hipotesi que A és un subconjunt compacte de X, i per la definicid
de Compacitat (18.1.13) tenim que existeix una subfamilia finita {Im'l(ul. (Hlies
de {Im™ 4. (f)}ier tal que

AcC UIm’lu.(f).

ieJ
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Tenim doncs que

Ima(f) € U(Ui,

ieJ

i per la definicié de Compacitat (18.1.13) hem acabat. O

Corollari 18.1.15. Siguin X un espai topologic compacte i p una aplicacio exhaustiva.
Aleshores X [ p és compacte.

Demostracio. Per 1’observacié 17.2.3 tenim que p: X — X/p és continua. Per
la definici6é d’Definicions (1.2.1) i la definicié d’Tipus d’aplicacions (3.2.8) tenim

que X/p =Im(p), i pel Teorema 18.1.14 trobem que X /p és compacte. O

Teorema 18.1.16. Sigui C un tancat d’un espai topologic compacte X. Aleshores C és
compacte.

Demostracio. Sigui {U;};c; un recobriment obert de C. Per la definicié de Compacitat
(18.1.13) tenim que
cclJu.

iel

[

iel

Per tant

X = U(X\C),

iperladefinici6 de Recobriments (18.1.2) tenim que {; };c; U(X\C) és unrecobriment
obert de X.

Ara bé, per hipotesi tenim que X és un compacte, i per la definicié d’Compacitat
(18.1.5) tenim que existeix un subrecobriment finit de {U;};c; U (X \ C), i per tant
existeix un subconjunt finit J de [ tal que

cclJu,
ieJ
i per la definicié de Compacitat (18.1.13) hem acabat. O

Teorema 18.1.17 (Teorema de Tychonoff). Siguin X i Y dos espais topologics no buits.
Aleshores X XY és compacte si i només si X i Y son compactes.

Demostracio. Comencem veient que la condicié és suficient (= ). Suposem doncs
que X X Y és un compacte. Per I’exemple 17.1.9 trobem que les projeccions

mx: X XY — X

(x,y) k= x

y: X XY —Y
(x,y) —y

s6n aplicacions continues, i per la proposici6 18.1.7 trobem que X i Y sén compactes.
Veiem ara que la condici6 és necessaria ( <= ). Suposem doncs que X i Y sén
compactes i sigui {"W;};<; un recobriment obert de X X Y.
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Prenem un punt xo de X. Aleshores per la definicié de Recobriments (18.1.1) tenim
que per a tot y de Y existeix un iy, , de I tal que el punt (xo, y) pertany a Wi 1

per la definicié de Topologia quocient per una aplicacié (17.2.2) tenim que existeixen
oberts U;. 1V, de X iY, respectivament, tals que

x0.y ix()a)‘
(.XQ, y) € (L[ixo.y X (Vixo,y < (‘/Vixoyy'
Trobem doncs que
v =)
yey
= U (vixovy €Y,
yey

i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que

U Vi =Y.

yeYy

Aleshores per la definicié de Recobriments (18.1.2) trobem que {%XW }yey €s un
recobriment obert de Y, i com que, per hipotesi, ¥ és compacte, tenim per la
definicié d’Compacitat (18.1.5) que existeix un subrecobriment finit {(Vixo,y}erxo
de {(Vix(),y }yEY'
Definim ara
Uy, = ﬂ U, .. (18.1)
yeYy,
Com que Yy, és finit, trobem per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts
(16.2.1) que Uy, és un obert de X. Tenim doncs que

i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que

U'L(xzx,

xeX

i de nou per la definicié de Recobriments (18.1.2) trobem que {Uy }xex és un reco-
briment obert de X, i per la definicié d’Compacitat (18.1.5) trobem que existeix un
subrecobriment finit { Uy }ycy de {Uy }xex-

Definim el conjunt

J={(x,y)eXxXY|xeJ iye¥,} (18.2)
i considerem la subfamilia

{("Vix,y }(x,y) eJ

de {W;}ics. Sigui (x,y) un punt de X X Y. Aleshores, com que la familia {U, } vc -
és un recobriment de X trobem per la definicié de Recobriments (18.1.1) que existeix
un p de J’ tal que x pertany a U, i com que la familia {(V,-XO’y }yey, €s un recobriment
de Y trobem que existeix un g de Y}, tal que y pertany a V.
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Ara bé, també tenim per (18.1) i la definicié d’Uni6 i interseccié de conjunts
(3.1.13) que x pertany a U; , _, i per tant

r.q’

(x,y)eU,, xVi,, W

P.q’

i per tant tenim que {W;, | }(x,y)es €s un subrecobriment de {W;};cs, i com que
els conjunts J’ i Yy son finits, trobem per (18.2) que J és finit, aleshores per la
definici6 de Recobriments (18.1.4) trobem que {W;, | }(x,y)es €s un subrecobriment
finit de {“W, };¢; 1 per la definicié d’Compacitat (18.1.5) tenim que X X Y és compacte,
com voliem. m]

18.2 Espais de Hausdorff

18.2.1 L’axioma de Hausdorff

Definici6 18.2.1 (Espai Hausdorff). Sigui X un espai topologic tal que per a tots dos
punts diferents x i y de X existeixen dos oberts disjunts U i V de X tals que x pertany
aU iy pertany a V. Aleshores direm que X és Hausdorf.

Proposicié 18.2.2. Sigui X un espai métric. Aleshores X és Hausdorff.

Demostracio. Per I'exemple 16.2.2 trobem que X és un espai topologic i per la
proposici6 16.1.5 tenim que X és Hausdorff. O

Proposicio 18.2.3. Siguin X i Y dos espais topologics homeomorfs. Aleshores X és
Hausdorff si i només si Y és Hausdorff.

Demostracio. Per la proposici6 16.3.11 tenim que si X = Y aleshores Y = X, i per tant
només ens cal veure que si X és Hausdorff aleshores Y és Hausdorff.

Suposem doncs que X és Hausdorff. Prenem dos punts diferents x i y de Y.
Per la definicié6 d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.9) tenim que existeix un
homeomorfisme f: X — Y, i per la definicié d’Homeomorfismes entre topologies
(16.3.8) trobem que f és bijectiva. Considerem doncs els punts £~ (x) i f~!(y). Com
que, per hipotesi, X és Hausdorff, tenim per la definicié d’L’axioma de Hausdorff
(18.2.1) que existeixen dos oberts disjunts I/ i V de X tals que f~'(x) pertany a U
i f~1(y) pertany a V.

Ara bé, per la definicié d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8) trobem que f
és una aplicacié oberta, i per tant trobem que els conjunts Imq,(f) i Imq,(f) sén
oberts de Y, i tenim que x pertany a Imq,( f) i y pertany a Im«,(f), i per la definici6
d’Definicions (1.2.1) tenim que aquests sén disjunts. O

Proposicié 18.2.4. Sigui X un espai Hausdorff. Aleshores per a tot x el conjunt {x} és
un tancat.

Demostracio. Per la definicié d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1) trobem que per a tot
punt y diferent de x existeixen dos oberts disjunts Uy iV, tals que x pertany a U, iy
pertany a V). Aleshores tenim que

X\fxy= () O}

yeX\{x}

c |J ucx\n

yeX\{x}
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i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que

X\xp= [ u.

yeX\{x}

Ara bé, per la definici6 de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem
que X \ {x} és un obert, i per la definicié de Tancats (16.2.5) trobem que {x} és un
tancat. m]

Proposicio 18.2.5. Sigui X un espai Hausdorff i A un subespai de X. Aleshores A és
Hausdorff.

Demostracio. Siguin x i y dos elements diferents de A. Aleshores per la definicié
d’espai Hausdorff tenim que existeixen dos oberts disjunts U i V de X tals que x
pertany a U i y pertany a V. Aleshores per la definici6 de La topologia induida per un
subconjunt (17.1.2) trobem que els conjunts ¢ N A1V N A s6n oberts disjunts de A
que contenen x i y, respectivament, i per la definici6é d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1)
hem acabat. m]

18.2.2 Axiomes de separacié de Tychonoff

Definici6 18.2.6 (Espai de Kolmogorov). Sigui X un espai topologic tal que per a tots
dos punts diferents x i y existeix un obert U que o bé conté x i no y, o bé conté y i no x.
Aleshores direm que X és un espai de Kolmogorov.

Definicié 18.2.7 (Espai de Fréchet). Sigui X un espai topologic tal que per a tots dos
punts diferents x i y existeixen dos oberts U iV tals que x pertany a U \ V i y pertany
aV \ U. Aleshores direm que X és un espai de Fréchet.

Proposicié 18.2.8. Sigui X un espai de Fréchet. Aleshores X és un espai de Kolmogorov.

Demostracio. Siguin x i y dos punts diferents de X. Aleshores per la definicié
d’Axiomes de separaci6 de Tychonoff (18.2.7) trobem que existeixen dos oberts U
iV tals que x pertany a U \ V iy pertany a V' \ U. En particular x pertany a U iy
no pertany a U, i per la definicié d’ Axiomes de separacié de Tychonoff (18.2.6) hem
acabat. O

Proposicio 18.2.9. Sigui X un espai tal que per a tot x de X, el conjunt {x} és un
tancat. Aleshores X és un espai de Fréchet.

Demostracio. Siguin x i y dos punts diferents de X. Per hipotesi tenim que els
conjunts {x} i {y} son tancats i per la definicié de Tancats (16.2.5) trobem que els
conjunts X \ {x} i X \ {y} son oberts. Ara bé, com que per hipotesi els punts x i y
son diferents trobem que x pertany a X \ {y} i y pertany a X \ {x}, i per la definici6
d’Axiomes de separacié de Tychonoff (18.2.7) trobem que X és un espai de Fréchet,
com voliem veure. m|

Corolari 18.2.10. Sigui X un espai Hausdor{f. Aleshores X és un espai de Fréchet.

Demostracio. Per la proposicié 18.2.4 trobem que si x €s un punt de X aleshores
el conjunt {x} és un tancat, i per la proposicié 18.2.9 trobem que X és un espai de
Fréchet. O
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Proposicié 18.2.11. Siguin X un espai de Fréchet i x un punt de X. Aleshores {x} és
un tancat.

Demostracio. Per la definicié d’ Axiomes de separacié de Tychonoff (18.2.7) trobem
que per a tot punt y de X diferent de x existeixen dos oberts U, iV, tals que x pertany
aU,\V,iypertany aV, \ U,. Considerem

v=J w. (18.3)
yeX\{x}

Tenim que x no pertany a V, ja que x no pertany a cap dels V), i tenim que

x\xre [ o
yeX\{x}
c | n
yeX\{x}
=V X\ {x},

i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que
V=X\{x}.

Per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) i (18.3) trobem
que V ésun obert, i per la definici6 de Tancats (16.2.5) trobem que {x} ésun tancat. O

Definicié 18.2.12 (Espai regular). Sigui X un espai de Fréchet tal que donats un
tancat C i un punt x que no pertany a C existeixen dos oberts disjunts U i V tals que x
pertany a U i C és un subconjunt de V. Aleshores direm que X és un espai regular.

Proposicié 18.2.13. Sigui X un espai regular. Aleshores X és un espai Hausdorff.

Demostracio. Prenem dos punts diferents x i y de X. Com que, per hipotesi, X és un
espai regular, i per la definicié d’ Axiomes de separacié de Tychonoff (18.2.12) trobem
que X és un espai de Fréchet, per la proposicié 18.2.11 trobem que {y} és un tancat, i
per la definicié d’ Axiomes de separacié de Tychonoff (18.2.12) trobem que existeixen
dos oberts disjunts U i V tals que x pertany a U i {y} és un subconjunt de V, i en
particular y pertany a V. Aleshores per la definicié d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1)
hem acabat. O

Definicié 18.2.14 (Espai normal). Sigui X un espai de Fréchet tal que donats dos
tancats disjunts C i K existeixen dos oberts disjunts U i V tals que C és un subconjunt
de U i K és un subconjunt de V. Aleshores direm que X és un espai normal.

Proposicio 18.2.15. Sigui X un espai normal. Aleshores X és un espai regular.

Demostracio. Siguin C un tancat de X i x un punt de X \ C. Com que per hipotesi X és
un espai normal, per la definicié d’ Axiomes de separaci6é de Tychonoft (18.2.14) trobem
que X és un espai de Fréchet, i per la proposici6 18.2.11 trobem que el conjunt {x} és
un tancat, i tenim que {x} i C s6n disjunts.

Ara bé, per la definicié d’ Axiomes de separaci6 de Tychonoff (18.2.14) trobem que
existeixen dos oberts disjunts U i V tals que {x} és un subconjunt de U i C és un
subconjunt de V. Aleshores tenim que x pertany a U, i per la definicié d’ Axiomes de
separaci6 de Tychonoft (18.2.12) trobem que X és un espai regular. O
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18.2.3 Propietats dels espais Hausdorff

Proposicié 18.2.16. Sigui X un espai Hausdor{fi A un compacte de X. Aleshores A
és un tancat de X.

Demostracio. Si A = X 6 A = () aleshores pel Teorema 16.2.6 trobem que A és tancat
i hem acabat.

Suposem doncs que A no és X ni (. Tenim que existeix un punt x de X \ A. Per la
definicié d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1) trobem que per a tot a de A existeixen dos
oberts disjunts U, x i V, « tals que x pertany a U, . i a pertany a V, . Aleshores

trobem que
A= Jta}
acA

c |J Vo

acA

| Vaxc A

acA

i per tant trobem que

Aleshores per la definicié de Recobriments (18.1.2) trobem que la familia {V, x}4ea
és un recobriment obert de A, i com que, per hipotesi, A €s compacte trobem per la
definici6 de Compacitat (18.1.13) que existeix un subrecobriment finit {V, x}seca’
de {Vy.x}aea, 1 per la definici6é de Recobriments (18.1.4) trobem que

| Varx ca. (18.4)

acA’

Per la definici6 de topologia trobem que el conjunt

(le = ﬂ (L(a,x

acA’

és un obert de X i com que, per hipotesi, per a tot a de A tenim que
(Lla,x N (Va,x =0

trobem per (18.4) que per a tot x de X \ A es satisfa

ANU, =0,
i per tant
) w.cx\a
xeX\A
Ara bé, tenim que

x\a= | J &

xeX\A
c |J u

xeX\A

CX\A,
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i pel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que

X\A= U U,.

xeX\A

Aleshores per la definici6é de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem
que X \ A és un obert i per la definici6 de Tancats (16.2.5) trobem que A és un tancat. O

Teorema 18.2.17. Siguin X i Y dos espais topologics no buits. Aleshores X XY és
Hausdorff si i només si X i Y son Hausdorff.

Demostracio. Comencem veient que la condici6 és suficient (= ). Suposem doncs
que X X Y és Hausdorff. Prenem un element y de Y. Tenim pel corollari 17.1.10
que X X {y} = X itenim que X X {y} € X x Y. Per hipotesi tenim que X X Y és
Hausdorff. Aleshores per la proposici6 18.2.5 trobem que X X {y} és Hausdorff i per la
proposicié 18.2.3 trobem que X és Hausdorff.

La demostraci6 per veure que Y és Hausdorff és analoga.

Veiem ara que la condici6 és necessaria. Suposem doncs que X i Y sén Hausdorff.
Prenem dos punts diferents (x1,y;) i (x2,y2) de X X Y. Si y; = y, tenim per la
proposicié 3.2.3 que x; # xp. Com que, per hipotesi, X és Hausdorff tenim per la
definicié d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1) que existeixen dos oberts disjunts U i V
tals que x| pertany a U i x, pertany a V. Aleshores per la definicié de La topologia
producte (17.1.8) i la definici6 de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1)
trobem que els conjunts (U, Y) i (V,Y) son oberts disjunts de X x Y i per la definici6
d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1) tenim que X X Y és Hausdorff.

Si x| = x, tenim de nou per la proposicié 3.2.3 que y; # y, i ’argument per veure
que X x Y és Hausdorff és analeg. O

Teorema 18.2.18. Siguin X un espai compacte, Y un espai Hausdorffi f: X — Y
una aplicacioé continua i bijectiva. Aleshores X =Y.

Demostracio. per la definicié d”Homeomorfismes entre topologies (16.3.9) en tenim
prou amb veure que f és un homeomorfisme, i per la definici6 d’Homeomorfismes
entre topologies (16.3.8) en tenim prou amb veure que f és una aplicacié tancada.
Sigui C un tancat de X. Com que, per hipotesi, X €s un compacte, pel Teorema 18.1.16
trobem que C és un compacte. Per hipotesi tenim també que f és continua, i pel
teorema 18.1.14 trobem doncs que Im¢ (f) és un compacte de Y. De nou per hipotesi
tenim que Y és Hausdorff i per la proposicié 18.2.16 trobem que Im¢ (f) és un tancat
de Y. Per tant per la definicié d’Aplicacions obertes, tancades i continues (16.3.3)
trobem que f és tancada i hem acabat. m

Teorema 18.2.19. Sigui X un espai Hausdorff compacte. Aleshores X és un espai
normal.

Demostracio. Siguin C i K dos tancats disjunts i fixem un punt x de C. Com que, per
hipotesi, X és Hausdorff, per la definicié d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1) trobem que
per a tot y de K existeixen dos oberts disjunts Uy , i Vy , tals que x pertany a U,
iy pertany a ‘Vy . Tenim doncs que

x =)

yeK

c U Veys

yek
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i per la definicié de Recobriments (18.1.2) trobem que la familia {Vy y}yex €s un
recobriment obert de K. Aleshores, com que per hipotesi X és un espai compacte, pel
Teorema 18.1.16 trobem que K és un compacte i per la definicié de Compacitat (18.1.13)
tenim que existeix un subrecobriment finit {Vy y}yer, de {Vy,y}yex. Considerem els
conjunts

Ue= [\ Uey i Ve=|] Ve

yelx yel,

Com que I, €s finit, per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1)
trobem que U, i Vy sén oberts de X i tenim que

U NV =0

ix pertany a Uy iy pertany a V.
Ara bé, tenim que

c=J

xeC

c | Ju.,

xeC

i per la definicié de Recobriments (18.1.2) trobem que la familia {Uy}yec és un
recobriment obert de C. Aleshores, com que per hipotesi X és un espai compacte,
pel Teorema 18.1.16 trobem que C és un compacte i per la definicié de Compacitat
(18.1.13) tenim que existeix un subrecobriment finit {%y }yes de {Ux}yex. Definim

ﬂzﬂﬂxiV=U%.
xel xel

Com que 7 és finit, per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1)
trobem que U iV s6n oberts de X i tenim que

UNV=0

i C és un subconjunt de U 1 K és un subconjunt de V, i per la definicié d’ Axiomes de
separacié de Tychonoff (18.2.14) hem acabat. O

Lema 18.2.20. Siguin G un grup finit que actua sobre un espai Hausdor{f compacte X
i x un punt de X. Aleshores X és un tancat de X.

Demostracio. Per la definicié de Classes d’equivalencia i conjunt quocient (3.3.3)
trobem que
y={xeX[x~y}

i per la definicié de Topologia quocient per un grup (17.2.15) trobem que
y={x e X | existeixung € G tal que y = 0,(x)}.

Com que per hipotesi G és finit, trobem que y és finit. Tenim també que
v =[x,
XEY

icom que y és finit aquesta és una uni6 finita. Ara bé, per la proposicié 18.2.4 trobem
que els conjunts {x} sén tancats i pel Teorema 16.2.6 hem acabat. O
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Teorema 18.2.21. Sigui G un grup finit que actua sobre un espai Hausdorff compacte X.
Aleshores X |G és un espai Hausdor[f compacte.

Demostracio. Siguin x i y dos punts de X tals que X és diferent de y. Pel lema 18.2.20
trobem que y és un tancat, i per la proposicié 18.2.4 trobem que el conjunt {x} és un
tancat.

Per hipotesi tenim que X és un espai Hausdorff compacte, i pel Teorema 18.2.19
trobem que X és un espai normal. Aleshores per la definicié d’ Axiomes de separacid
de Tychonoff (18.2.14) trobem que existeixen dos oberts disjunts U’ i V"’ tals que {x}
és un subconjunt de U’ iy és un subconjunt de V’.

Sigui

V=) Imy (6).

geG

Per la definici6 de Topologia quocient per una aplicacié (17.2.2) trobem que Imq,/ (6,,)
és un obert de X/G, i com que per hipotesi G €s finit, pel Teorema 16.2.6 trobem
que V és un obert de X/G. També tenim per la definicié de Topologia quocient per
un grup (17.2.15) que y és un element de V. Per I’observaci6 17.2.11 tenim que 6,
és un homeomorfisme, i per la definicié6 d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8)
trobem que 6, és bijectiva. Aleshores, com que tenim que U’ iV’ sén disjunts tenim
que U’ iV s6n disjunts. Sigui ara

U= U Imq (6,).

geG

Per la definici6 de Topologia quocient per una aplicacié (17.2.2) trobem que Imqy (6,)
és un obert de X/G, i per la definici6 de Una topologia d’un conjunt i els oberts
(16.2.1) trobem que U és un obert de X/G. Per 'observaci6 17.2.11 tenim que 6,
€s un homeomorfisme, i per la definicié6 d’Homeomorfismes entre topologies (16.3.8)
trobem que 6, és bijectiva. Aleshores, com que tenim que U’ i V sén disjunts tenim
que U 1V sén disjunts.

Sigui & la projecci6

. X — X/G

X+ X.

Per la definicié de Topologia quocient per una aplicacié (17.2.2) trobem que els
conjunts Imq,(7) 1 Im, () sén oberts de X /G, i tenim que aquests sén disjunts ja
que si 7(z) pertany a la seva interseccid, per la definicié de Topologia quocient per un
grup (17.2.15) trobem que 7 ha de ser un element de U/ NV, i tenim que aquests sén
disjunts. Per tant per la definici6é d’L’axioma de Hausdorff (18.2.1) tenim que X /G és
Hausdorff.

Per I’observacié 17.2.3 tenim que « és continua, i pel Teorema 18.1.14 trobem
que X/G és compacte i hem acabat. O
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Espais connexos

19.1 Connexio

19.1.1 Els espais connexos

Proposici6 19.1.1. Siguin X amb la topologia t1 i Y amb la topologia T, dos espais
topologics. Aleshores el conjunt X 1Y amb la topologia

T={ULYV |UeT iV en} (19.1)
és un espai topologic.

Demostracio. Per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) tenim
que X ésun obertde X iY ésun obertde Y, i per (19.1) tenim que X LI Y pertany a 7.
Tenim també per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) que 0
ésun obertde X i Y, i tenim que @ X {0} =010 x {1} = 0. Per tant de nou per (19.1)
tenim que @ pertany a 7.

Prenem ara una familia {U; L V;},c; d’elements de 7 i considerem

U=\ Juuv.
Tenim que B
U=\ Juuy
- Oj (T x {0}) U (Vi x {1})) (1.3.7)
- (UIW" X {0})) U (_UI(% x {1}))
- (Ufu,- x{O}) U (UV x{l})-
P i<l

Per la definici6é de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que els

conjunts
Ju i+

iel iel
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s6n oberts de X i Y, respectivament; i per (19.1) trobem que U pertany a 7.
Prenem ara una familia finita {U; U V;}_, d’elements de 7 i considerem

n
U = U; UV;.
i=1
Tenim que
n
U=(\UuV,
i=1
n

= ) (U x {0}) U (V; x {1})) (1.3.7)
1

N

Mxm»%ﬂmxmﬂ
i=1

i=1

(ﬂ U; x {0}) U (ﬁ(v x {1}).
i=1 i=1

Per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem que els

conjunts
n n
(e i (v
i=1 i=1

s6n oberts de X i Y, respectivament; i per (19.1) trobem que U pertany a 7.
Per tant per la definicié de Una topologia d’un conjunt i els oberts (16.2.1) trobem
que 7 és una topologia de X LI Y, com voliem veure. O

s |

Definicié 19.1.2 (Unié disconnexa). Siguin X i Y dos espais topologics. Aleshores
direm que I’espai topologic X LI Y amb la topologia

T={UUYV | UEés un obert de X i V és un obert de Y}

és la uni6 disconnexade X iY.
Aquesta definicid té sentit per la proposicié 19.1.1.

Definicié 19.1.3 (Espai connex). Sigui X un espai topologic tal que no existeixen dos
espais no buits Y] i Y, tals que X = Y| U Y,. Aleshores direm que X és connex.

Proposicio 19.1.4. Sigui X un espai topologic. Aleshores son equivalents

1. X és connex.

2. No existeixen dos oberts no buits disjunts U i V tals que X = U U V.

3. No existeixen dos tancats no buits disjunts C i K tals que X = C U K.

4. Si A és un subconjunt de X tal que A és obert i tancat aleshores A=006 A = X.
Demostracio. O

Exemple 19.1.5. Volem veure que un espai topologic X amb la topologia grollera.
Aleshores X és connex.

Solucié. Tenim per ’exemple 16.2.3 i la definici6 de Tancats (16.2.5) que els tancats
i els oberts de X sén 0 i X. Aleshores per la proposicié 19.1.4 trobem que X és
connex. o
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19.1.2 Propietats dels espais connexos

Proposicio 19.1.6. Siguin X un espai topologic i {U;};e; una familia de subespais
topologics connexos de X tals que
(u: #0.

iel
Aleshores tenim que
u=|Ju
iel
és un espai topologic connex.
Demostracio. |

Corollari 19.1.7. Siguin X un espai topologic i {U;};en una familia de subespais
topologics connexos de X tals que

U N U #0 peratoti € N.

U=\ Ju

iel

Aleshores tenim que

és un espai topologic connex.
Demostracio. O

Exemple 19.1.8. Volem veure que un subconjunt de R és connex si i només si és un
interval.

Solucio. o

Proposicié 19.1.9. Siguin A un subespai connex d’un espai topologic X i f: X — Y
una aplicacio continua. Aleshores Im(f) és connex.

Demostracio. O

Proposicio 19.1.10. Siguin X i Y dos espais topologics. Aleshores X XY és un espai
connex si i només si X i Y son espais connexos.

Demostracio. Comencem veient que la condici6 és suficient (= ). Suposem doncs
que X X Y és un espai connex. Tenim per I’exemple 17.1.9 que les projeccions wx i my
son continues, i per la proposicié 19.1.9 tenim que X i Y s6n connexos.

Veiem ara que la condici6 és necessaria ( <= ). Suposem doncs que X i Y sén
espais connexos i fixem un y de Y. Aleshores tenim que

X x¥ =X x {yh U ({x} x1))

xeX

i per la proposicié 19.1.6 hem acabat. O

Proposicié 19.1.11. Sigui A un subespai connex d’un espai topologic X i B un conjunt
tal que
A C BcCl(A).

Aleshores B és connex.

Demostracio. O
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19.1.3 Connexio per camins

Definici6 19.1.12 (Cami). Siguin X un espai topologiciw: [0, 1] — X una aplicacié
continua. Aleshores direm que w €s un cami.
També direm que w(0) és 'origen del cami i w(1) el final del cami.

Definici6 19.1.13 (Connex per camins). Sigui X un espai topologic tal que per a tots
dos punts x i y de X existeix un cami w tal que x és I'origen de w i y €s el final de w.
Aleshores direm que X és connex per camins.

Proposicio 19.1.14. Sigui X un espai topologic connex per camins. Aleshores X és
connex.

Demostracio. O

Exemple 19.1.15. Volem veure que no tots els espais connexos son connexos per
camins.

Solucio. ¢

19.1.4 Components connexos d’un espai

Proposicioé 19.1.16. Sigui X un espai topologic i ~ una relacio sobre X tal que x ~ 'y si
i només si existeix un subespai C connex de X tal que x i y pertanyen a C. Aleshores ~
és una relacio d’equivaléncia.

Demostracio. O

Definici6 19.1.17 (Components connexos). Siguin X un espai topologic i ~ una relacié
sobre X tal que x ~ y si i només si existeix un subespai C connex de X tal que x i y
pertanyen a C. Aleshores direm que les classes d’equivaléncia de ~ sén components
connexos de X.

Denotarem x com C(x).

Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 19.1.16.

Proposicié 19.1.18. Sigui x un punt d’un espai topologic X. Aleshores

C(x) = U C.

xeC
C és connex

Demostracio. O
Proposicioé 19.1.19. Sigui x un punt d’un espai topologic X. Aleshores C(x) és connex.
Demostracio. O

Proposicié 19.1.20. Siguin x un punt d’un espai topologic X i C un connex que conté x.
Aleshores C és un subconjunt de C(x).

Demostracio. O

Proposicio 19.1.21. Siguinx i y dos punts d’un espai topologic X tals que C(x) # C(y).
Aleshores C(x) N C(y) = 0.

Demostracio. ]
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Proposicié 19.1.22. Sigui x un punt d’un espai topologic X. Aleshores C(x) és un
tancat.

Demostracio. O
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Models probabilistics

20.1 L’espai de probabilitat

20.1.1 Espais mostrals

Definici6 20.1.1 (Experiment aleatori). Definirem de manera informal els fenomens
que estudiarem, els experiments aleatoris. Aquests tenen les segiients propietats:

1. Coneixem tots els possibles resultats de I’experiment, perd no el que sortira. El
conjunt de possibles resultats Q sera 1’ espai mostral.

2. Tenim alguna manera d’assignar probabilitats als resultats, o a conjunts de
resultats.

Exemple 20.1.2. Volem determinar [’espai mostral dels segiients experiments:
1. Llengar un dau de sis cares.
2. Un partit de basquet.
3. Llencar una moneda.
Solucio. Aixi, els seus espais mostrals son, respectivament,
1. Q={1,2,3,4,5,6}.
2. Q=NxN.
3. Q={H,T}. ¢

Definicié 20.1.3 (Esdeveniment). Sigui A C Q un subconjunt d’un espai mostral Q.
Aleshores direm que A €s un esdeveniment.

Si el resultat w € A C Q s’ha realitzat direm que 1’esdeveniment A s’ha realitzat.
També definim

1. Direm que A = Q és I’esdeveniment segur i A = () és I’esdeveniment impossible.
2. Direm que B = Q\ A és I’esdeveniment contrari a I’esdeveniment A.

Exemple 20.1.4. Volem determinar els conjunts d’esdeveniments segiients:

335




20. MODELS PROBABILISTICS

1. Tirar un dau de sis cares i que surti un nombre parell.

2. Una partit de basquet on guanya el visitant.

3. Un mon on acabo aquests apunts abans que la carrera.
Solucié. Els conjunts d’esdeveniments son, respectivament,

1. A={2,4,6}.

2. A={(m,n) e NxN |n>m}.

3. A=0. ¢

20.1.2 Algebres i o-algebres
Definicié 20.1.5 (Algebra). Sigui A una colleccié de subconjunts Q tal que

1. Qe A.

2. Si A € A, aleshores Q\ A € A.

3. SiA, Be A,aleshores AUB € A.
Aleshores direm que A és un algebra de conjunts sobre Q.
Observacié 20.1.6. Si A és un algebra, aleshores O € A.
Exemple 20.1.7. Sigui Q ={1,2,...,6}. Volem veure que

A={0,Q,{1,2},{3,4,5,6}}

és un algebra.

Solucié. Comprovem la definici6 d’Algebres i o-algebres (20.1.5). Tenim que Q € A.
Prenem un esdeveniment A € A i calculem Q \ A. Podem veure tots els casos fent

Q\0=0, Q\Q=0, Q\{1,2}={3,456}, i Q\{3,4,56}={1,2}.

Prenen ara A, B € A. Si A = B aleshores AUB = A,ipertant AUB € A, i
sitenim A U B € A aleshores BUA = AU B € A ihem acabat. També tenim que
siA € A, aleshores D) UA=A€ AiQUA =Q € A. Per tant només ens cal veure el
cas

{1,2} U {3,4,5,6} = {1,2,3,4,5,6} =Q € A,

i per la definicié d’Algebres i o-algebres (20.1.5) trobem que A és un algebra
sobre Q o

Proposicié 20.1.8. Siguin A, B dos elements d’un algebra A. Aleshores
ANBeA.

Demostracio. Per la definicié d’ Algebres i o--algebres (20.1.5) tenim que AC, Bl e
i, de nou per la definicié d’Algebres i o--algebres (20.1.5), tenim que ACUBC e &,
Ara bé.tenim que AC U BC =ANB,ipertant AN B € A. ]
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Definicié 20.1.9 (o-algebra). Sigui A un algebra tal que per a tota familia {A,, }nen
d’elements d’ A tenim que

Janea.

n=0

Aleshores direm que A és una o-algebra.

Observacié 20.1.10. Sigui A un algebra sobre un conjunt Q finit. Aleshores A és
una o-algebra.

Proposicié 20.1.11. Sigui {A, }nen una familia d’elements d’un o-dlgebra A. Ales-

hores
A:(WAn
n=0

és un element de A.

Demostracio. Tenim que

A= ()4 = (Ja5)

Ara bé, per la definici6 d’Algebres i o-algebres (20.1.5) tenim que AE € Apera
tot n € N, i per la definicié de Algebres i o-algebres (20.1.9) trobem que AC e A,ide
nou per la definici6 d’ Algebres i o-algebres (20.1.5) tenim que A € A. o

20.1.3 L’algebra de Borel

Proposicié 20.1.12. Sigui {A;}ic; una familia de o-dlgebres sobre un conjunt €.

Aleshores
A=A
il

és una o-algebra sobre Q.

Demostracié. Comprovem que A satisfa la definicié Algebres i o-algebres (20.1.9).
Veiem que Q € A. Tenim per la definici6 de Algebres i o-algebres (20.1.5) que Q € A;
per a tot i € I, i per la definicié d’Unid i interseccié de conjunts (3.1.13) trobem
que Q € A.

Prenem ara un A € A i considerem AC. Si A € A tenim queperatoti € I es
satisfa A € A;, i per la definici6 d’ Algebres i o-algebres (20.1.5) trobem que AC e A;
peratoti € I, i per la definicié d’Unié i interseccié de conjunts (3.1.13) tenim que es
satisfa AC € A.

Per acabar premen A, B € A. Tenim que A, B € A; peratoti € I, i per la
definici6 d’Algebres i o-algebres (20.1.5) trobem que A U B € A; peratoti € I, i per
la definici6é d’Unié i interseccié de conjunts (3.1.13) trobem que A U B € A.

Per tant per la definicié d’ Algebres i o-algebres (20.1.5) tenim que A és un algebra
sobre Q.

Prenem ara una familia {A, },,en d’elements d’ A i denotem
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Tenim de nou que {A, },en també és una familia d’elements d’A; peratoti € I, i
per la definicié d’Algebres i o-algebres (20.1.9) tenim que A € A; peratoti € I, i
per la definici6é d’Uni6 i interseccié de conjunts (3.1.13) trobem que A € A, i per la
definicié d’Algebres i o-algebres (20.1.9) trobem que A és una o-algebra sobre Q. O

Definici6 20.1.13 (o--algebra generada per un conjunt). Sigui C € P (L) una familia de
subconjunts d’un conjunt . Denotarem el minim o--algebra generada per C com o (C)
i direm que és la o-algebra generada per C.

Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 20.1.12.

Exemple 20.1.14 (o--algebra de singletons). Denotem C = {{x} C R | x € R}. Volem
veure que

c(C)={ACR|AJ¢ AC és finit o numerable}.
Solucid. ¢
Definicié 20.1.15 (o -algebra de Borel). Sigui
B(R) ={U C R | U és un obert de R}.

Direm que B(R) és la o-algebra de Borel. Direm que els elements de 8(R) sén
conjunts borelians.

20.1.4 Probabilitats

Definici6 20.1.16 (Probabilitat). Siguin A una o-algebra sobre un conjuntQiP: A —
[0, 1] una aplicaci6 tal que

1. P(Q) = 1.

2. Per a tota familia {A,, },en € A d’esdeveniments disjunts dos a dos tenim que
P( g A,,) = 3 P(Aw). (or-additivitat)
n=0 n=0

Aleshores direm que P és una probabilitat.
També direm que (L, A, P) és un espai de probabilitat.

Notaci6 20.1.17 (Uni6 disjunta). Sigui {A; },en una familia de conjunts disjunts dos a
dos. Aleshores denotarem

e
n=0 n=0

i direm que és la uni6 disjunta.
Proposicio 20.1.18. Sigui P una probabilitat. Aleshores P(0) = 0.

Demostracio. Considerem la familia {A,, },,ejy amb A,, = @ per atot n € N. Tenim que
peratoti, j € Nessatisfad;NA; =01
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Aleshores per la definicié de Probabilitats (20.1.16) tenim que

P(0) = ) P(0),
n=0

i obtenim que P(0) = 0. O

Proposicié 20.1.19. Siguin P una probabilitat sobre una o-algebra A i A, B € A dos
esdeveniments tals que A C B. Aleshores

P(A) < P(B).

Demostracio. Tenim que
B=Aw(B\A).

Aleshores per la definici6é de Probabilitats (20.1.16) trobem que
P(B) =P(Aw (B\ A)) =P(A) +P(B\ A),

i com que, per la definici6 de Probabilitats (20.1.16), tenim que P(B \ A) > 0, trobem
que
P(A) < P(B). O

Proposicié 20.1.20. Siguin P una probabilitat sobre una o-dlgebra A i A, B € A dos
esdeveniments tals que A C B. Aleshores

P(B\ A) = P(B) - P(A).

Demostracio. Tenim que
B=Aw(B\A).

Aleshores per la definicié de Probabilitats (20.1.16) trobem que
P(B) =P(AW (B\ A)) =P(A) +P(B\ A),

i trobem que
P(B\ A) =P(B) —P(A).

]

Corollari 20.1.21. Siguin P una probabilitat sobre una o-dalgebra A i A € A un
esdeveniment. Aleshores

P(AC) = 1 - P(4).

Proposicié 20.1.22. Siguin P una probabilitat sobre una o-algebra A i {A;};_, € A
una familia d’esdeveniments. Aleshores

p([Ja) = Zn: P(A) - Zn: Zn: P(Ai N Aj)+

j i=1 i=1 j=i

+Zn:aniP(Ai NA; nAk)+~~-+(—1)”+'P( - A,-).
=1

n
=1

i=1 j=i k=j i
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Demostracio. Ho veiem per inducci6 sobre n. Sin = 1 tenim que
P(A) =P(A).

Suposem doncs que la hipotesi és certa per a m — 1 fixe i veiem-ho pel cas m. Tenim
que

m m—1
P( UA,-) - P(Am U A,)
i=1 i=1
m—1 m—1
= P(A) +P( v Ai) - P(Am N Ai)
i=1 i=1
m—1 m—1
= P(A) +P( Ai) —P( (A, mAm))
i=1 i=1
m—1 m—-1m-1 m-—1
= > P(Ai) +P(Ay) - P(A; N Aj) = > P(A; N Ap)
i=1 i=1 j=1 i=1
m—1m-1m-1 m—1m-1
+ P(AmAijk)+ZZP(A,-mAJ-mAm)+
i=l j=i k=j i=1 j=i
+-+ (=D"PAT N NAL 1)+
m-2

+(=1)™ Z P(A1 O N A1 N A N0 Apoa)+
i=1
+(-D"P(A1N---NA,)

m

- iP(Ai) - i iP(A,» A+ (=)R( () 4,
i=1

=1 j=i i=1

i pel Axiomes de Peano (4.1.7) hem acabat. O
Corollari 20.1.23. Siguin P una probabilitat sobre una o-algebra A i {A;}! | C A
una familia d’esdeveniments. Aleshores
n
P( A,-) <Y P(4)).
1

n
i=1 i=

Teorema 20.1.24 (Definici6 de Laplace). Sigui (Q, A, P) un espai de probabilitat
amb Q = {wy,...,wu} i A = P(Q) tals que per a tot i, j € {1,...,n} tenim
que P({w;}) = P({w;}). Aleshores per a tot esdeveniment A € A tenim

_ Al
P(A) = al

Demostracio. Observem que |Q| = 1,1 que

Q= o{wi}
-1
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Per tant tenim que

1=P(Q) = P( 0{(0[}) = Zn: P({w;}),
i=1 i=1

i com que, per hipotesi, per a tot i, j € {I,...,n} tenim que P({w;}) = P({w;}),
trobem que per atoti € {1,...,n} es satisfa

1= > P{w;}) = nP({w:}),
i=1

i per tant, pera toti € {1,...,n} tenim
1
P({wi}) = —.
n
Aleshores, si A = {w;,, ..., w;, } tenim que |[A| = r i que

A= O{wi,«},
=1

i per tant

P(a) = 2([t)(w;)
j=1

= > P{wy )

j=1

_r_ Al o
T el

Proposicié 20.1.25 (Continuitat seqiiencial per successions creixents). Siguin (Q, A, P)
un espai de probabilitat i {Ap, }nen € A una familia d’esdeveniments tals que

AgCA C---CA, C---

amb
A= U An.
n=0
Aleshores

lim P(A,) = P(4).

Demostracio. Considerem els conjunts

B,=A,NAL  =A,\A,;, amb  By=0. (20.1)
Aleshores tenim que
| Jan=+B..
n=0 n=0
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Aix{ veiem que

= > P(An\ Ap) (20.1)
n=0

(e8]

Z (P(Ay) —P(An_1)) (20.1.20)

n=0
lim P(A,) — P(Ag)

lim P(A,) — P(0) = lim P(A,), (20.1.18)

com voliem veure. O

Proposicié 20.1.26 (Continuitat seqiiencial per successions decreixents). Siguin (Q, A, P)
un espai de probabilitat i { A, }nen C© A una familia d’esdeveniments tals que

Apy2 A 2---2A,2: -

amb
A= ﬂ Ap.
n=0
Aleshores

lim P(A,) = P(A).

Demostracio. Considerem les conjunts

B, = AC.

n

Aleshores tenim que

BpcB C---CB,C--,

i per la proposicié de Probabilitats (20.1.25) trobem que

s =o{ )
n=0
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Ara bé, tenim que

D)

P(A) = P(

An)
A1)
P( n Oin)c)
=1—P(ng)3n)

=1- lim P(B,)

3
Il
o

s
&
EXep]

I
@-r

=1-1+ lim P(A,) = lim P(A,). O
n—oo n—oo

20.2 Probabilitat condicionada i independencia

20.2.1 Probabilitat condicionada

Definici6 20.2.1 (Probabilitat condicionada). Siguin A, B dos esdeveniments amb P(A) #

0. Aleshores definim
P(A N B)

P(A)
com la probabilitat condicionada de B sobre A, o la probabilitat de B donat A.

P(B|A) =

Observacié 20.2.2 (Regla de les probabilitats compostes).
P(ANB) =P(A)P(B | A).

Proposicié 20.2.3. Siguin (Q, A, P) un espai de probabilitati A € A un esdeveniment
amb P(A) # 0. Aleshores 'aplicacio

P(- | A): A —> [0,1]
B+ P(B| A)

és una probabilitat.

Proposicié 20.2.4.

CoroHlari 20.2.5. Sigui A un esdeveniment amb P(A) # 0. Aleshores
P(cC|A)=1-P(C|A).

Exemple 20.2.6.

Teorema 20.2.7 (Férmula de les probabilitats compostes). Siguin Ay, ..., A, esdeve-
niments tals que P(A; N ---N A,_1) # 0. Aleshores

P(Ain---NA,) =P(A)P(Ay | AP(A3 | AaNAy)...P(A, | Ao N - - N AY).
Demostracio. O

Exemple 20.2.8.
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20.2.2 La férmula de les probabilitats totals i la formula de Bayes

Teorema 20.2.9 (Teorema de les probabilitats totals). Siguin (Q, A, P) un espai de
probabilitat, {A,}ney € A una familia numerable d’esdeveniments tals que

Q=+ 4,
nel
amb P(A,) #0peratotn el i A € A un esdeveniment. Aleshores
P(A4) = ) P(A,)P(A | Ay).
nel

Demostracio. d

Teorema 20.2.10 (Férmula de Bayes). Siguin (Q, A,P) un espai de probabili-
tat, {An}f:]: C A una familia d’esdeveniments tals que

Q= UA,,
nel

ambP(A,) #O0peratotne{l,...,N} i A € A un esdeveniment tal que P(A) # 0.
Aleshores peratot j € {1,...,N} tenim

o P(A)P(A|4A))
Plas14)= SN P(A)P(A | A,)

Demostracio. ]

Exemple 20.2.11.

20.2.3 Independencia d’esdeveniments

Definici6 20.2.12 (Esdeveniments independents). Siguin A i B dos esdeveniments tals
que
P(A N B) =P(A)P(B).

Aleshores direm que els esdeveniments A i B s6n independents.

Observaci6 20.2.13. Siguin A i B dos esdeveniments. Aleshores A i B son independents
si i només si P(B | A) = P(B).

Demostracio. ]
Exemple 20.2.14.

Proposicio 20.2.15. Sigui (Q, A, P) un espai de probabilitat. Aleshores per a tot
esdeveniment A € A tenim que Q i A son esdeveniments independents i 0 i A son
esdeveniments independents.

Demostracio. O
Proposicio 20.2.16. Siguin A i B dos esdeveniments. Aleshores son equivalents

1. Ai B son esdeveniments independents.
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2. AU i B s6n esdeveniments independents.
3. AiBC s6n esdeveniments independents.
4. AC i BC s6n esdeveniments independents.

Demostracio. O

Definicié 20.2.17 (Esdeveniments independents). Sigui {A;};<; una familia d’esdeve-

niments tals que per a qualsevol iy, ..., i, € I diferents dos a dos tenim que
k k
P(()4i) =] [Pay).
j=1 j=1
aleshores direm que els esdeveniments Ay, . .., A, son independents.

345






CapriTOL

Variables 1 vectors aleatoris

21.1 Distribucié i funcié de distribucié d’una variable aleatoria

21.1.1 Variables aleatories

Definicié 21.1.1 (Variable aleatoria). Siguin A una o-algebra sobre un conjunt Q
i X: Q — R una aplicaci6 tal que per a tot conjunt B € B8(R) tenim

X Y(B) € A.
Aleshores direm que X és una variable aleatoria sobre A.
Exemple 21.1.2.

Notacié 21.1.3. Sigui X: Q — R una variable aleatoria sobre un o-algebra A.
Aleshores denotem

. {XeB}={weQ| X(w) € B}.
2. {X=a}={X e {a}}.

3. {a<X<b}={Xe€(a,b)}.
{a<X<b}={X€[a,b)}
{a <X <b}={X € (a,b]}.

A U

{a <X <b}={X € [a,b]}.

Proposicié 21.1.4. Siguin A una o-algebra sobre un conjunt Qi X: Q — R una
aplicacio tal que per a tot x € R tenim que

X7 ((~c0,x]) € A.
Aleshores X és una variable aleatoria.
Demostracio. O

Proposicié 21.1.5. Siguin X i Y dues variables aleatories i 1 € R un escalar.
Aleshores X +y, XY i AX son variables aleatories.
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Demostracio. O

Proposici6 21.1.6. Sigui X : Q — R una variable aleatoria sobre una o-dlgebra tal
que per a tot w € Q tenim que X (w) # 0. Aleshores 1/X és una variable aleatoria.

Demostracio. ]

Proposicio 21.1.7. Sigui (X,,)nen una successio de variables aleatories sobre una o -
algebra sobre un conjunt Q tals que per a tot w € & tenim que la successio (X, (w))nen
és convergent. Aleshores la funcio

X:Q—R
w+— lim X, (w)
n—oo
és una variable aleatoria.

Demostracio. m]

21.1.2 Distribucio o llei d’una variable aleatoria

Proposicié 21.1.8. Siguin X: Q — R una variable aleatoria i

Px: B(R) — R
B — P(X~'(B)).

Aleshores (R, B(R), Px) és un espai de probabilitat.
Demostracio. O

Definici6 21.1.9 (Distribucié d’una variable aleatoria). Sigui X: Q — R una variable
aleatoria. Aleshores direm que la funci6

Px: B(R) — R
B+ P(X~(B))

és la distribucié de X. També direm que és la llei de X.

Exemple 21.1.10.

21.1.3 Igualtat i igualtat quasi segura de variables aleatories

Definicié 21.1.11 (Igualtat de variables aleatories). Siguin X i Y dues variables
aleatories tals que per a tot B € 8(R) tenim que

Px(B) = Py(B).

Aleshores direm que X i Y tenen la mateixa distribucid, i ho denotarem com

s

X=Y.
Exemple 21.1.12.
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Definicié 21.1.13 (Igualtat quasi segura de variables aleatories). Siguin X i Y dues
variables aleatories sobre una o-algebra A tals que P{X =Y} = 1. Aleshores direm
que X iY soén iguals quasi segurament i ho denotarem com

xEy.
Observacié 21.1.14. Siguin X i Y dues variables aleatories tals que X LY. Alesho-
L
res X =Y.

Exemple 21.1.15.

21.1.4 Funcié de distribucié d’una variable aleatoria
Definicié 21.1.16 (Funcié de distribucié). Siguin X una variable aleatoria i
F:R— [0,1]
x — P{X < x}
una funcié. Aleshores direm que F' és la funci6 de distribuci6 de X.
Proposicio 21.1.17. Sigui F una funcié de distribucio. Aleshores F és creixent.
Demostracio. m]

Proposicié 21.1.18. Sigui F una funcié de distribucié. Aleshores per a tot x € R tenim
que

lim F () = F(x) i lim F(t) =L € R.

1—x t—ox

1<x 1>x

Demostracio. m]
Proposicio 21.1.19. Sigui F una funcié de distribucio. Aleshores
lim F(x)=0 i lim F(x)=1.
X——00 X—00
Demostracio. m]

Proposicio 21.1.20. Sigui F una funcio de distribucio. Aleshores el conjunt de punts
de discontinuitat de F és com a maxim numerable.

Demostracio. O

Proposicié 21.1.21. Sigui F una funcié de distribucié d’una variable aleatoria X.
Aleshores per a tot s, t € R tenim que

P{s < X <t} = F(f) - F(s).

Proposicié 21.1.22. Sigui F una funcié de distribucié d’una variable aleatoria X.
Aleshores per a tot x € R tenim que

P{X < x} = lim F(¢).
(o5
Proposicié 21.1.23. Sigui F una funcié de distribucié d’una variable aleatoria X.
Aleshores
P{X=x}=F(x)- tlim F(1).

1<x
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21.2 Variables aleatories discretes

21.2.1 Variables aleatories discretes

Definicié 21.2.1 (Variable aleatoria discreta). Sigui X una variable aleatoria tal que
existeix un conjunt finit o numerable S C R tal que

P{XeS}=1,

ital que per a tot x € S tenim
P{X =x}#0.

Aleshores direm que X és una variable aleatoria discreta. També direm que S és el
suport de X.

Exemple 21.2.2.
Observacié 21.2.3. Sigui S C R un conjunt finit o numerable. Aleshores S és borelia.

Demostracio. ]

21.2.2 Funcié de probabilitat d’una variable aleatoria

Definicié 21.2.4 (Funci6 de probabilitat). Siguin X una variable aleatoria discreta amb
suport S i

p:S—[0,1]
x — P{X =x}.

una funcié. Aleshores direm que p és la funcié de probabilitat de X. També direm
que p és el repartiment de massa de X.

Observacié 21.2.5. Sigui X una variable aleatoria discreta amb suport S i funcio de
probabilitat p. Aleshores
D) =1.

xeS

Demostracio. O

Proposici6 21.2.6. Siguin X una variable aleatoria discreta amb suport S i funcio de
probabilitat p, i B € B(R) un borelia. Aleshores

P{X = B} = Z p(x).
xX€eS
xXeB

Demostracio. O

Exemple 21.2.7 (Variable aleatoria degenerada). Siguin (2, A, P) un espai de proba-
bilitat i a € R un real. Volem veure que la funcio

X:Q—R

X a

és una variable aleatoria. També volem calcular i dibuixar la seva funcié de probabilitat
i de distribucio.
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Solucio. o

Exemple 21.2.8 (Llei de Bernoulli). Sigui X una variable aleatoria discreta amb
suport S = {0,1}. Volem calcular i dibuixar la seva funcié de probabilitat i de
distribucio.

Solucio. o

Exemple 21.2.9 (Llei uniforme sobre n punts). Sigui X una variable aleatoria discreta

amb suport S = {xy,...,x,} tal que peratoti € {1,...,n} tenim que
1
P{X = )Cl'} = —.
n
Aleshores escriurem X ~ Unif(xy,...,x,). Volem calcular i dibuixar la seva funcio

de probabilitat i de distribucio.
Solucio. o

Exemple 21.2.10.

21.3 Variables aleatories absolutament continues

21.3.1 Funcions de densitat i de distribucio

Definicié 21.3.1 (Variable aleatoria absolutament continua). Sigui X una variable
aleatoria tal que existeix una funcié f: R «— R satisfent

1. Peratotx € R tenim que f(x) > 0.
2. Lafunci6 f és integrable sobre tot R.
3. [T fx)dx = 1.

4. Peratota, b € RU {+oo} tenim que
b
P{a < X < b} =/ f(x)dx.

Aleshores direm que X és una variable aleatoria absolutament continua. També direm
que f és la funci6 densitat de X i que la funci6

F(x) =P{X =x} = /x f(t)dt

és la funcié de distribuci6 de X.

Observacié 21.3.2. Sigui F la funcié de distribucié d’una variable aleatoria absoluta-
ment continua X. Aleshores F és continua.

Exemple 21.3.3 (Llei uniforme). Siguin a, b € R dos reals amb a < b i X una variable
aleatoria tal que la seva funcio de densitat sigui

F0) = 5 L (0,

—a

Volem calcular la seva funcié de distribucié i dibuixar-les.
Direm que X ~ Unif(a, b).
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Solucio. O

Exemple 21.3.4 (Llei exponencial). Siguin A € R un real amb A > 0i X una variable
aleatoria tal que la seva funcio de densitat sigui
F(x) = &7 1(g,00) (X).

Volem calcular la seva funcio de distribucio i dibuixar-les.

Direm que X ~ Exp(Q).
Solucio. o
Exemple 21.3.5 (Distribucié gaussiana). Siguin y, o € R un real amb o > 0i Z una
variable aleatoria tal que la seva funcio de densitat sigui

1 _(xmp)?
e 202

f) =

oV2r

Volem comprovar que aquesta és una funcio de densitat i dibuixar-la per u =2io = 1.
Direm que Z ~ N (u1, 02).

Solucio. O

Exemple 21.3.6 (Distribucié Gamma). Siguinr, @ € R dos realsambr > 0ia > 0.
Volem veure que existeix una variable aleatoria X amb funcio de distribucio

f(x) =

a,r

r—1,—ax
1 00 .
F(r)x € (0, )(x)

També volem dibuixar f(x).
Sigui una variable aleatoria X amb funcié de distribucié f(x). Aleshores direm
que X ~ Gamma(r, @).

Solucio. O

21.3.2 Criteri per calcular densitats de variables aleatories

Proposicio 21.3.7. Sigui X una variable aleatoria amb funcio de distribucio F: R —
R tal que

1. La funcio F és continua R.

2. La funcio F és derivable en tot R excepte en una quantitat finita numerable de
punts.

3. La funcio F’ és continua en tot R excepte en una quantitat finita de punts.

Aleshores per a tot x € R tenim que

F(x) = /_x F'(t)de.

(o)

Demostracio. O

Exemple 21.3.8.

21.4 Vectors aleatoris

21.4.1 Vectors de variables aleatories
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Equacions diferencials de primer ordre
en una variable

22.1 Espai de funcions continues i acotades

22.1.1 L’espai de funcions continues i acotades és complet

Notaci6 22.1.1 (Espai de funcions continues i acotades). Siguin X amb la topologia 7
un espai topologic i T un compacte de R". Aleshores denotem

Co(X,T) ={f(x) | f(x) és una funcié continua i acotada de X a T'}.

Definici6 22.1.2 (Norma d’una funcid). Siguin X un espai vectorial amb una topologia, T’
un compacte de R i f(x) una funcié de Cp (X, T). Aleshores definim

I/l = supllf ()l
xeX

com la norma de f.

Definici6 22.1.3 (Successié de Cauchy). Sigui (a,),en una successié sobre un espai
normat X tal que per a tots naturals »n i m existeix un real £ > 0 tal que

lan —amll < &.
Aleshores direm que (a,),en és de Cauchy.

Definicié 22.1.4 (Espai metric complet). Siguin X amb la distancia d un espai metric
tal que per a tota successio (a,),en de Cauchy tenim que

a=lim a,

n—oo
és un element de X. Aleshores direm que X és complet.

Proposicié 22.1.5. Siguin f i g dues funcions de Cp(X,T) i

d(f.g) =1f -zl
Aleshores per atot f, gi hde Cp(X,T) es satisfa
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22. EQUACIONS DIFERENCIALS DE PRIMER ORDRE EN UNA VARIABLE

1. d(f,g) = 0.

2. d(f,g) =0siinoméssi f=g.
3. d(f.g) <d(f,h)+d(h,g).

4. d(f,g) =d(g. f).

Demostracio. Comencem veient el punt (1). Per la definicié de L’espai de funcions
continues i acotades és complet (22.1.2) tenim que

d(f.¢) = Sugllf(X) —g@l,

i per tant ha de ser d(f, g) > 0.
Veiem ara el punt (2). Si f = g aleshores tenim que per a tot x de X es
satisfa f(x) = g(x), i per tant trobem

supl| f(x) —g(x) |l =0,
xeX

iaixo és que d(f,g) =0.
Suposem ara que d(f, g) = 0. Per la definici6 de L’espai de funcions continues i
acotades és complet (22.1.2) ha de ser

sup|l f(x) —g ()| =0,
xeX

i per tant trobem que f(x) = g(x) per a tot x de X i per tant tenim que ha de ser f = g.
Veiem ara el punt (3). Tenim que

d(f.g) = Sugllf(X) — gl
= sup|| f(x) = h(x) + h(x) - g(¥)]|

xeX
< Sugllf(X) —h(Xx)[ + Sugllh(X) -8l =d(f, k) +d(h,g).

Per acabar veiem el punt (4). Tenim que
d(f,g) = supllf(x) - g(x)|l
xeX

= Sggllg(X)—f(X)ll =d(g. f). =

Definicié 22.1.6 (Distancia entre funcions). Siguin X amb la topologia 7 un espai
topologic, T un compacte de R" i f i g dues funcions de Cp (X, T). Aleshores definim

d(f.g) =Ilf -l

com la distancia entre f i g en Cp(X,T).
Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 22.1.5.

Lema 22.1.7. Siguin X amb la topologia T un espai topologic i T un compacte de R™.
Aleshores Cp(X,T) amb la distancia d és espai métric.

Demostracio. ]
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Notacié 22.1.8. Siguin X amb la topologia 7 un espai topologic i 7' un compacte de R”.
Aleshores denotarem per Cp (X, T) 1’espai métric de amb la distancia entre funcions d.
Observem que aix0 té sentit pel lema 22.1.7.

Teorema 22.1.9. Siguin X amb la topologia T un espai topologic i T un compacte
de R". Aleshores Cp(X,T) és espai métric complet.

Demostracio. Sigui (f,;)nen una successio de Cauchy de Cp (X, T). Per la definicié
de L'espai de funcions continues i acotades és complet (22.1.3) tenim que per a tots
naturals # i m existeix un real € > 0 tal que

lfn = fimll < &.

Per la definici6 de L'espai de funcions continues i acotades és complet (22.1.6) trobem
que

sup|| fn (%) = fmn ()|l < &

xeX

i trobem que per a tot x de X es satisfa

1fn(x) = fn ()]l < &

i per la definicié de L’espai de funcions continues i acotades és complet (22.1.3) trobem
que la successié (f;(x))nen €s de Cauchy, i per la definicié de Definicions (1.2.3)
trobem que la successio (fy(x)),en €s convergent. Denotem, per a tot x de X,

Jim £ (x) = £ (x). (22.1)

Sigui ny un natural. Per la definicié de Definicions (1.2.3) tenim que existeix un
real € > 0 tal que per a tot n i m enters amb n, m > ng

1) = @l < 5
Ara bé, per (22.1) tenim, per a tot x de X, que
im [] £ (x) = fn (O = 11 (6) = FEOI-

Per tant tenim que per a tot x de X es satisfa

[l £ (x) = FOI < g <

i per la definicié de Convergencia uniforme (9.2.4) tenim que (f;,),en convergeix
uniformement a f(x), i per la definicié de L’espai de funcions continues i acotades és
complet (22.1.4) tenim que Cp (X, T) és complet. O

22.1.2 Aplicacions contractives i punts fixes

Definici6 22.1.10 (Aplicaci6 contractiva). Siguin X amb la distancia d un espai metric
iT: X — X una aplicaci6 tal que existeixi un real 0 < k < 1 satisfent, peratots x iy
de X,

d(T(x),T(y)) < kd(x,y).

Aleshores direm que T €s una aplicacié contractiva sobre X.

359



22. EQUACIONS DIFERENCIALS DE PRIMER ORDRE EN UNA VARIABLE

Observacié 22.1.11. Siguin X amb la distancia d un espai métric i T una aplicacio
contractiva sobre X. Aleshores T és uniformement continua.

Definicié 22.1.12 (Punt fix). Siguin X amb la distancia d un espai métric, 7 una
aplicaci6 contractiva sobre X i @ un punt tal que d(a,T(a)) = 0. Aleshores direm
que a és un punt fix de 7'.

Teorema 22.1.13. Siguin X amb la distancia d un espai métric complet i T una
aplicacio contractiva sobre X. Aleshores T té un tinic punt fix.

Demostracio. Per la definicié d’ Aplicacions contractives i punts fixes (22.1.10) tenim
que existeix un real 0 < k < 1 tal que per a tots x i y de X es satisfa

d(T(x),T(y)) < kd(x,y). (22.2)

Veiem que si existeix un punt fix aquest és tinic. Suposem que existeixen dos
punts a i b de X tals que a i b sén punts fixos de 7. Aleshores tenim que

d(a,b) = d(T(a),T (D)),

iper (22.2) tenim que
d(a,b) < kd(a,b).

Ara bé, com que 0 < k < 1, ha de ser d(a, b) = 0, i per tant trobem que a = b.
Veiem ara que existeix un punt fix. Prenem un element x de X i considerem la
successio (T"(x))nen. Sigui r un natural. Aleshores tenim que per a tot n natural

d(T™" (x), T"(x)) < kd(T™" ' (x), T" ! (x)) (22.2)
< kAT 2 (x), T" 2 (x)) (22.2)
< K d(T" (x),x) (22.2)

< KNA(T" (), T" ' () +d(T7 (%), T"72(x)) +. ...
coo+d(T(x),x))

< k" (kr_l d(T(x),x) + k"2 d(T(x),x) +--- + d(T(x),x))
=k"(1+k+ K>+ + k" d(T(x), x)

<

kn
7 4T (0).0). 9.1.3)

Ara bé, com que 0 < k < 1 tenim que existeix un real £ > 0 tal que
d(T™" (x), T"(x)) < &,

i per la definicié de L'espai de funcions continues i acotades és complet (22.1.3) tenim
que la successi6 (7" (x)) és una successié de Cauchy, i com que, per hipotesi, X és
complet, tenim que existeix un element p de X tal que

p = lim T"(x). (22.3)

Considerem el Iimit
lim 7T(T"(x)).
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Com que, per 'observaci6 22.1.11, T és continua, tenim que
lim T(T"(x)) = T( lim T"(x))
i per (22.3) trobem que
lim T(T"(x)) = T(p).
n—oo
Ara bé, tenim que
lim T(T"(x)) = lim 7" (x)
n—oo n—oo
i per tant trobem que
T(p) =p,

i per la definici6 de Aplicacions contractives i punts fixes (22.1.12) hem acabat. m}

Corollari 22.1.14. Siguin X amb la distancia d un espai métric complet i T una
aplicacié de X en X tal que existeix un natural k satisfent que T* sigui una aplicacié
contractiva sobre X. Aleshores T té un tinic punt fix.

Demostracio. Suposem que existeixen dos punts x i y de X tals que x i y s6n punts
fixos de T. Aleshores per la definici6é de Aplicacions contractives i punts fixes (22.1.12)
tenim que

TF(x) = x

T*(y) = .

Ara bé, pel Teorema 22.1.13 tenim que ha de ser x =y, i per tant aquest punt és tinic.

Veiem ara que existeix un punt x tal que 7'(x) = x. Tenim, per hipotesi, que existeix
un k natural tal que T* és contractiva, i pel Teorema 22.1.13 tenim que existeix un
punt x de X tal que 7% (x) = x. Tenim també que

T (x) = T(TF (x)), (22.4)

i per tant
T (x) = x (22.5)

iamb (22.4) 1 (22.5), com que Tk (x) = x, trobem que

T(x)=x. O

22.2 Teoremes d’existéncia i unicitat

22.2.1 Problema de Cauchy

Definicié 22.2.1 (Equaci6 diferencial ordinaria). Siguin Q C R X R" un conjunt

i f: Q — R" una funci6. Aleshores direm que 1’expressio
du(?)
e

[t u(1))

€és una equaci6 diferencial ordinaria sobre Q.
Denotarem

(r) = f(t,u(1)).
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Definicié 22.2.2 (Solucié d’una equaci6 diferencial ordinaria). Siguin

u(r) = f(t,u(r))

una equacio diferencial ordinaria sobre Q, I C R un interval i u: I — R una
funcio tal que per a tot t € I es satisfa que (7, u(t)) € Q i que u és derivable en [
amb u’(t) = f(t,u(t)). Aleshores direm que u és una solucié de 1’equacié diferencial
ordinaria

(1) = f(t,u(1)).

Exemple 22.2.3. Volem trobar una solucio a I’equacio diferencial ordinaria
u(t) = u(r).
Solucio. €'K. o

Definicié 22.2.4 (Problema de Cauchy). Sigui

iw(r) = f(t,u(1))
una equacié diferencial ordinaria sobre Qi (fp, xg) € Q un punt. Aleshores direm que
el sistema

iw(r) = f(t,u(t))

u(to) = xo

és un problema de Cauchy sobre Q. Direm que una solucié d’aquest problema de
Cauchy és una funci6 u tal que u és solucié de I’equaci6 diferencial

(1) = f(t,u(1))

i es satisfa u(zg) = xo.
Aixo0 té sentit per la definicié de Problema de Cauchy (22.2.2).

Observacié 22.2.5. Sigui
iw(r) = f(t,u(t))
u(to) = xo

un problema de Cauchy sobre Q. Aleshores una funcié u és una solucié d’aquest
sistema si i només si

u(t) =x0+/tf(s,u(s)) ds.

22.2.2 El Teorema de Picard

Definici6 22.2.6 (Funcié Lipschitz respecte la segona variable). Siguin Q = R X R” un
conjunt, K > Ounreali f: Q — R una funci6 tal que

17 (2, x) = f(2. )] < Kllx =yl

per a tot (f,x) i (t,y) de Q. Aleshores direm que f és Lipschitz respecte la segona
variable.

Exemple 22.2.7. Volem veure que els polinomis son funcions Lipschitz respecte la
segona variable.
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Solucio. o

Teorema 22.2.8 (Teorema de Picard). Siguin a i b dos reals positius,

{u(r) = £t u(t)

u(to) = xo
un problema de Cauchy sobre Q = [ty — a, to + a] X B(xq, b) i
M = ma t, .
max (2.0

Aleshores aquest problema de Cauchy té una tinica solucio sobre 'interval

to — min b to + mi b
0 a’M,O mlna,M .

Demostracié. Denotem X = Cp,((to — a, 1o + a), B(xo, b)) i definim una aplicaci6

T: X —>X

u(t) r—>x0+/tf(s,u(s)) ds.

Per I’observacié 22.2.5 trobem que una funci6 u(¢) és soluci6 del problema de Cauchy
de I’enunciat si i només si

T(u(t)) = u(t).

Tenim que si u és un element de X, aleshores 7'(«) també pertany a X, ja que si
prenem un ¢ de (¢t — a, fy + a) trobem que

7 (u(2)) - xoll =

xo—xo+/tf(s,u(s)) ds

/ " Fs.u(s) ds

<

/ 1 s, u(s))l ds (7.1.19)

< Mlt—to] < b.

i per tant tenim que
T (u(1)) = xoll < b.

Per la definici6 de Boles i oberts (16.1.2) trobem que T (u(¢)) és un element de B(xo, b),
i per tant 7T'(1) és un element de X per a tot u de X.

Per hipotesi tenim que f és Lipschitz respecte la segona variable, i per la definicié
de El Teorema de Picard (22.2.6) trobem que existeix un real K > 0 tal que

I/ (. x) = f(&. )]l < Kllx = yll. (22.6)

Volem veure que per a tot m natural, u i v funcions de X i ¢t de (t9 — a, ty + a) tenim
Km
W7 (u(®) =T (O < I = o™ d(u, v).
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Ho fem per induccié. Veiem el cas m = 1. Tenim

T (u(2)) =T(v())ll =

/f(s,u(s))ds—/ f(s,v(s))ds

t
: ‘ [ Grtsuuts = rs.vs) s @.1.17)
4]
< | [ 17 Guts - sisvislas (7.1.19)
1o
t
< / Kllu(s) —v(s)| ds (22.6)
4]
=K /t||u(s) —v(s)|lds (7.1.17)
Iy
< K|t =t d(u,v).
Suposem ara que I’hipdtesi és certa per a m — 1 fix. Es a dir, suposem que
Kmfl
[ @@ = ol < - el dwn - @27)
m—1)!

i veiem que també és cert per m. Tenim pel Teorema 7.1.19 que

1T (u(2)) =T (v (@)l

[ (s wtom = s 7wt as

1o

IN

/ 1 (5 77 (u(s))) = (. T (v(5)))| ds

t
< / K7™ (u(s) = 77" (v(s))]|ds (22.6)
Ip
4 m
<\, Gaopyle el e ds (22.7)
—Km ' m—1
B (m—1)zd(”’v)/ZO s — 20" ds (7.1.17)

= W“ - t0|md(u,v).

Per tant, pel Axiomes de Peano (4.1.7) tenim que per a tot m natural, u i v funcions
de X itde (tg— a,ty+a) es satisfa

m

1T (u(2)) = T™ (V) < %It = to]™ d(u, v),

com voliem veure.

Ara bé, tenim que
m

lim —|r —19|" =0,
m—co !
i per la definicié de Definicions (1.2.3) tenim que existeix un natural ng tal que per a

tot n > ng es satisfa
m

K
0< —t—t]" < 1.
m!
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Per tant, per la definici6é d’ Aplicacions contractives i punts fixes (22.1.10) tenim
que per a tot n > ng I’aplicacié T" és una aplicaci6 contractiva, i pel corollari 22.1.14
tenim que existeix una tnica funcié u de X tal que

T(u(t)) =u(t). O
CoroHMari 22.2.9. Siguin I C R un interval tancat i
i(r) = f(t,u(1))
u(ty) = xo.

un problema de Cauchy sobre Q = 1 X R" tal que f és una funcié continua i Lipschitz
respecte la segona variable. Aleshores aquest problema de Cauchy té una tinica solucio
definida en Uinterval 1.

Demostracié. Quan b tendeix a infinit tenim que B (xo, b) = R”. O

22.2.3 El Teorema de Peano

Definicié 22.2.10 (Familia de funcions puntualment acotada). Sigui H una familia de
funcions de Cp, (X, T) tal que per a tot x de X existeix un real M, tal que

IF Il < M

per atot f de H. Aleshores direm que H és puntualment acotada.

Definici6 22.2.11 (Familia de funcions equicontinua). Siguin H una familia de funcions
de Cp(X,T) ix un punt de X tal que per a tot £ > 0 existeix un entorn N, de x tal que
peratotyde Ny i f de H es satisfa

1F ) = fll <e.

Aleshores direm que H és equicontinua en x. Si H és equicontinua en x per a tot x
de X direm que H és equicontinua en X.

També, si Cp (X, T) té la distancia d i, per a tot &€ > 0 existeix un 6 > 0 tal que per
atoty € Xtalqued(x,y) < d,iperatot f € H es satisfa

1/ () = fl < &.

Aleshores direm que H és uniformement equicontinua en X.

Observacié 22.2.12. Sigui H una familia de funcions uniformement equicontinua.
Aleshores H és una familia de funcions equicontinua.

Lema 22.2.13 (Teorema d’Arzela-Ascoli). Siguin X un compacte i (fy)nen una
successio de funcions de Cp(X,T) equicontinua i puntualment acotada. Aleshores la
successio (fn)nen té una parcial uniformement convergent.

Demostracié. Prenem un real € > 0. Per la definici6 de El Teorema de Peano (22.2.11)
tenim que per a tot punt x de X existeix un entorn N, de x tal que per a tot y de N
tenim, per a tot n natural, que

1) = fu)l < g.
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Ara bé, per la definicié d’Entorns, interior i adherencia (16.2.11) tenim que existeix un
obert V, de X tal que x és un element de V, i V, és un subconjunt de N,. Per tant
tenim que per a tot y de Vy, per a tot n natural, es satisfa

1 () = fu@)l < g (22.8)

També tenim, per hipotesi, que X és compacte, i per tant existeix una familia {x; }le de

punts de X tals que
k

X = U V.. (22.9)
i=1

Com que, per hipotesi, 1a ( f;,)nen €s una successié de funcions puntualment acotada,
per la definicié de El Teorema de Peano (22.2.10) tenim que existeix un real M tal que
per a tot n natural tenim

1fn (x|l < M,

i tenim pel Teoremes (1.2.20) que existeix una parcial (£, (x1))nen de (fn(X;))nen
convergent. Podem repetir I’argument per trobar una successié de la forma

(ff(xi))neN peratotide {1,...,k}.

Tenim que la successié (fX(x;))new és convergent. Per tant, per la definicié de
Definicions (1.2.3) trobem que existeix un element de X, f*(x;) tal que existeix un
natural n’, satisfent que per a tot n > n’, es compleix

15 G = f5 G| < g, (22.10)

per tant trobem, sim > nin > n';, que

17 i) = S el < 1 Ge) = F* el + (L5 Geo) = fon )|
E E
<zte (22.10)
i per tant
Ik e = f ] < 5 (2.1
Prenem ara un element x de X. Per (22.9) tenim que existeix un j de {1,..., k} tal

que x és un element de Vy;, i tenim que

750 = R <lIFF @) = £l + 1 @) - 75|
<[l £FG) = LRG| +|1£F ) = fRGep]|+
+|| £k ) = fE||

<z llrFen - Fhep) 5 (228)
& & &
S§+§+§=8 (2211)

Tenim doncs que per a tot € > 0 real existeix una parcial (gffln)neN de (fi)nen que

satisfa
(&) (&)

gn’b.+n - gn’g+m

‘Ss
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per a tot n i m enters.
Definim, per simplificar la notacid, la successié

(e) _ [ ™
(g",8+”)neN - (fn’g_l+n)n

Per tant tenim que per a € = 1 es satisfa

eN

1 1
It @ = 0] < 1.
Si prenem € = % trobem una parcial (f,%zm),,eN de (frh+n)ﬂ€N que satisfa

1
() = £2,0] < 5.

Tenim doncs que per a tot i natural la successio ( f"ll:-ll o

successio (fi+! ., Jnew i per a tot n i m naturals tenim

Jnen €s una parcial de la

. : 1
£ @) = farfem @] < =

i per tant, per la definicié de L'espai de funcions continues i acotades és complet

(22.1.3) trobem que la successio ( f,’lltll +n)nen és de Cauchy per a tot i natural, i com

que pel Teorema 22.1.9 tenim que Cp (X, T) és un espai complet, i per la Convergeéncia
uniforme (9.2.8) trobem que la parcial ( f”llj;]l +n)nen €s uniformement convergent. O

Teorema 22.2.14 (Teorema Peano). Siguin a i b dos reals positius i

{u(r) = f(t,u(1)) (22.12)

u(tp) = xo

un problema de Cauchy sobre Q = [ty — a, to + a] x B(xo, b), tal que f és una funcié
continua i M un real tal que || f(t,x)|| < M per a tot (t,x) de Q. Aleshores aquest
problema de Cauchy té una solucio sobre l'interval

to — minia, — ¢, to + min{a, — ¢ |.
M M

Demostracio. Per atot (t,x) € Q denotem

f(t»x) = (f](l,X), o ’fn(t’x))'

Aleshores pel Teorema d’aproximacié polinomica de Weierstrass (9.3.36) trobem
que existeixen n successions de polinomis {(p},)men}’, tals que (p;,) convergeix
uniformement a f; peratoti € {1,...,n}. Per la proposici6 9.2.7 trobem que (p},)
convergeix puntualment a f; peratoti € {1,...,n}, i per la definicié de Convergéncia
d’una successi6 de funcions (9.2.2) trobem que per a tot (¢, x) € Q tenim

lim_pj, (1,x) = fi(1,x),
m—oo
i denotant p,,(t,x) = (pl,(¢,x),..., p"(t,x)) trobem que

li_I)n pm(t,x) = f(t,x). (22.13)
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Per la definici6 de Definicions (1.2.3) trobem que per a tot £ > 0 existeix un ng tal que
per a tot m > ng es satisfa

1/ (#,%) = pm (. 0|l < &,

per a tot (¢,x) de Q. Com que, per hipotesi, tenim que || f(z,x)|| < M, trobem que ha
de ser ||pm(t,x)|| < M per atot (t,x) € Qi per atot m > ny.
Considerem el problema de Cauchy

{u(r) = (1, u(2))

u(to) = xo

sobre Q. Com que p,, és un polinomi, per I’exemple 22.2.7 trobem que p,,, és Lipschitz
respecte la segona variable, i pel El Teorema de Picard (22.2.8) trobem que, per a
tot m > ng aquest problema de Cauchy té una tnica solucid, ¢,,, definida sobre

I’interval
. b . b
I = |ty) —minja, — ¢, to + minja, — ¢ |.
M M

Observem que, per a tot m > ng i per a tot ¢ € I, tenim que ¢, (1) € B(xo, b), i per
la definici6 de Boles i oberts (16.1.2) trobem que

lem (DIl < llxoll +b.

Aleshores per la definicié de El Teorema de Peano (22.2.10) trobem que la successié
de funcions (@pn,)men €s una familia de funcions puntualment acotada.

Fixem un & > 01iprenem dos ¢ it de I amb ¢’ < ¢ tals que |7,1'| < % Aleshores,
per I’observacié 22.2.5, tenim que per a tot m > ng

lom(®) = om()]] = [lx0 + / pm(s,¢m,<s>>ds—(xo+ / pm<s,¢m<s>>ds)

) Ip

- / Pon(5. 0m(5)) ds - / P52 0m(s)) ds

] Iy

(7.1.18)

t
- / Pon(5, @m(s)) ds
y
<Mt -1 <e, (7.1.19)

i per la definici6 de El Teorema de Peano (22.2.11) trobem que la familia de funci-
ons {@m+n fmen €s uniformement equicontinua, i per I’observacié 22.2.12 trobem
que {@niny tmen €s equicontinua.

Aleshores pel El Teorema de Peano (22.2.13) trobem que existeix una parcial
uniformement convergent, (¢ )ken, de (@ng+m)men, 1 per la definicié de Convergencia
uniforme (9.2.4) existeix una funcié ¢ tal que ¢ =3 ¢, i per la proposicié 9.2.7 trobem
que la successio (g )xen convergeix puntualment a ¢, i per la definicié de Convergeéncia
d’una successi6 de funcions (9.2.2) trobem que per a tot ¢ € [ tenim

(1) = lim @ (7). (22.14)
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Ara bé, tenim que per atott € [

p(1) = Jim i) (22.14)
- I}ilr;o(x0+/n)tpk(s, tpk(s))ds) (222.5)
=x0+kli_r)r:0/totpk(s,gok(s))ds (22.2.5)
=x0+/u)t£ilrgopk(s,¢k(s))ds 9.2.11)
=xo+[”ﬂ@¢u»d& (22.13)

i per 'observaci6 22.2.5 tenim que ¢ és una solucié del problema de Cauchy (22.12), i
hem acabat. O

Corollari 22.2.15. Siguin

x(to) = xo

{M0=fUMOD

un problema de Cauchy sobre Q tal que f sigui continua i L sigui obert, i K C Q un
compacte. Aleshores existeix un real a > 0 tal que per a tot punt (ty, xo) de K aquest
problema de Cauchy té una solucié sobre 'interval

[to — a,ty + a].

Demostracio. O

22.2.4 Solucions improrrogables
Definici6 22.2.16 (Conjunt de solucions d’un problema de Cauchy). Sigui
{M0=fOM@D

u(t0) = xo (22.15)
un problema de Cauchy sobre Q amb f continua. Aleshores definirem

A(tg,x0) = {(I,u) | u és solucié del problema de Cauchy en I’interval I}
con el conjunt de solucions del problema de Cauchy (22.15).

Observaci6 22.2.17. A(ty,xg) # 0.

Demostracio. Per la definici6 de Solucions improrrogables (22.2.16) tenim que f és
continua i pel El Teorema de Peano (22.2.14) hem acabat. m]

Proposicié 22.2.18. Siguin A(tg,xg) el conjunt de solucions d’un problema de Cauchy
i < una relacié tal que per a dos elements (I,u) i (J,v) de A(ty,xo) tenim

(I,u) = (J,v)

Si [ només si
JCI i u(x)=v(x)peratotxelJ.

Aleshores la relacio < és una relacio d’ordre.
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Demostracio. Comprovem les propietats de la definici6 de relacié d’ordre:

1. Reflexiva: Pel Elements i subconjunts (3.1.3) tenim que / C [/ i per la defi-
nicié d’Aplicacions (3.2.5) tenim que u(x) = u(x) per a tot x de I. Per tant
trobem (1, u) > (I, u).

2. Antisimetrica: Suposem que (I,u) > (J,v) i (J,v) > (I,u). Aleshores tenim
queJ € Iil C J,ipel Elements i subconjunts (3.1.3) trobem que I = J. També
tenim que u(x) = v(x) per a tot x de I, i per la definicié d’ Aplicacions (3.2.5)
trobem que u = v, i per tant (I,u) = (J,v).

3. Transitiva: Siguin (I1,u;), (Iz,uz) i (I3,u3) tres elements de A(#y,xp) tals
que (I,u1) = (,uz) i (Ip,uz) = (I3,u3). Aleshores tenim que I3 C I,
i Iy C Iy, iper la definici6 de Elements i subconjunts (3.1.2) trobem que /3 C [;.

També tenim que uq (x) = up(x) peratotx de I, iup(x) = us(x) peratot x de I5.
Ara bé, com que I3 és un subconjunt de /; tenim que u;(x) = up(x) per a tot x
de I3, i per tant u; (x) = u3(x) per a tot x de I3, i trobem que (I, u;) > (I3, u3).

I per la definici6 de Lema de Zorn (13.3.12) hem acabat. O

Definici6 22.2.19 (Prolongacid). Siguin A(tg,xo) el conjunt de solucions d’un problema
de Cauchy i (1,u) i (J,v) dos elements de A (g, xo) tals que

JCI i u(x)=v(x)peratotx e J.

Aleshores direm que (I, ) és una prolongaci6 de (J, v).
Si (1, u) és un element maximal direm que (/, u) és una solucié improrrogable i
que u €s una solucié maximal.

Proposicié 22.2.20. Sigui A(tg,xo) el conjunt de solucions d’un problema de Cauchy.
Aleshores existeix un element (I,u) de A(to,xo) tal que (I, u) és una solucié improrro-
gable.

Demostracio. Sigui {I;,u;};cy una familia de solucions del problema de Cauchy
amb (I;,u;) < (Ij,uj) sii < j. Aleshores, per la definicié de Lema de Zorn (13.3.13),
trobem que la familia {/;, u;};cs és una cadena.

Considerem I = |J;cs I; i definim la funcié u: I — R com u(t) = u,(t) sit
pertany a [,. Veiem que u estd ben definida. Prenem 79 de I. Suposem que 7y
pertany a I, i I, fixats. Aleshores, com que per hipotesi, (I,;,un) < (L, um)
6 (I, u) < (Iy, upn). Suposem que (I, un) < (I, uy,). Aleshores per la definicié de
Solucions improrrogables (22.2.19) tenim que per a tot ¢ de I,, tenim que u,, (¢) = u,, (1),
i per tant u esta ben definida. El cas (1,,,, u,,) < (I, uy,) és analeg.

Arabé, tenim que (;, u;) < (I, u) peratoti de J,iper ladefinicié de Lema de Zorn
(13.3.15) tenim que (/;, u;) < (I, u) és un element maximal de la cadena (I;, u;);cy, 1
pel Lema de Zorn (13.3.16) tenim que existeix un element maximal de la cadena, i per
la definici6 de Solucions improrrogables (22.2.19) hem acabat. O

Proposicié 22.2.21. Sigui A(tg, xo) el conjunt de solucions d’un problema de Cauchy
i (1, u) una solucio improrrogable. Aleshores I és un interval obert.

Demostracio. ]
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Proposicié 22.2.22. Sigui
{u(r) = £t u(1)

u(to) = xo

un problema de Cauchy sobre Q amb f continua tal aquest tingui una iinica solucié
per a tot (tg, xg) € Q. Aleshores per a cada (ty, xo) €  aquest problema de Cauchy té
una unica solucié improrrogable.

Demostracié. Prenem un element (#¢, xg) de Q i siguin (/,u) i (J, v) dues solucions
de A(t9,x0) ]

Teorema 22.2.23 (Lema de Wintner). Siguin Q C R XR" un oberti f: Q — R" una
funcio continua, (¢, I) una solucio de I’equacio diferencial

i(t) = f(t,u(t))
i (b,y) un punt d’acumulacio de la grafica de ¢ en Q. Aleshores
lim o(r) =y
i existeix una solucio (J,v) de I’equacio diferencial tal que I C Ji b € J.

Demostracio. O

22.3 Dependeéncia de les solucions d’un problema de Cauchy

Lema 22.3.1. Sigui (¢n)nen Una successio uniformement equicontinua i uniformement
acota de funcions continues reals sobre un espai métric compacte F tal que tota parcial
uniformement convergent de la successio té per limit una funcio ¢. Aleshores la
successio (¢,) convergeix uniformement a ¢.

Demostracio. Suposem que la successié (¢n)nen NO convergeix uniformement a .
Per la definici6 de Definicions (1.2.3) tenim que existeix un £ > 0 tal que per a tot N
natural existeix un ny > N tal que

lenn — ¢l = &.

Per tant podem construir una successi6 (¢n, )nen tal que

ony =] 2 & (22.16)

per a tot N natural. Ara bé, pel El Teorema de Peano (22.2.13) la successio (¢, )nen
té una parcial uniformement convergent, que contradiu (22.16). Per tant tenim que la
successio (¢,) convergeix uniformement a ¢. O

Definici6 22.3.2 (Convergencia uniforme sobre compactes). Sigui X un espai metric
i (fin)men una successio de funcions continues sobre R tal que per a tot compacte K la
successi6 de funcions (fX),,cr definides com
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Teorema 22.3.3 (Continuitat respecte les condicions inicials). Siguin Q un obert
de R X R", f: Q — R" una funcié continua tal que per a cada punt (tg, xo) de Q el
problema de Cauchy

(1) = f(t,u(1))

u(to) = xo

1é una vinica solucié maximal ¢y, x, definida en un interval Iy, x, i
D ={(t,19,x0) € RXxRXR" | (t9,x0) € Q,t € Ilo,xo}'
Aleshores D és un obert i I’aplicacio

¢:D—>R

(t, t03 XO) L <plo,x0 ([)
és continua.

Demostracio. ]
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CapriTOL

Teoria de Galois

23.1 Extensions de cossos

23.1.1 Elements algebraics i elements transcendents

Definicié 23.1.1 (Extensié de cossos). Siguin K i F dos cossos tals que K C F.
Aleshores direm que F és una extensié de K i ho denotarem com F/K. També direm
que F/K és una extensio.

Proposici6 23.1.2. Siguin K un cos i p(x) € K[x] un polinomi irreductible. Alesho-
res K[x]/(p(x)) és un cos.

Demostracié. Per hipotesi tenim que p(x) és irreductible, i per la proposicié 13.3.39
trobem que I’ideal (p(x)) és maximal. Aleshores per la proposici6 13.3.8 tenim que F
és un cos. O

Exemple 23.1.3. Siguin Kun cosi p(x) € K[x] un polinomi irreductible. DenotemF =
K[x]/(p(x)). Aleshores F/K és una extensio.

Solucié. Per la proposicié 23.1.2 tenim que F és un cos. Veiem que K C F per
I’observacié 13.4.11, i per la definicié d’Elements algebraics i elements transcendents
(23.1.1) hem acabat. ¢

Exemple 23.1.4 (Morfisme avaluaci). Siguin F/K una extensio i « € F un element.
Volem veure que I’aplicacio

eve: K[x] — F

p(x) — p(a)
és un morfisme d’anells.
Solucio. o

Lema 23.1.5. Siguin F/K una extensio i « € F un element. Aleshores

(0)

(p(x)), p(x) és un polinomi monic irreductible a X[x]

ker(ev,) = {
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Demostracié. Suposem que ker(ev,) # (0). Perlaproposici6 13.2.611’exemple 23.1.4
tenim que ker(ev,) és un ideal, i com que, per hipotesi, K és un cos, tenim que K[x] és
un domini d’ideals principals. Per tant, per la definicié de Dominis d’ideals principals
(13.3.38) tenim que ker(ev,) és un ideal principal, i per la definicié d’Ideals i ideals
principals (13.1.15) trobem que existeix un a € K[x] tal que ker(ev,) = (a).

Tenim que a ha de ser un polinomi monic. Suposem que a € K. Trobem per la
definici6 23.1.4 que ev,(a) = a, i com que hem suposat que ker(ev,) # (0), trobem
que a # 0,1 pertantevy(a) = a # 0, trobant que a ¢ ker(ev,, ), arribant a contradiccid.
Per tant a € K[x] \ K. Suposem que a = Ap(x),amb A € K, 2 # 0ip € K[x] \ K. Per
I’exemple 23.1.4 tenim que ev,, és un morfisme d’anells, i per la definicié de Morfismes
entre anells (13.2.1) trobem que

eVa(Ap(x)) = eva(Deva(p(x))
= Aevq (p(x)). (23.1.4)

Ara bé, com que hem suposat que ker(ev,) = (Ap(x)) tenim evy(Ap(x)) =0 i, com
que hem suposat que A # 0, ha de ser ev, (p(x)) = 0, i tenim que

ker(eve) = (p(x)).

Veiem ara que p(x) és irreductible. Pel Teoremes d’isomorfisme entre anells
(13.2.10) trobem que

Klx]/(p(x)) = K[x] /ker(evy) = Im(eve).

Com que F és un cos tenim que Im(ev,) és un domini. Com que Im(ev,) =
K[x]/(p(x)) és un domini, tenim per la proposicié 13.3.5 que (p(x)) és un ideal
primer, i per I'observaci6 13.3.29 trobem que p(x) és primer, i per la proposici6 13.3.31
tenim que p(x) és irreductible. O

Definici6 23.1.6 (Element algebraic i element transcendent). Siguin F/K una extensié
i @ € F un un element tal que no existeix cap polinomi monic no nul p(x) € K[x] tal
que p(@) = 0. Aleshores direm que « és algebraic sobre K. Denotarem Irr(a, K) =

p(x).
Si @ no és algebraic sobre K direm que és transcendent sobre K.

Observacié 23.1.7. (Irr(a, K)) = ker(evy)
Exemple 23.1.8. Volem veure que els segiients son algebraics.
1. V2" i3 en lextensié R/ Q.
2. V2 + V3 enextensi6 R/Q
Solucié. Tenim que
1. x2-2,x2-3.
2. x - 1002+ 1. 0

Observacié 23.1.9. Siguin F/K una extensio i @« € F un element. Aleshores a és
algebraic si i només si existeix un polinomi no nul p(x) € K[x] tal que ker(ev,) =

(p(x)).
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Demostracio. Si a és algebraic aleshores, per la definicié d’Elements algebraics i
elements transcendents (23.1.6), existeix un polinomi nonul p(x) € K[x] talque p(«@) =
0, i per la definici6 de Morfismes entre grups (12.2.5) tenim que ker(evy) # (0).
Aleshores pel lema 23.1.5 hem acabat. O

23.1.2 Grau d’una extensio de cossos

Definici6 23.1.10 (Grau d’una extensi6 de cossos). Sigui F/K una extensi6. Aleshores
direm que la dimensi6 del K-espai vectorial F és el grau de 1’extensio i el denotarem
com [F: K]. Si [F: K] < oo direm que F/K és una extensio finita.

Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 14.1.1.

Exemple 23.1.11. Siguin K un cos i p(x) € K[x] un polinomi irreductible. Deno-
tem F = K[x]/p(x). Aleshores

[F: K] = grau(p(x)).
Solucio. Aquest enunciat té sentit per I’exemple 23.1.3. ¢

Teorema 23.1.12 (Férmula de les Torres). Siguin E/F i F/K dues extensions de cossos.
Aleshores
[E:K] = [E:F][F:K].

Demostracio. Si[E:F] =006 [F: K] = oo tenim que [E : K] = co.
Suposem doncs que [E : F] =ni [F: K] =m. o

Definicié 23.1.13 (Torre). SiguinK; C K, C --- € K| cossos. Aleshores direm que
KicKy,c---CKy
és una torre.
Corollari 23.1.14. Sigui K| C K; C --- C K| una torre. Aleshores
(K, K] =[K;  Kyq] - [Ka K]

Demostracio. Conseqiiéncia de la Grau d’una extensi6 de cossos (23.1.12). O

23.1.3 Subanells engendrats per un element

Definicié 23.1.15 (Minim subanell engendrat). Siguin F/K una extensié i @ € F un
element. Aleshores direm que

Kla] ={p(a) € F | p(x) € F[x]}
€s el minim subanell engendrat per @ en F/K.
Observacié 23.1.16. K C K[a] C F.
Proposicié 23.1.17. Siguin F/K una extensio i « € F un element. Aleshores

Kla] = K[x]/(Irr(a, K)).
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Demostracio. Tenim que

K[x]/(Irr(a,K)) = K[x]/ker(evy) (23.1.7)
= Im(evy) (13.2.10)
={p(a) e F| p(x) € K[x]} (13.2.4123.1.4)
=K[a], (23.1.15)
i per tant
Kla] = K[x]/(Irr(a, K)). O

Corollari 23.1.18. [K[«] : K] = grau(Irr(e, K)).
Demostracio. Per I’exemple 23.1.11. O

Corollari 23.1.19. Siguin F/K una extensié i y € F un element transcendent sobre K.

Aleshores
K[y] = K[x].

Definicié 23.1.20 (Minim subcos engendrat). Siguin F/K una extensié i @ € F un
element. Aleshores direm que

K(a) = Q(K[a])

és el minim subcos engendrat per «.
Aquesta definici6 té sentit pel Teorema 13.4.4.

Observacié 23.1.21. K C K[a] € K(a) CF.

Lema 23.1.22. Siguin F/K una extensio i « € F un element. Aleshores « és algebraic

sobre K si i només si
K(a) =K[a].

Demostracio. Veiem que la condici6 és suficient ( = ). Suposem que @ € F és alge-
braic sobre K. Per la definicié d’Elements algebraics i elements transcendents (23.1.6)
trobem que Irr(a@, K) és un polinomi irreductible no nul, i per la proposicié 23.1.2
tenim que K[a] és un cos.

Arabé, pel Teorema 13.4.4 tenim que K(a) € K[a], perod per ’observacié Subanells
engendrats per un element (23.1.20) tenim que K[a] € K(a), i pel Elements i
subconjunts (3.1.3) tenim que K(a) = K[a].

Acabem veient que la condici6 és necessaria ( & ). Suposem doncs que

K(a) =K[a].

Per tant K[a] és un cos, i com que, per I’observaci6 23.1.16, tenim que @ € K[a], i per
la definicié de Cossos i I’anell quocient (13.1.17) tenim que —1/a € K[a@]. Aleshores,
per la definicié d’Subanells engendrats per un element (23.1.15) trobem que existeix
un polinomi ag + aix + - - - + agx* € K[x], amb a; # 0, tal que

_1_ 2 k
— =aqptaat+aa” +---+ara,
(04

i per tant

O=1+apa+aa®+---+aa"*!,
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2

i trobem que a és una arrel del polinomi p(x) = 1+agx+a;x*>+---+a,x"*!. Aleshores

per la definici6 de 23.1.4 tenim que
p(x) € ker(evy)

i per tant ker(ev,) # (0) i pel lema 23.1.5 trobem que « és algebraic. O

23.1.4 Extensions algebraiques

Definicié 23.1.23 (Extensi6 algebraica). Sigui F/K una extensi6 tal que tot @ € F és
algebraic sobre K. Aleshores direm que F/K és una extensi6 algebraica.

Proposicié 23.1.24. Sigui F/K una extensio finita. Aleshores F/K és una extensio
algebraica.

Demostracio. Prenem un element o € F i suposem que [F : K] = n. Per la defini-
¢i6 d’Grau d’una extensié de cossos (23.1.10) tenim que dimg (F) = n, i per tantels n+1
elements 1, a, . .., " sén K-linealment independents, i per la definici6é de Definicions
(1.1.6) trobem que existeixen Ao, . .., 4, € Kno nuls tals que

/l()+/11a+---+/l,,a/"=0,

i per tant trobem que « és arrel del polinomi p(x) = Ao+ Ax + - - - + 4,,x" € K[x].
Aleshores per la definicié d’Elements algebraics i elements transcendents (23.1.6)
trobem que @ € F és algebraic sobre K i per la definicié d’Extensions algebraiques
(23.1.23) trobem que I’extensi6 F/K és algebraica. O

Lema 23.1.25. Siguin F/K una extensio, « € F un element algebraic sobre K
i p(x) € K[x] un polinomi monic tal que p(a) = 0. Aleshores son equivalents

1. p(x) =Irr(a,K).

2. p(x) és irreductible a K[x].

3. Siq(x) € K[x] tal que q(a) =0, aleshores p(x) | q(x).

4. Sig(x) € K[x] tal que q(a) =0, aleshores grau(p(x)) < grau(g(x)).

Demostracio. Laimplicacié (1) = (2) és conseqiiencia de la definici6 d’Elements
algebraics i elements transcendents (23.1.6).

Veiem ara la implicacié (2) = (3). Suposem que p(a) = 01 prenem g(x) €
K[x] tal que g(a) = 0. Calculem mcd(p(x),g(x)). Calculem mecd(p(x), g(x)).
Si med(p(x), g(x)) = p(x) aleshores p(x) | g(x) i tenim el que voliem.

Si med(p(x), g(x)) # p(x), com que per la proposicié 13.3.40 tenim que p(x) és
primer tenim que med(p(x), g(x)) = 1, i per la La divisi6 euclidiana i la identitat de
Bézout (4.2.30) trobem que existeixen r(x) i s(x) polinomis en K[x] tals que

p)r(x) +g(x)s(x) = 1.
Ara bé, tindriem que
1 =p(a)r(a)+q(a)s(a) =0r(a) +0s(a) =0,

i per tant arribem a contradicci6 i hem acabat.
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Veiem la implicacié (3) = (4). Suposem doncs que g(x) € K[x] és un polinomi
tal que g(a) = 01 tal que p(x) | g(x). Tenim que existeix un polinomi d(x) € K[x] tal
que

q(x) = p(x)d(x),
i per tant trobem que grau(p(x)) < grau(g(x)).

Veiem que (4) = (2). Suposem doncs que existeix un polinomi g(x) € K[x]
satisfent g(a) = 01 grau(p(x)) < grau(q(x)). Aleshores tenim que existeixen dos
polinomis pj(x), p2(x) € K[x] tals que p(x) = p1(x)p2(x), i com que p(a) =0
trobem que pi(a) =06 pa(a@) = 0. Suposem que p; (@) = 0. Per tant tenim que

grau(p;(x)) < grau(p(x)),

i per hipotesi
grau(p(x)) < grau(p;(x)),

iper tant py(x) € K.

Veiem que (3) = (1). Suposem doncs que si existeix un polinomi g(x) € K[x]
tal que g(a) = 0, aleshores p(x) | g(x). Considerem ker(ev,). Com que, per
hipotesi, tenim que p(a) = 0, trobem que ker(ev,) C (p(x)). Per altra banda,
si ker(evy) = (¢(x)) aleshores tenim que g(a) = 0, i per hipotesi p(x) | g(x), i per
tant (p(x)) € (g(x)) i tenim que (p(x)) = ker(ev,), i per la definicié d’Elements
algebraics i elements transcendents (23.1.6) trobem que p(x) = Irr(a, K). O

Exemple 23.1.26. Volem calcular Irr(V5 + V3, Q).
Solucié. Trr(V5 +V3,Q) = x* + 4x2 + 64. O

23.1.5 El grup de Galois

Definicio 23.1.27 (El grup de Galois). Sigui F/K una extensi6 de cossos. Aleshores
definim

Gal(F/K) ={f: F— F| f és un isomorfisme d’anells i f|x =Idg}
com el grup de Galois de I’extensié F/K.
Proposicio 23.1.28. Sigui F/K una extensio. Aleshores Gal(F/K) és un grup.

Demostracio. Prenem un element f € Gal(F/K). Per la definicié d’El grup de Galois
(23.1.27) tenim que f és un isomorfisme d’anells, i per la definicié d’Morfismes entre
anells (13.2.1) trobem que f és invertible, i per tant existeix un isomorfisme g: F — F
tal que f o g = g o f = Idr. Hem de veure que g|x = Idg. Tenim que
Idg = Idp|x

=goflg

=goldg = glx
i per tant g € Gal(F/K).

Prenem dos elements f, g € Gal(IF/K) iconsiderem go f. Tenimqueg: f: F— F
és un isomorfisme d’anells, i ens queda veure que g o f|x = Idg. Tenim que
go flg = goldglg = glx = dg,

ihem acabat, i per la definici6 Propietats basiques dels grups (12.1.1) tenim que Gal (F/K)
és un grup. O
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Proposici6 23.1.29. Siguin F/K una extensio, p(x) € K[x] un polinomi i « € F una
arrel de p(x). Aleshores per a tot f € Gal(F/K) tenim que f(a) és una arrel de p(x).

Demostracio. Tenim que existeixen ao, . . . ,a, € K tals que
p(x)=ap+aix+---+apx",

itenim que
O=p(a)=ap+aia+---+aya”.
Aleshores tenim, per la definicié de Morfismes entre anells (13.2.1), que

n n

F( D ael) = Flae’)
i=0 i=0
=) flapfa)
i=0
_ ) fapfay
i=0

S |

=Y aif(@) = £(0)=0
i=0

iper tant f(a) és una arrel de p(x). O

Corollari 23.1.30. Siguin F/K una extensio i @ € F un element algebraic sobre K.
Aleshores per a tot f € Gal(E/K) tenim que f(a) és una arrel de Irr(a, K).

Exemple 23.1.31. Calcular un grup de Galois.

Solucio. o

23.1.6 Extensions de morfismes

Lema 23.1.32. Siguin F|/K i F,/K dues extensions, @ € F| un element algebraic
sobre K'i B € Fy un element. Aleshores existeix un morfisme

f:K(a) B,
tal que flx =1dg i f(a) = B si i només si 3 és una arrel de Irr(a, K).

Demostracio. Comencem veient que la condici6 €s suficient ( = ). Suposem que
existeix un morfisme f: K(a@) — F, tal que f|x = Idx i f(@) = 8. Volem veure
que 3 és una arrel de Irr(«, K). Posem

Irr(a,K) = ag +ajx + x>+ -+ apx”
amb ay, . ..,a, € Ki per la definici6 de Morfismes entre anells (13.2.1) calculem
ap+aif+---+ayf" =ao+airf(a)+---+anf(a)"
=ap+aif(a)+- - +anf(a")
= f(ao) + f(a1) f(@) +--- + f(an) f(a")
= f(ao) + f(a1@) + - + f(ana™)

= flap+a1@+- - +apa")

= f(0)=0,
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i per tant tenim que S és una arrel de Irr(a, K).

Veiem ara que la condicié és necessaria ( <= ). Suposem que 8 és una arrel
de Irr(a, K). Considerem el morfisme d’avaluacié evg: K[x] — F,. Com que, per
hipotesi, tenim que S és una arrel de Irr(a, K) trobem que Irr(a, K) € ker(evg). Ara
bé, pe la definicié d’Elements algebraics i elements transcendents (23.1.6) trobem
que Irr(a, K) és irreductible, i per tant (Irr(a, B8)) = ker(evg). Aleshores tenim que

K(a) = K[x]/(Irr(a, K)) (23.1.17)
= K[x]/ker(evg)
= Im(evg) C F». (13.2.10)

Considerem doncs els morfismes entre anells

f1: K(a) — K[x]/(Irr(a, K))
Kodr— A

a+—x

S K[x]/ker(evg) — Im(evg) € F,
A1
X+—f
i f = f2 o f1 és el morfisme que buscavem. O

Notacié 23.1.33. Siguin F i K dos cossos i f: K — F un morfisme entre anells.
Aleshores denotem

f: K[x] — F[x]
ap+aix+---+apx" +— flag)x+ f(ap)x+---+ f(ay)x".

Lema 23.1.34 (Extensié de morfismes). Siguin F|/K i F,/K dues extensions, a € F
un element algebraic sobre K, € F un element i f: K — F un morfisme. Aleshores
existeix un morfisme

g Kla) = F,

tal que gy = f i g(a) = B siinomés si B és una arrel de frr(a, K)).
Demostracio. O

Exemple 23.1.35. Volem calcular alguna cosa com Gal(Q(V2',V3), Q).
Solucié. Gal(Q(V2,V3),Q) = Z/(2) xZ/(2). 0

23.1.7 El cos de descomposicio

Lema 23.1.36. Siguin F/K una extensié. Aleshores son equivalents
1. L’extensio F/K és finita.
2. Existeixen ay, . .., a, € K algebraics sobre K tals que

F=K(ai,...,an).
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3. Existeixen ay,. .., ay, € K tals que a; és algebraic sobre K(ay, ..., a;-1) i

F=K(ai,...,a,).

Demostracio. O

Teorema 23.1.37. Siguin L/F i F/K dues extensions. Aleshores L/K és algebraica si i
només si L/F i F/K son algebraiques.

Demostracio. O

Teorema 23.1.38. Siguin F/K una extensio i a, B € F dos elements algebraics sobre K.
Aleshores

® «a + f3 és algebraic sobre K.
e af és algebraic sobre K.
e Sia#0,a' ésalgebraic sobre K.
Corollari 23.1.39. Sigui F/K una extensio. Aleshores
E ={a € F | « és algebraic sobre K} C F

és un cos.

23.1.8 El cos de descomposicié d’una familia de polinomis

Teorema 23.1.40. Sigui A = {p;(x)}, una familia de polinomis sobre I’anell de
polinomis d’un cos K. Aleshores existeix un cos L tal que L/K és una extensio finita
i pi(x) descompon enL peratoti € {1,...,n}.

Demostracio. Arrels d’un polinomi (14.1.10) m]

Teorema 23.1.41. Siguin L| i L, dos cossos de descomposicio d’una familia de
polinomis A = {p;(x)}!_, sobre un cos K. Aleshores existeix un isomorfisme d’a-
nells ¢: Ly — L tal que ¢l = 1d.

Demostracio. O

Teorema 23.1.42 (Extensié de morfismes a un cos de descomposicid). Siguin E/F/K
una extensio de cossos p(x) € K[x] un polinomi i L el seu cos de descomposicio
tals que p(x) descompon en E[x] i tals que existeix un morfisme f:F — E tal
que f|x =1d. Aleshores existeix una funcié f: L —s E tal que f|]F =f.

Demostracio. O

Definici6 23.1.43 (Subgrup transitiu). Siguin S,, el grup simetric d’n elementsi G < S,
un subgrup tal que per a tots i, j € {1,...,n} existeix una permutacié o € S, tal
que o (i) = j. Aleshores direm que G és un subgrup transitiu de S,,.

Proposicié 23.1.44. Sigui G un subgrup transitiu de S,,. Aleshores

n||G].
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Demostracio. O

Definicié 23.1.45 (Grup de Galois d’un polinomi). Sigui p(x) € K[x] un polinomi
amb cos de descomposicié L. Aleshores definirem

Gal(p(x)) = Gal(L/K)
com el grup de Galois de p(x).

Corollari 23.1.46. Siguin p(x) € K[x] un polinomi sobre un cosKi A = {ay,...,a,}
el conjunt de les arrels de p(x). Aleshores Gal(p(x)) és isomorf un subgrup transitiu
de SA.

Demostracio. m]

Definici6 23.1.47 (Discriminant). Sigui p(x) € K[x] un polinomi sobre un cos K amb
cos de descomposicié L i arrels @, ..., @, € L. Aleshores definim

A(p()) = [(ei - a)?
i<j
com el discriminant de p(x). També definim
n
s(p)) = [(ei - ay).
i<j
Observacié 23.1.48. A(p(x)) = 6(p(x))>.

Exemple 23.1.49. Volem calcular el discriminant d’un polinomi de grau 2.
Solucio. o

Proposicio 23.1.50. Sigui p(x) € K[x] un polinomi sobre un cos K. Alesho-
res A(p(x)) € K.

Lema 23.1.51. Siguin p(x) € K[x] un polinomi sobre un cos K amb n arrelsi o € S,
una permutacio. Aleshores

[ [@ow) —aw)) =sig@)o(p(x)

i<j
Demostracio. O
Corollari 23.1.52. Siguin p(x) € K[x] un polinomi sense arrels miltiples sobre un
cos Kamb ch(K) # 2, amb conjunt d’arrels A = {ay, ..., a,}isiguip: Gal(p(x)) —
S A un epimorfisme de grups. Aleshores

¢(Gal(p(x)) C Alt(A) = 6(p(x)) e K.

Demostracio. Aquest enunciat té sentit pel corollari 23.1.46. O
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23.2 Extensions normals i extensions separables

23.2.1 Extensions normals
Definicié 23.2.1 (Extensié normal). Sigui F/K una extensié de cossos tal que
1. L’extensio F/K és algebraica.

2. Per a tot polinomi irreductible p(x) € K[x] tal que p(x) té una arrel en F tenim
que p(x) té totes les arrels a FF.

Aleshores direm que I’extensié F/K és una extensié normal.

Teorema 23.2.2 (Teorema de normalitat). Sigui F/K una extensio finita. Aleshores F/K
és una extensio normal si i només si existeix un polinomi p(x) € K[x] \ K tal que F és
el cos de descomposicio de p(x).

Demostracio. O

23.2.2 Elements separables

Definici6 23.2.3 (Polinomi separable). Sigui p(x) un polinomi irreductible sense arrels
multiples en el seu cos de descomposici6. Aleshores direm que p(x) és separable.

Definicié 23.2.4 (Element separable). Siguin F/K una extensié de cossos i @ € F un
element algebraic sobre K tal que Irr(a, K) és separable. Aleshores direm que a és
separable sobre K.

Definicié 23.2.5 (Extensié separable). Sigui F/K una extensi6 de cossos tal que per a
tot @ € F tenim que « és separable sobre K. Aleshores direm que F/K és una extensié
separable.

Observaci6 23.2.6. Sigui F/K una extensio separable. Aleshores F/K és una extensio
algebraica.

Proposici6 23.2.7. Sigui F/K una extensié amb ch(K) # 0. Aleshores [’extensié F/K
és separable si i només si és algebraica.

Demostracio. O

Teorema 23.2.8. Siguin L/F i F/K dues extensions de cossos tals que [’extensio LK
sigui separable. Aleshores les extensions L|F i E/K son separables.

Demostracio. O

Lema 23.2.9. Siguin p(x) € K[x] un polinomi, F un cos i f: K — F un morfisme
d’anells. Aleshores p(x) és separable si i només si f(p(x)) és separable.

Lema 23.2.10. Siguin K(@)/K una extensio, F un cos i f: K «— F un morfisme
d’anells tals que f(Irr(a, K)) descompon en factors lineals. Aleshores son equivalents

1. L’extensio K(a)/K és separable.
2. L'element « és separable.

3. [K(a):K]= \{g: K(a) — F| glg = f i g és un morfisme d’anells}|.
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Demostracio. |
Teorema 23.2.11 (Teorema de separabilitat). Sigui K(ay,...,a,)/K una extensio
algebraica, Fun cos i f: F — F un morfisme d’anells tal que peratoti € {1,...,n}

tenim que f (Irr(a;, K)) descompon en factors lineals. Aleshores son equivalents
1. Lextensio K(ay,...,ay) és separable.
2. Els elements ay, . .., a, son separables sobre K.

3. L’element a| és separable sobre K, i per a toti € {2,...,n} Uelement a; és
separable sobre K(ay, ..., ai_1).

4. Denotant L = K(ay, ..., ay) tenim que

[L:K]= |{g: L — K| glg = fig ésun morfisme d’anells}|.

23.3 El Teorema Fonamental de la Teoria de Galois

23.3.1 Extensions de Galois

Definicié 23.3.1 (Extensi6é de Galois). Sigui F/K una extensié normal i separable.
Aleshores direm que I’extensié F/K és de Galois.

Teorema 23.3.2 (Teorema de les extensions de Galois). Sigui F/K una extensio finita.
Aleshores F|K és de Galois si i només si

|Gal(F/K)| = [F : K].

Demostracio. O

23.3.2 Reticles
Definicié 23.3.3 (Reticle de subgrups). Sigui G un grup. Aleshores definim

L(G)={H € G | Hésun subgrup de G}
com el reticle de subgrups de G.

Definicio 23.3.4 (Reticle de subcossos). Sigui F/K una extensi6 de cossos. Aleshores
definim
L(F/K)={ECF|EésuncosiK C E}

com el reticle de subcossos de 1’extensié F/K.

Lema 23.3.5. Siguin F/K una extensio, E € L(F/K) un subcos i H € L(Gal(F/K))
un grup. Aleshores

E¥ ={a € E| f(a) =aperatot f € H}
és un cos i satisfa K C B C F.

Demostracio. ]
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Definicié 23.3.6 (Cos fix). Siguin F/K una extensid, E € £L(F/K) un subcosi H €
L(Gal(F/K)) un grup. Aleshores definim

Ef ={a€E| f(a)=aperatot f € H}
com el cos fix de H.

Proposicio 23.3.7. Siguin F/E i E/K dues extensions de cossos. Aleshores Gal(F/E)
és un subgrup de Gal(F/K).

Demostracio. O

Lema 23.3.8.

389






Part XV

Analisi complexa i de Fourier

391






CapriTOL

Els nombres complexos

24.1 Estructura dels nombres complexos

24.1.1 Cos de nombres complexos

Notacio6 24.1.1 (Conjunt de nombres complexos). Denotarem
C={a+bi|a,beR}.

Definicié 24.1.2 (Suma de nombres complexos). Siguin a + bii ¢ + di dos nombres
complexos. Aleshores definim la seva suma com

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i.
Observacié 24.1.3. Siguin a + bi i ¢ + di dos nombres complexos. Aleshores
(a+bi+c+di)eC
Proposicié 24.1.4. Siguin a + bi i ¢ + di dos nombres complexos. Aleshores
(a+bi) + (c +di) = (c +di) + (a + bi).
Demostracio. Per la definicié de Cos de nombres complexos (24.1.2) tenim
a+bitc+di=(a+c)+(b+d)i
=(c+a)+(d+b)i=c+di+a-+hbi. o
Proposicio 24.1.5. Siguin a + bi, ¢ + di i u + vi tres nombres complexos. Aleshores
(a+bi) + ((c+di) + (u+vi) = ((a+bi) + (c+di)) + (u+vi).
Demostracio. Per la definicié de Cos de nombres complexos (24.1.2) tenim
(a+bi)+ ((c+di)+ (u+vi)) = (a+bi)+ ((c+u) +(d+v)i)
(a+(c+u)+(b+(d+v))i
((a+c)+u)+((b+d)+v)i
((a+c)+ (b+d)i)+ (u+vi)
((a+bi) + (c +di)) + (u+vi). ]
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Proposicié 24.1.6. Sigui a + bi un nombre complex. Aleshores
(a+bi) +0=a+bi.
Demostracio. Per la definici6é de Cos de nombres complexos (24.1.2) tenim
(a+bi)+0=(a+0)+(b+0)i=a+bi. O
Proposicio 24.1.7. Sigui a + bi un nombre complex. Aleshores
(a+bi) + (—a—-bi) =0.
Demostracio. Per la definici6é de Cos de nombres complexos (24.1.2) tenim
(a+b))+(—a-bi)=(a—a)+(b->b)i=0. O

Definici6 24.1.8 (Producte de nombres complexos). Siguin a + bi i ¢ + di dos nombres
complexos. Aleshores definim el seu producte com

(a+ bi) - (c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.
Observacié 24.1.9. Siguin a + bi i ¢ + di dos nombres complexos. Aleshores
(a+bi)(c+di) eC.
Proposicié 24.1.10. Siguin a + bi i ¢ + di dos nombres complexos. Aleshores
(a +bi)(c +di) = (c +di)(a+ bi).
Demostracio. Per la definici6é de Cos de nombres complexos (24.1.8) tenim

(a+bi)(c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
= (ca — bd) + (da + cb)i = (¢ + di)(a + bi). O

Proposicio 24.1.11. Siguin a + bi, ¢ + di i u + vi tres nombres complexos. Aleshores
(a+bi)((c+di)(u+vi)) = ((a+bi)(c+di)(u+vi).

Demostracio. Prenem a = a + bi, B =c+diiy =u+vi. Perla definici6 de Cos de
nombres complexos (24.1.8) tenim

a(By) = (a+ bi)((c +di)(u +vi))
= (a + bi)((cu — dv) + (cv + du)i)
= (a(cu —dv) — b(cv +du)) + (a(cv + du) + b(cu — dv))i
= (acu — adv — bev — bdu) + (acv + adu + bcu — bdv)i
= (acu — bdu — adv — bev) + (acv — bdv + adu + beu)i
= ((ac — bd)u — (ad + be)v) + ((ac — bd)v + (ad + be)u)i
= ((ac — bd) + (ad + be)i) (u + vi)
= ((a + bi)(c + di))(u +vi) = (ap)y. o

Proposicié 24.1.12. Sigui a + bi un nombre complex. Aleshores

(a+bi)-1=a+bi.
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Demostracio. Per la definici6é de Cos de nombres complexos (24.1.8) tenim
(a+bi)-1=(a-1)+(b-1)i=a+bi. O

Proposicié 24.1.13. Sigui a + bi un nombre complex. Aleshores
a -b
a+ bi (—+—i) =1.
( ) a’>+b%  a?+b?
Demostracio. Per la definicié de Cos de nombres complexos (24.1.8) tenim

(b)) = (o - ) (s
a?+b? a’+b? a’+b? a2+ b? a?+b? a’+b?
a? + b2 ab —ab\.
:(a2+b2)+(a2+b2)1:1. .

Proposicio 24.1.14. Siguin a + bi, ¢ + di i u + vi tres nombres complexos. Aleshores
(a+ bi)((c +di) + (u + vi)) = (a + bi)(c + di) + (a + bi)(u + vi).

Demostracio. Per la definicié de Cos de nombres complexos (24.1.2) i Cos de nombres
complexos (24.1.8) tenim
(a+bi)((c+di)+ (u+vi)) = (a+bi)((c+u)+ (d+v)i)
= (a(c+u) —=b(d+v)) + (a(d+v) +b(c+u))i
= (ac+au—bd — bv) + (ad + av + bc + bu)i
= (ac —bd +au —bv) + (ad + bc + av + bu)i
= (ac — bd) + (ad + bc)i+ (au — bv) + (av + bu)i
= (a+ bi)(c + di) + (a + bi)(u + vi). )

Corollari 24.1.15. El conjunt C amb la suma + i el producte - és un cos.

24.1.2 Propietats de nombres complexos

Definicié 24.1.16 (Conjugat d’un nombre complex). Sigui z = a + bi un nombre
complex. Aleshores definim
zZ=a-bi

com el conjugat de z.
Proposicio 24.1.17. Sigui z un nombre complex. Aleshores
=z

Demostracio. Per la definicié de Complexos (1.3.5) tenim que existeixen a, b € R
tals que z = a + bi. Aleshores per la definicié de Propietats de nombres complexos
(24.1.16) tenim que

Z=a+bi

=a-bi

=a+bi=z ]
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Proposicié 24.1.18. Siguin z i w dos nombres complexos. Aleshores

Z+wW=Z7+Ww.

Demostracio. Per la definicié de Complexos (1.3.5) tenim que existeixen a, b, ¢, d € R
tals que
z=a+Dbi i w = c +di.

Aleshores per la definicié de Cos de nombres complexos (24.1.2) i la definicié de
Propietats de nombres complexos (24.1.16) trobem que

Z+w=(a+bi)+ (c+di)
=(@+c)+(b+d)i
=(a+c)-(b+d)i
= (a — bi) + (c — di)

—a+bitc+di=7+w. |

Proposicio 24.1.19. Siguin z i w dos nombres complexos. Aleshores
w=zw.

Demostracio. Per la definicié de Complexos (1.3.5) tenim que existeixen a, b, c,d € R
tals que
z=a+bi i w=c+di.

Aleshores per la definici6 de Cos de nombres complexos (24.1.8) i la definici6 de
Propietats de nombres complexos (24.1.16) trobem que
7w = (a + bi)(c + di)
= (ac — bd) + (ad + bc)i
= (ac — bd) — (ad + bc)i
= (ac — bd) + (—ad — bc)i
= (a - bi)(c — di)

=a+bic+di=7zZw. O

Proposicio 24.1.20. Sigui z = a + bi un nombre complex. Aleshores
Z=a*+b%

Demostracio. Per la definici6 de Cos de nombres complexos (24.1.8) i la definicié de
Propietats de nombres complexos (24.1.16) trobem que

7z = (a + bi)a + bi
= (a + bi)(a - bi) = a* + b*. O
Proposicio 24.1.21. Sigui z un nombre complex. Aleshores z = 7 si i només si 7 € R.

Demostracio. Per la definicié de Complexos (1.3.5) tenim que existeixen a, b € R tals
que z = a + bi. Aleshores si tenim z = Z, per la definicié de Propietats de nombres
complexos (24.1.16) trobem que

a+bi=a-bi,

que és equivalent a b = —b, i per tant ha de ser b = 0 i trobem que z = a € R. O
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Proposicié 24.1.22. Sigui z # 0 un nombre complex. Aleshores

Demostracio. Per la definicié de Complexos (1.3.5) tenim que existeixen a, b € R tals
que z = a + bi. Aleshores tenim que

Z 2z
I—=—=
2z 22
2 2
a“+b
=——=1 24.1.20
a?+b? ( )

i per la definicié de Propietats basiques dels anells i subanells (13.1.8) hem acabat. O

Definicié 24.1.23 (Part real i part imaginaria d’un nombre complex). Sigui z = a + bi
un nombre complex. Aleshores definim

R(z)=a

com la part real de z i
I(z)=>
com la part imaginaria de z.

Proposicié 24.1.24. Sigui z un nombre complex. Aleshores

R(z) = —Z“ZLZ i ()= _Zz‘iz_

Demostracio. Per la definicié de Complexos (1.3.5) tenim que existeixen a, b € R tals
que z = a + bi. Aleshores tenim que

z+Z a+bita-bi 2a

2 = 2 = 7 =a = %(Z)’
i
z—-2 a+bi—a+bi 2bi
= = — = b = S R
2i 2i 2i @
i per la definicié de Propietats de nombres complexos (24.1.23) hem acabat. O

24.1.3 Topologia de nombres complexos

Definici6 24.1.25 (Modul d’un nombre complex). Sigui z = @ + bi un nombre complex.
Aleshores definim el seu modul com

|z = Va? + b2.
Observacié 24.1.26. R(z) < |z, 3(z) < |z|.

Proposicié 24.1.27. Sigui 7 un nombre complex. Aleshores es satisfa

Izl = vzzZ.
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Demostracio. Per la definicié6 de Complexos (1.3.5) tenim que z = a + bi, i per la
proposicié 24.1.20 trobem que

Z=a*+b?
= (Va2 +b2)* = |2]%, (24.1.25)

i per tant

2] = Vzz. O

Proposicié 24.1.28 (Desigualtat triangular). Siguin z i w dos nombres complexos.
Aleshores
lz+w| < |z| + |w].

Demostracio. Per la definicié de Topologia de nombres complexos (24.1.25) tenim que
lz+wl* = (z+w)(z+w)

=(z+w)(Z+WwW) (24.1.18)
=ZZ+IW+Iw +ww

=z + |wl* +Zw + 2w (24.1.27)
= (o + Wl + 7w + 2w (24.1.17)
= 2P+ WP+ T+ g (24.1.19)
= [z + W + 7w + 2w 24.1.17)
= [z + [w|* + 2R (zw) (24.1.24)
<zl + [wl* +2]zw] (24.1.26)

< JzlP + wl? + 2]zl |w|

= Izl + w])?
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CaApriTOL

Corbes

25.1 Parametritzacions i longitud

25.1.1 Reparametritzacié d’una corba

Definici6 25.1.1 (Corba). Siguin / C R un interval i @: I — R’ una funci6 continua.
Aleshores direm que @ €s una corba sobre /.

Exemple 25.1.2. Volem veure que donats dos punts a i b de R™ existeix una corba que
els uneix.

Solucio. Observem que la funcié continua

a: [0,1] — R"
t—a+t(b-a)

satisfa que @(0) = a i a(1) = b, i per la definicié de Reparametritzacié d’una corba
(25.1.1) trobem que és una corba sobre [0, 1]. O

Definicio 25.1.3 (Corba regular). Sigui « una corba diferenciable sobre I tal que per a
tot z € [ es satisfa a’(¢) # 0. Aleshores direm que a és regular.

Definicié 25.1.4 (Reparametritzacié). Siguin @ una corba sobre /i h: J — [ un
difeomorfisme. Aleshores direm que la funcié

B:J—R"
1 +—> (o h)(1)
€s una reparametritzaci6 en J de « i que & és el canvi de parametre.

Proposicié 25.1.5. Sigui B una reparametritzacié en J d’una corba regular « sobre I.
Aleshores B és una corba regular.

Demostracio. Per la definicié de Reparametritzacié d’una corba (25.1.4) trobem que
existeix un canvi de parametre i : J — I tal que 8 = (@ o h)(t). Aleshores tenim que

B:J—R"
t+— (aoh)(1),
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i per la definicié de Reparametritzacié d’una corba (25.1.1) trobem que 8 és una corba.

Per la definici6 de Reparametritzacié d’una corba (25.1.4) trobem que 4 és un
difeomorfisme, i per la definicié de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27)
trobem que & €s derivable, i per la La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.15)
trobem que

B'(1) = ' (1)(a" o h)(D).

Com que per hipotesi « és regular, per la definicié de Reparametritzacié d’una
corba (25.1.3) trobem que (@’ o h)(t) # 0 peratott € J. Ara bé, pel corollari 6.3.13
trobem que 7' (t) # 0 per atott € J, i per tant tenim que S’ (t) # 6per atotz € J,i
per la definici6é de Reparametritzacié d’una corba (25.1.3) trobem que S és una corba
regular. O

25.1.2 Lalongitud d’una corba i el parametre arc

Definicié 25.1.6 (Longitud d’una corba). Siguin @ una corba sobre I i a, b dos punts
de I. Aleshores definim

b b
L@ = [ ol
com la longitud de « entre a i b.
Exemple 25.1.7. Volem calcular la longitud de la corba
a(t) = (cos(t),sin(z),t)

entre 0 i x per a tot x positiu.

Solucié. Per la definici6 de La longitud d’una corba i el parametre arc (25.1.6) trobem
que aixo és

L@ = [ ol
:/x||(—sin(t),cos(t),1)||dt
0
= /X\/sinz(t) +cos?(t) + l‘dt
0

:/x\/fdt
0
= [V21]§ = V2'x. 0

Proposicié 25.1.8. Sigui B una reparametritzacio d’una corba a en I amb canvi de
parametre h. Aleshores peratotaib de I, amb ¢ =h'(a)id = h~'(d) tenim

b d
L(a) =L(p).

Demostracio. Aix0 té sentit per la definicié de Reparametritzacié d’una corba (25.1.4)
i la definici6é de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27).
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Per la definici6 de La longitud d’una corba i el parametre arc (25.1.6) trobem que
d d
L) = [ el
c

d
- / (a0 b ()] ds. (25.1.4)

i com que, per la definici6 de Reparametritzacié d’una corba (25.1.4) tenim que 4 és
un difeomorfisme, per la definicié de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27)
trobem que h és diferenciable i per la La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena
(6.2.15) trobem que

d d
/ (o hY ()] ds = / I () (h(s))]] ds.

i per la definicié de norma tenim que

d d
/ I (s)a (h(s))ll ds = / 1 ()l (h(s))] ds.

Ara bé, com que h és un difeomorfisme tenim per la definici6 de Canvis de
coordenades diferenciables (6.2.27) que i’ és continua, i pel corollari 6.3.13 trobem
que i’'(t) # 0O peratott € [c,d]. Aleshores tenim que ha de ser o bé h’(¢t) > 0 per a
tott € [c,d] obé W' (t) <Operatott € [c,d].

Comencem suposant que h’(t) > O peratott € [c,d]. Aleshores tenim que

d d
/ I (s)llle (h(s))]] ds = / W ()l (h(s) Il ds.

i pel Teorema del canvi de variable tenim que

d h(d)
/ W ()l (h(s)ll ds = / () di

h(c)
b b
- [“la@ar=Lo.
a
i per tant
d b
L(B) = L(@).
c a

Suposem ara que h’(r) < Operatott € [c,d]. Aleshores tenim que
d d
[ i tenias= [ - 6)la’ thpias
c c .
- [" ol theopias
i pel Teorema del canvi de variable tenim que

c h(d)
/ h'(S)Ila’(h(S))IIds=/ (o)l dz
d

h(c)

b b
- / la ()l dt = L(a).
a a
i per tant

d b
L(B) =L(a). o
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Definici6 25.1.9 (Funcié longitud d’arc). Siguin « una corba sobre / i a € I un punt.
Aleshores direm que la funcié

Se(a)(®): 1 — R

t
r— [l
a
és la funcié longitud d’arc de @ amb origen en a.

Observacié 25.1.10. Sigui @ una corba sobre I i a € I un punt. Aleshores per a

tott €1
dSa(a)

i (1) = 0.

Demostracio. Per la definicié de La longitud d’una corba i el parametre arc (25.1.9)
trobem que

t
Sa(@() = [ lla’(5)las
a
i pel Teoremes (1.2.19) tenim que

dSq(a)

— D=l @Ol 0. o

Proposicié 25.1.11. Siguin « una corba regular sobre I i a € I un punt. Aleshores la
funcio Sy (a) és un difeomorfisme.

Demostracio. Per la definici6 de Reparametritzacié d’una corba (25.1.3) trobem
que ’(t) # Operatott € I, i pel Teoremes (1.2.19) tenim que

dSaq(a)

1) = ||’ (D).
L0 = o 0
Per tant trobem que

dSq(a)

—=(t) #0,

el

i per I’observacié 6.2.4 i el corollari 6.3.13 tenim que S, (@) és un difeomorfisme, com
voliem veure. o

Proposicié 25.1.12. Sigui @ una corba regular sobre 1. Aleshores existeix una
reparametritzacio 3 de « tal que per a tott € I

18" (Ol = 1.

Demostracio. Per la proposicié 25.1.11 tenim que per a tot a € [ la funcié S, (a) és
un difeomorfisme, i per la definicié de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27)
trobem que la funcié S, (a) és bijectiva, i pel Teorema 3.2.19 trobem que S, (a) és
invertible i per la definicié d’ Aplicacions invertibles (3.2.16) tenim que existeix una
funci6 ¢, tal que ¢, sigui la inversa de S, (a). Considerem

B(s) = a(1(s)).

410



25.1. Parametritzacions i longitud

Aleshores tenim que

10 = | ')

de|
=‘aua @I
dr ds
= T )
1 ds

- E ) & (t(5)) = 1. O

Definicié 25.1.13 (Corba parametritzada per I’arc). Sigui a una corba regular sobre /
tal que per a tot s € [ es satisfa

e’ ()]l = 1.
Aleshores direm que « esta parametritzada per 1’arc.
Exemple 25.1.14. Volem donar una reparametritzacio de la corba
a(t) = (Rcos(t), R sin(t))
tal que estigui parametritzada per l’arc.
Solucio. Tenim que
a’(t) = (=R sin(t), R cos(t)),

i per tant

lle” () = [I(=R sin(), R cos(1)) |

= \/(—R sin(2))? + (R cos(t))?

= JR2(sin’(1) +cos(1)) = R.

Per la definici6 de La longitud d’una corba i el parametre arc (25.1.9) trobem que

§() = /0 o’ (Ol dx

t
=/ Rdx = Rt.
0

Prenem ara el canvi de parametre

h(s) = %.

Tenim que

B(s) =(aoh)(s) = (—R sin(%),Rcos(%)).
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Tenim que S és una reparametritzacié de . Veiem ara que £ esta parametritzada
per I’arc. Tenim que

18" ()l = llar(h())"ll
= |1’ (s)e’ (h(s))]] (6.2.15)

S RPN
“Jcsnf) <o)
= () veor(2) =1,

i per la definicié de La longitud d’una corba i el parametre arc (25.1.13) hem acabat. ¢

Observacio 25.1.15. Sigui a una corba en I parametritzada per I'arc i a € I un punt.
Aleshores per a tot s € I tenim

Sq(a)(s)=s—a.

Demostracio. Per la definici6é de La longitud d’una corba i el parametre arc (25.1.9)
trobem que

Sula)(s) = / ! ()] dr.

i per la definicié de La longitud d’una corba i el parametre arc (25.1.13) tenim que per
atot s € [ es satisfa ||@’(s)|| = 1, i per tant

Sa(a)(s) = / o’ ()] dr

:/ ldr=s—-a. a
a

Definicié 25.1.16 (Contacte). Siguin « i 8 dues corbes en I parametritzades per 1’arc
i 5o € I un punt tals que existeix un r € N satisfent

lim 2B o iy 2O

s—so (s —s9)P s—s0 (s — s0)"*!
per atot p < r. Aleshores direm que a i 8 tenen contacte d’ordre r en sy.

Proposicié 25.1.17. Siguin « i 8 dues corbes en I parametritzades per l’arc i sg € 1
un punt. Aleshores a i B tenen contacte d’ordre r en sy si i només si

a'P) (s0) = B (s0) i @ (s0) # B (50)
peratotp <r.

Demostracio. Suposem que
a'P(s0) = B (s0) 1 @V (s0) # B (s0)
per atot p < r. Tenim que, per a tot p < r es satisfa
') (s0) = B'P) (50).
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0 equivalentment
P (s0) = 87 (50) = 0. (25.1)

Prenem n < r, i per la definicié de Definicions (1.2.7) trobem que

& (s0) ~ B (s0) = lim (a<"-1>(so> —a"(s) "D (s0) —ﬁ("‘”(S))

$—S0 s =50 S =50
. (CY("_1>(S0) —a" V() = BV (s0) +ﬁ("‘”(S))
= lim
550 s — 80
= (@7 G0) =BV (s0) @) - B ()
i S — 50 s =50

Ara bé, tenim que o~ (s9) — BV (s50) = 0, i per tant

(n-1) _ (n-1)
_ i B0 2@ )
580 S — SO

O’

i tenim que

i @) =BE) _
o (5= s0)”

Considerem ara
a1 (s0) # BV (50).

Tenim que
@ (s0) = B (s0) # 0.

Ara bé, per la definicié de Definicions (1.2.7) trobem que

@ (s0) —a(s) BT (s0) = B (s)

" (s0) = BV (s0) = lim

§—50 s — 50 § =350
(r) —aq® — g (r)
o @700 = () = B (50) + B0 ()
S—580 S — 50
(r) —_ o™
S—50 S — 80
i per tant
lim 2 =BG

580 (5 - S())r+l

i per la definici6 de La longitud d’una corba i el parametre arc (25.1.16) tenim que «
i B tenen contacte r. O

25.2 Curvatura i torsio

25.2.1 Producte escalar i producte vectorial

Proposicio 25.2.1. Siguin « i B dues corbes diferenciables sobre 1. Aleshores

d{a (1), B(1))

ZEEL = (@ (0. 8(0) + (@ (). B (1)

413



25. CORBES

Demostracio. Tenim per la definici6 de Definicions (1.2.7) que

da(t), (1)) lim {a(t+h),B(t+h)) - (a(), B(1))
dt ) h ’

ique
a(t+h) —a(t)
h

Per tant trobem que quan 4 — 0 tenim que

o0 = fimy i = tim A 2RO,
a(t+h)=a()+ha'(t) i B(t+h)=p0)+hp ().

Per tant tenim que

Ka(®). (1)) _ . L) +ha' (1), (1) + 1B (1)) — (a(1), B(1))

dr h—0 h

i per la definici6é de Definicions (1.1.4) trobem que

(1) + he! (1), B(1) + hpB' (1)) = (a (1), B(1)) =
={a(0), B(1) + hp' (1)) + (ha' (1), B(1) + hB' (1)) — {a (1), B(1))

(1) + he! (1), B(2) + hpB' (1)) =
=(a(0), B(1)) +{a (1), hB' (1)) + (ha' (1), B(1) + hB' (1)) =
=(a(1), B(1) + (a(t), hB' (1)) + (ha’ (1), B(1)) + (ha' (1), hB' (1))

i per tant

(1) + he! (1), B(1) + W' (1)) = (a (1), B(1)) =
= {a(1), hB' (1)) + (he/ (1), B(1)) + (ha' (1), hB' (1)) =
= h{a(1), B/ (1)) + h{@' (1), B(1)) + h*(a’ (1), B (1))

Per tant ens queda que

i (@0 +ha’ (0. (0) + 1 (1) = (1), B(0)) _

h—0 h

_ i M@ B'(0)) + o’ (1), B(0) + I’ (1), B/ (1) _
h—0 h

=(a(n), ') + (@’ (1), p)) + lim hia’ (1), B (1)) =
=(a(),B' (1) + (' (1), B(1)),

i trobem
d{a (1), B(1))

SEEL = (@ (0. 8(0) + (@(). B (1): o

Proposicié 25.2.2. Siguin ii i v dos vectors de R>. Aleshores existeix un tinic vector w
de R? tal que per a tot vector ¥ de R3

- > o

(w,X) = det(id, V,X).
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Demostracio. O

Definici6 25.2.3 (Producte vectorial). Siguin i i v dos vectors de R i w el vector de R?
tal que
(W, X) = det(u,v,X).

Aleshores definim el producte vectorial de i i Vv com
UHAV =W,

Aquesta definici6 té sentit per la proposici6 25.2.2.

Observacio 25.2.4. (il A V,X) = det(ii, v, X).

Proposici6 25.2.5. Siguin ii i V dos vectors de R3. Aleshores

Demostracié. Sigui ¥ un vector de R®. Considerem
det (i, ¥, X).
Per la definici6 de Propietats dels determinants (5.3.1) trobem que
det(il, v, X) = — det(¥, i, ¥), (25.2)
i per ’observaci6 25.2.4 tenim que
(U AV, X) = det(id, v, X)

= —det(¥, i, X) (25.2)

=—(VAUX),
ipertantii AV = —V A ii, com voliem veure. O

Proposicié 25.2.6. Siguin ii i v dos vectors. Aleshores u AV # 0 sii només siiv sén
linealment independents.

Demostracié. Suposem que ii A v = 0. Aleshores tenim, per a tot vector ¥ de R, que
(i A 7,3y = (0, %),
i per la definicié de Definicions (1.1.4) trobem que
(UAV,X)=0.
Ara bé, per I’observacié 25.2.4 trobem que per a tot vector X de R3 tenim
det(id,v,X) =0,
i per tant tenim que i i ¥ no s6n linealment independents. O

Proposici6 25.2.7. Siguin ii i v dos vectors linealment independents de R3. Aleshores i A
V és perpendicular a i i v.

Demostracio. O
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Proposici6 25.2.8. Siguin ii i V dos vectors linealment independents de R3. Alesho-
res det(ii, v, i A V) # 0.

Demostracio. Per I’observaci6 25.2.4 tenim que
U AV, i AV) =det(id,V,u A V).

Ara bé, com que per hipotesi els vectors v i i s6n linealment independents, per la
proposicié 25.2.6 trobem que

i AT %0,
i per la definicié de Definicions (1.1.4) trobem que

(U AV, i AV) £0.

Per tant tenim que
det(it, v,ii AV) # 0. ]

Definicié 25.2.9 (Orientaci6 d’una base). Sigui (i, V, w) una base tal que det (i, v, w) >
0. Aleshores direm que (i, v, w) €s una base positiva.

Proposici6 25.2.10. Siguin il i V dos vectors linealment independents. Aleshores la
base (i, v, A V) és una base positiva.

Demostracio. Aquest enunciat té sentit per la proposici6 25.2.8.
Per I’observaci6 25.2.4 trobem que

(U AV, U AV)Y=det(id,V,i AV),
i per la definici6 de Definicions (1.1.4) trobem que
(UAV,uAV)>DO0.

Per tant tenim que
det(it, v, A V) > 0,

i per la definicié de Producte escalar i producte vectorial (25.2.9) hem acabat. O

Proposicié 25.2.11 (Férmula de Lagrange). Siguin ii i v dos vectors de R3. Aleshores
peratots X iy de R? es satisfa
= i diig o <I/-i’ -;) <‘-))s i)
UAV,XAY)Yy=det| . IR
< X [<u, IRGE)!
Demostracio. O

Proposicié 25.2.12 (Férmula de Leibniz). Siguin « i 8 dues corbes sobre I en R?
diferenciables en 1. Aleshores

d(a(r) AB() _ da(r) dp(t)
o =~ AB() +a(t) A I
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Demostracio. Per la definicié de Definicions (1.2.7) tenim que

A ABW) _ | alt+h) AB(+R) = a(t) A B
dr B h—0 h ’

(25.3)

Per la definici6 de Producte escalar i producte vectorial (25.2.3) tenim que per a tot
vector X de R es satisfa

{a(t+h) AB(t+h),X) =det(a(t + h), B(t + h),X).
De nou per la definicié de Definicions (1.2.7) trobem que quan 7 — 0 es satisfa
a(t+h)=a(®)+ha’(t) i B(t+h)=p>)+hB(1), (25.4)
i per tant tenim que per a tot vector ¥ de R3 es satisfa

(a(t+h) AB(t+h),%) =det(a(t+h), B(t+h),X)
= det(a(t) + ha'(z), B(t) + hB' (1), X) (25.4)

i per la definicié de Propietats dels determinants (5.3.1) tenim que

det(a(t) + ha' (1), B(t) + hpB' (1),%) =
= det(ha’ (1), B(t) + hB' (1), X) + det(a(z), B(t) + hB' (1), X)

i de nou per la definicié de Propietats dels determinants (5.3.1) trobem que

det(a(t), B(t) + hB' (1), %) + det(ha’ (1), B(t) + hB'(2),X) =
= det(a(t), B(1),X) + det(a(t), hB (1), %)+
+det(ha’(t), B(1),X) + det(ha’(t), hB' (1), %),

i per la definicié de Producte escalar i producte vectorial (25.2.3) aix0 és

(a(t+h) AB(t+h), %) =
= (1) A B(1),X) + (a(t) A B (1), X) + (ha' (1) A B(2), %) + (ha' (1) A B (1), X),

i de nou per la definicié de Producte escalar i producte vectorial (25.2.3) trobem que
(a(t+h) AB(t+h),X) =
= (a(t) A B(t) + ha(t) A B/ (1) + ha' (1) A B(t) + B2a’ (1) A B' (1), X).
Ara bé, ens queda que per a tot vector X de R? es satisfa

{a(t+h) AB(t+h),X) =det(a(t + h),B(t + h),X)

(a(r) A B(t) + ha(t) A B () + ha' (1) A B(1) + K2’ (1) A B (1), 3) =
= det(a(t + h), B(t + h), %),

i per la proposicid 25.2.2 trobem que

a(t+h) A B(t+h) = a(t) AB(t) + ha(r) A B (1) + ha' (1) A B(t) + h2a’ (1) A B'(1).

417



25. CORBES

Per tant per (25.3) tenim que

d(a(r) AB@)) _ lim a(t+h) AB(t+h) —a() AB(1)
dr - h—0 h
— lim ha(t) A B/ (1) + ha' (1) A B(1) + h2a’ (1) A B (1)
" >0 h
2 7 ’
= () AB (1) + ' (1) AB(1) + lim M
=a(t) AB (1) +a’ (1) A B(1),
i trobem

d(a(®) A1) _ da() (1)
Q& = a /\ﬁ(t)+0/(t)/\7.

25.2.2 Foérmules de Frenet

Proposicié 25.2.13. Sigui @ una corba parametritzada per ’arc sobre I tal que a és
dues vegades diferenciable en un punt sg. Aleshores tenim que o' (sg) i a” (sg) son
perpendiculars.

Demostracio. Per la definici6 de La longitud d’una corba i el parametre arc (25.1.13)
trobem que per a tot s € [ es satisfa

lle” ()l = 1.
Aleshores tenim que

d
0=—1
ds

d

= 5l o)l
d

= 5l Gso) I

= (0 (50), 0 (50) (1.1.5)
)

= (" (s0), @' (s0)) + (&' (s0), @” (50)) (25.2.1)
= 2(a’(s0), @” (50))-
Per tant trobem que
(@’ (50),a” (s0)) =0,

i per la definicié de Complexos (1.3.8) tenim que a’(sg) i @’ (s9) s6n perpendiculars,
com voliem veure. m]

Definicié 25.2.14 (Curvatura). Sigui o una corba parametritzada per 1’arc sobre [ i
dues vegades diferenciable. Aleshores direm que 1’aplicacié

Ko: I —R

s+ [la” ()]

és la curvatura de a.
Si ko (s) # 0 direm que « té curvatura no nulla en s.
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Exemple 25.2.15. Volem calcular la curvatura d’una circumferéncia.

Solucio. Per I’exercici 25.1.14 tenim que podem parametritzar una circumfereéncia de

radi R per I’arc com
a(s) = (—R sin(i), Rcos(i)).
R R

Aleshores tenim que

" (6) = 5 (-cos( o sin()) = i 3). Ty eos( )

i trobem que

1 1 1
o)1 =y s (5) ¢ L con2(2) = L
i per la definici6 de Formules de Frenet (25.2.14) trobem que ko (s) = %. ¢

Proposicié 25.2.16. Sigui @ una corba sobre I parametritzada per I’arc i dues vegades
diferenciable. Aleshores a és una recta si i només si ko (s) =0 peratots e I.

Demostracio. Comencem veient que la condici6 és necessaria (= ). Suposem doncs
que a és una recta sobre R”. Tenim que existeixen K; i K> de R” tals que

a(s) = Kis+ K.

Aleshores tenim que @’ (s) = 0,i per la definicié de Formules de Frenet (25.2.14)
trobem que k(s) = 0.

Veiem ara que la condicié és suficient ( <= ). Suposem doncs que k4 (s) = 0
per atot s € I. Tenim doncs que @’ (s) = 0,1 per tant existeixen K; i K> de R” tals
que @’ (s) = Kjia”(s) = Kis + K; i trobem que @ és una recta. )

Definici6 25.2.17 (Normal). Sigui @ una corba sobre [ parametritzada per 1’arc i dues
vegades diferenciable amb curvatura no nulla. Aleshores direm que 1’aplicacié

Ny: I — R
a/l(s)
S > —//
llae” ()l
és la normal de a.
Observaci6 25.2.18. Tenim que ||[Ny(s)|| = 1.

Definicié 25.2.19 (Tangent). Sigui @ una corba sobre I parametritzada per 1’arc.
Aleshores direm que 1’aplicaci6

Ty: 1 —R

s a’(s)
és la tangent de .
Observacié 25.2.20. Tenim que T/,(s) = ko (s) N (s).

Proposicié 25.2.21. Sigui @ una corba sobre I amb curvatura no nulla i s € I un real.
Aleshores els vectors Ty (s) i No(s) son perpendiculars.
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Demostracio. Considerem
(Ta(s5),Ng(s)).

Per la definicié de Férmules de Frenet (25.2.19) i Férmules de Frenet (25.2.17) trobem
que

RO

(Ta(5),Ng(s)) = <“ (), m>
- e @ 6. (14
o (25.2.13)

Aleshores per la definicié de Complexos (1.3.8) trobem que T, (s) i Ny(s) sén
perpendiculars. O

Proposicié 25.2.22. Siguin a una corba parametritzada per I’arc sobre 1 i so € I un
punt tal que o’ (so) # 0. Aleshores existeix una iinica circumferéncia 8 en R tal que a
i B tenen contacte d’ordre 2 en a(so), que té radi p ,(so) = ﬁ i és de la forma

N

B(s) = Q +Pa(so)(— N (s0) COS( ) + T (s0) sin( > ))
p(t(so) p(x(so)

Demostracio. ]

Definicié 25.2.23 (Circumferéncia osculadora). Sigui « una corba parametritzada per
I’arc sobre I i 5o € I un punt tal que @’ (sg) # 01 p,(s0) = m Aleshores direm
que la circumferéncia

,B(S)=Q+pa(s0)(—N(,(so)cos( il )+T,,(s0)sin( il ))
pa(SO) pa(s())

és la circumfereéncia osculadora de « en sg. Denotarem per p,(so) = m el radi de
la circumferéncia osculadora.
Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 25.2.22.

Definici6 25.2.24 (Binormal). Sigui a una corba amb curvatura no nulla. Aleshores
definim
B(t(s) = T(x(s) A Na/(s)

com la binormal de a.

Proposici6 25.2.25. Sigui a una corba amb curvatura no nulla. Aleshores (T, (s), Ny (s), Bo(s))
és una base ortonormal i positiva de R>.

Demostracio. Per la proposici6 25.2.21 trobem que T (s) i N, (s) sén perpendiculars.
Aleshores per la definicié de Férmules de Frenet (25.2.24) trobem que B, (s) =
To(s) ANg(s) i per la proposicié 25.2.10 tenim que la base (T4 (s), Ng(s), B (s)) és
positiva.

Per la definici6 de Producte escalar i producte vectorial (25.2.3) tenim que per a
tot ¥ de R? es satisfa

(Ba(s),X) = det(Tq(s),Nq(s), X).
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Si prenem ¥ tal que (T (s), N, (s), ¥) sigui una base ortonormal de R trobem que
det(T,(s),Ny(s),x) =1,
i per tant
(Ba(s),%) =1,

itenimque ||Bo(s)|| = 1. Aleshores per ’observaci6 25.2.18 ila definicié de La longitud
d’una corba i el parametre arc (25.1.13) tenim que || T, (s)|| = 1ique ||[Ng(s)]| = 1,1
per tant (T, (s), N4 (s), B4 (s)) és una base ortonormal i positiva de R>. O

Definicié 25.2.26 (Triedre de Frenet). Siguia una corba amb curvatura no nulla.
Aleshores direm que la base (T4 (s), Ng(s), Bo(s)) és el triedre de Frenet de « en s.
Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 25.2.25.

Proposicio 25.2.27. Sigui a una corba amb curvatura no nulla. Aleshores existeix
una 7o (s) € R tal que
B, (s) = 7o (5) Na(s).

Demostracio. Tenim per la proposicié 25.2.25 que (T, (s), Ng(s), Bo(s)) és una base
ortonormal de R3, i per tant tenim que

B, (s) = (B4 (5), Ta(s)) Ta(s) + (B4 (5), Na(s)) Na(s) + (B, (5), Ba(s)) Bals).
Tenim que (B4 (), Bo(s)) = 1, per tant trobem que

d(Bo(5). Ba(s)) _

09
ds

i per la proposicié 25.2.12 trobem que
(B!,,Bq) + (Ba,B,) =0,
i per la definicié de Definicions (1.1.4) tenim que
2(B,,(5), Ba(s)) = 0,

i per tant
(By(s5),Ba(s)) =0.
Per la proposici6 25.2.25 trobem que

(Ba(s), Ta(s)) =0,
i per tant
(B (s), Ta(s)) _
ds
i de nou per la proposicié 25.2.12 tenim que

ds

07

= (B, (5), Ta(s)) + (Ba(s), T, (s)).
Ara bé, tenim que

(Ba(5), T (5)) = (Ba(s), ke (s) No(s)) (25.2.20)
=0, (25.2.25)
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i per tant
(Bo(s), Ta(s)) =0,

i per tant, denotant 7, (s) = (B, (s), N4 (s)) trobem que
B/, (5) = Ta(s) Na(s). m]

Definicié 25.2.28 (Torsid). Sigui a una corba parametritzada per I’arc amb curvatura
no nullait,(s) el real tal que

B/,(5) = Ta(s) Na(s).

Aleshores direm que 7,(s) és la torsi6 de a.
Aquesta definici6 té sentit per la proposicié 25.2.27.

Teorema 25.2.29 (Férmules de Frenet). Sigui a una corba parametritzada per [’arc
amb curvatura no nutla. Aleshores

o] [ 0 kel 0 ][Ta(s)
NL()| = |—ka(s) 0  —74(s8)||Na(s)].
B (s) 0 Ta () 0 Ba(s)

Demostracio. Per I’observaci6 25.2.20 trobem que
T, (s) = ka(s) Ng(s), (25.5)
i per la definicié de Férmules de Frenet (25.2.28) trobem que
B, (5) = 7o (s) Ng(s). (25.6)
Per la definici6é de Férmules de Frenet (25.2.24) trobem que
Bo(s) =Tqo(s) ANg(s),

i per tant
Na(s) =Ba(s) ATa(s).

Aleshores per la proposici6 25.2.12 tenim que
N, (1) = Bly(5) A Ta(s) + Ba(s) A Th(s).
Ara bé, per (25.5) i (25.6) trobem que
NG (s) = 7o (s) No(s) ATe(s) +Ba(s) Akals) Na(s)
= 7a(5)(Na(5) A Ta(s)) +ka(s)(Ba(s) ANg(s))

= —74(5)Ba(s) + ka(s)(Ba(s) ANy(s)) (25.2.24)
= =74(5) Ba(s) — ka(s) Ta(s). (25.2.24)

Per tant ens queda

T, (s) = ka(s) Na(s)
N:I(S) = —T4(5) Bo(s) — ka(s) To(s)
B’Q(S) =74(5) Na(s)

i per la definicié de Les matrius (5.1.5) hem acabat. |
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Proposicié 25.2.30. Sigui @ una corba amb curvatura no nutla i h un canvi de
parametre de a tal que & = « o h estigui parametritzada per ’arc. Aleshores @ té
curvatura no nutla si i només si @’ A a” # 0.

Demostracio. Tenim que & = @ o h, i per la proposici6 25.2.12 i la La Matriu Jacobiana
ila regla de la cadena (6.2.15) tenim que

a’' =n(@ oh)

o’ =h'(@ oh)+(h)*(@" oh).

Per tant tenim que

@ A" = (W (& oh) AR (& oh)+ (W)@ oh))
= (W@ o) A (W (& o h)) + (K (@ o h) A ((W)*(@" o h))
=W KW' (& oh) A& oh)+ (I)(h (& oh)) A (& oh)
= (W)*(@ o h) A (& o h).
Ara bé, per la definici6é de Reparametritzacié d’una corba (25.1.4) tenim que £ és

un difeomorfisme, i per la definicié de Canvis de coordenades diferenciables (6.2.27)
trobem que & # 0. Tenim també que 2" # 0, i per tant trobem que

@ Aa” =0 (@ oh)A (@ oh)=0,

i com que, per hipotesi, @ esta parametritzada per 1’arc, per la definicié de La longitud
d’una corba i el parametre arc (25.1.13) tenim que @ o h # 0, i per la proposicié
25.2.13 trobem que (&' o h) A (&” o h) = 0 siinoméssi @’ = 0,1 per tant

@ A" =0 ||@”| =0. o

Definicié 25.2.31 (Curvatura per una reparametritzacié). Sigui « una corba amb
curvatura no nullaia’ A @” = 01 h un canvi de parametre de « tal que @ = @ o h
estigui parametritzada per I’arc. Aleshores direm que

Ko =Kg oh~!

és la curvatura de a.
Aix0 té sentit per la definicié de Férmules de Frenet (25.2.14) i la proposici6
25.2.30.

Definici6 25.2.32 (Torsi6 per una reparametritzacié). Sigui @ una corba amb curvatura
no nulla i & un canvi de parametre de « tal que @ = @ o h estigui parametritzada per
I’arc. Aleshores direm que

Ta=Tgoh™!

és la curvatura de a.
Aquesta definici6 té sentit per la definicié de Formules de Frenet (25.2.28).

Definicié 25.2.33 (Rapidesa). Sigui & una corba regular. Aleshores direm que

Ve () = I’ (D)l

és la rapidesa de «.
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Teorema 25.2.34 (Férmules de Frenet). Sigui & una corba amb curvatura no nulla i
tal que @’ A a” # 0. Aleshores

T/a(t) 0 Kar(t) 0 Ta([)
N;(I) =vVa(t)|—ka(t) 0 —To(D)||Na(D)].
B/a(t) 0 To(2) 0 B.(1)

Demostracio. Sigui h una reparametritzacié de « tal que & = « o h estigui parametrit-
zada per ’arc.

Ai haig de tornar a definir les coses aquestes per corbes no parametritzades per
I’arc. Quina mandra. Imagineu una demostracié patrocinada per La Matriu Jacobiana i
la regla de la cadena (6.2.15) i les Férmules de Frenet (25.2.29). Us prometo que tot
quadra, com voliem veure. O

Proposicio 25.2.35. Sigui a una corba regular amb @’ A @”' # 0. Aleshores

(Y’ al /\al/
Ty, =——, N,=B,AB i T, = ———.
e @TCanop T o’ A

Demostracio. ]

Proposicio 25.2.36. Sigui a una corba regular amb @’ A @” # 0. Aleshores

’ " ’ ” 1244

. 9
e Al (@’ Na”,a”")
a=——F =

lle’|? e Ae)?
Demostracio. O

25.2.3 Teorema Fonamental de la teoria local de corbes

Exemple 25.2.37 (Grup ortogonal). Volem veure que el conjunt

O(n) = {A € M,,(R) | per atotii,v € M,x(R) tenim {Aii, AV) = (i, V)}
amb el producte de matrius és un grup.
Solucio. o
Exemple 25.2.38 (Grup especial ortogonal). Volem veure que

SO(n) ={A € O | det(A) = 1}

és un subgrup de O(n).
Solucio. o

Proposicié 25.2.39. Sigui A € O(n) una matriu. Aleshores els valors propis reals
de A son—10 1.

Demostracio. ]
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Proposicié 25.2.40. Es satisfa

SO(2) = {

cos(t) —sin(t)] 1e R}

sin(z)  cos(t)
_ | {cos(#)  sin(z)
0(2)\S0(2) = {[sin(t) —cos([)} | t € R}.
Demostracio. O

Proposicio 25.2.41. Sigui A € SO(3) una matriu. Aleshores existeixen una base
ortonormal B de R® i un t € R tals que

+1 0 0
M(B,C)AM(C,B)=|0 cos(r) sin(t)
0 sin(f) —cos(t)

Demostracio. O

Proposicié 25.2.42. Sigui f: R"® — R" una aplicacié conserva distancies. Aleshores
existeixen una matriu A € O(n) i un C € R”" tals que

(%) = Av + C.
Demostracio. O

Proposicié 25.2.43. Siguin a una corba regulari A € M, (R) una matriu. Aleshores

d(Aa(?))

= Ad’(1).
” a’(t)

Demostracio. O
Proposicié 25.2.44. Siguin A € SO(n) una matriu i i, v dos vectors de R". Aleshores
A(ii AV) = (Ald) A (AV).

Demostracio. O

CoroHari 25.2.45. Siguin « una corba parametritzada per 'arc, A € SO(3) una
matriu, C un vector de R3 i B una corba tal que

B(1) = Aa(t) +C.
Aleshores B(t) esta parametritzada per ’arc i es satisfa
Tg=AT,, Ng=AN,, Bg=AB,, «g=Ake I 173=A7,.
Demostracio. )
Lema 25.2.46. Siguin « i B dues corbes. Aleshores la relacio
a ~ 3 & Existeixen A € SO(3) i C € R tals que @ = AB + c

és una relacié d’equivaléncia.
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Demostracio. O

Teorema 25.2.47 (Teorema Fonamental de la teoria local de corbes). Siguin k(s)
i 7(s) dues funcions diferenciables sobre I, amb k(s) > 0 per a tot s € 1. Aleshores
existeix una vinica corba a sobre I parametritzada per ’arc satisfent k o(s) = k(s)
i To(s) = 71(s), llevat d’equivaléncia.

Demostracio. ]
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Superficies

26.1 Superficies regulars

26.1.1 Immersions i submersions

Definici6 26.1.1 (Immersi6). Siguin n < m dos naturals, ¢ C R”" un obert, xo € U un
punti f: U — R™ una funci6 diferenciable tal que df (a) sigui injectiva. Aleshores
direm que f és una immersié en xo.

Observaci6 26.1.2. f és una immersio en xq si i només si rang(df (a)) = n.
Exemple 26.1.3. Volem veure que la inclusio canonica és una immersio.
Solucio. La inclusi6 canodnica ve definida com
i: RP — RP*
x — (x;0), (6.3.16)

i per la definicié de La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.12) tenim que la
seva diferencial és
o]
Ogx(p-q) |

Aleshores per la definicié de Reduccié d’una matriu (5.2.11) trobem que aquesta té
rang p, i per I’observaci6 26.1.2 tenim que i és una immersio. ¢

Definici6 26.1.4 (Submersid). Siguinn > m dos naturals, & € R” un obert, xg € U un
punti f: U — R una funcio6 diferenciable tal que df (a) sigui exhaustiva. Aleshores
direm que f és una submersié en x.

Observaci6 26.1.5. f és una submersio en xq si i només si rang(df (a)) = m.
Exemple 26.1.6. Volem veure que la projeccié canonica és una submersio.
Solucio. La projecci6 canonica ve definida com

m: RPYY — R?

(x;y) — x, (6.3.16)
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i per la definici6é de La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.12) trobem que la
seva diferencial és

[ I, pXx(p+q) ]

Aleshores per la definicié de Reduccié d’una matriu (5.2.11) trobem que aquesta té
rang p i per I’observaci6 26.1.5 tenim que & és una submersio. ¢

Proposicié 26.1.7. SiguinU C R" iV C R™ dos oberts,g: U — Vif:V — R?
dues submersions. Aleshores la funcié f o g és una submersio.

Demostracio. Per la La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.15) tenim que
d(f o g) =dgdf(g),

i per tant trobem que rang(d( f o g)) < min{rang(dg), rang(df(g))}, i per 'observacié
26.1.5 hem acabat. |

Teorema 26.1.8 (Teorema d’estructura local de les immersions). Siguin U C R”
un obert i f: U — R™ una immersio en un punt xg € U. Aleshores existeixen
dos oberts U C R" i V C R™ satisfent xo € U’ C U i existeix un difeomorfis-
meg:V «— g(U’) C R" isatisfent i(xg) € V tals que el diagrama

U’ _’) Vv
\ lg
f
Rm
és un diagrama commutatiu.

Demostracio. Denotem
f&x)=(fi(x)s ..oy fin(x))-

Per la definici6 de Immersions i submersions (26.1.1) trobem que n < m i per
I’observaci6 26.1.2 trobem que

df; i<n
rang(—af (xo>)i§;§m -
J

Aleshores tenim que existeix una permutacié o € S,, tal que

s 2|1 22 =

i per la proposicié 1.1.7 trobem que

1<i<n
det(axg(, (xc )))1<J<l’l

Denotem doncs
F(x) = (fo)(X)s- s fo(m)(x))
i tenim que
det(dF (xp)) # 0. (26.1)
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Considerem la funcié

g:R'XR"™" — R™
(x,y) F— F(x) +(0, ).

Tenim que g(x,0) = F(x), i per I’exemple 26.1.3 trobem que
(g 0i)(x) =g(x,0) = F(x).

Per la definici6 de La Matriu Jacobiana i la regla de 1a cadena (6.2.12) i la proposicié
6.2.13 tenim que

ok OFR
x| Oxp
: Onx(m—n)
oF, . OF,
— Ix ox
dg(X()) - aFn+ll - aF:,-H
Oxy Oxp,
: : L(m—n)x(m-n)
OFwm . OFm
L Ox; Oxp

Aleshores tenim que
det(dg(xo)) = det(dF (xo)),

iper (26.1) trobem que
det(dg(xo)) # 0,

i pel Teorema de la funci6 inversa (6.3.12) hem acabat. ]

Teorema 26.1.9 (Teorema d’estructura local de les submersions). Siguin U < R”
un obert i f: U — R™ una submersio en un punt xyg € U. Aleshores existeix un
obert U’ satisfent xg C U’ C U i existeix un difeomorfisme g: U «—— g(U’') C R"
tals que el diagrama

és un diagrama commutatiu.

Demostracio. Denotem

F) = (fix), ... fn(x)).

Per la definicié de Immersions i submersions (26.1.4) trobem que n > m i per
I’observaci6 26.1.5 trobem que

ofi :
rang(%(xo))%;;z’n =m
J

Aleshores tenim que existeix una permutacié o € S,,, tal que

afi 1<i
rang(axam (XO))I;S;” -
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i per la proposici6 1.1.7 trobem que

da( of; (mgyﬁﬁm £ 0.

axa'(j) 1<j<m

Denotem doncs

F(x) = (fo)(®)s. .., fom)(x))

itenim que
det(dF(xp)) # 0. (26.2)

Considerem la funcié

g:R" —R"
x +— (F(x),0) + (0, m2(x)).

Per I’exemple 26.1.6 trobem que
(m1 08)(x) =71 (F(x), m2(x)) = F(x).

Per la definicié de La Matriu Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.12) i 1a proposici6
6.2.13 tenim que

ok . oh ok .. ok

Ix1 Oxp, Ix) Oxp

OFm | Ofm by . OFwm

dg(x0) = | Fxpas Dxy el T
O(n—m)xn I(n—m)x(n—m)

Aleshores tenim que
det(dg(xo)) = det(dF (xo)),

iper (26.2) trobem que
det(dg(xp)) # 0,

i pel Teorema de la funcid inversa (6.3.12) hem acabat. |

26.1.2 Superficies

Definicié 26.1.10 (Superficie). Sigui S € R? un subconjunt tal que per atot p € S
existeix un entorn obert I/ C R3 de p i un difeomorfisme g: U — g(U) tal que

g(UNS) = g(U) N (R x {0}).
Aleshores direm que S és una superficie regular.

Teorema 26.1.11. Sigui S C R> un subconjunt. Aleshores S és una superficie si
i només si per a tot punt p € S existeixen un entorn obert U C R3 de p i una
submersié F: U — R tals que

SNU=F'({o}).
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Demostracio. Comencem veient que la condici6 és suficient (= ). Suposem doncs
que S és una superficie. Per la definicié de Superficies (26.1.10) trobem que que per a
tot p € S existeix un entorn obert U C R3 de p i un difeomorfisme g: U — g(U)
tal que

g(UNS) =g(U) N (R* x {0}). (26.3)

Considerem la funcié
F: YU —R
x > m3(g(x)).
Aleshores tenim que
F7'({0}) = g7 (=5 ({0})

=g~ (R? x {0})

=g '(g(1)) ng” (R? x {0})

=g N g(U) N R x{0)) =UNS, (26.3)

i hem acabat.

Veiem ara que la condici6 és necessaria ( < ). Suposem doncs que per a tot
punt p € S existeixen un entorn obert U C R? de p i una submersié F: U — R tals
que SNU = F~1({0}). Pel Immersions i submersions (26.1.9) tenim que peratot p € S
existeix un obert U’ satisfent xo C U’ C U i existeix un difeomorfisme g: U’ «—
g(U’") C R tals que per a tot x € U’ tenim

F(x) = (73 0 8)(x).
Per tant, si considerem 1’aplicaci6
G:U —R
X — F(x)
la restriccié de F en U’ trobem que per a tot x € U’ tenim
G(x) = (m308)(x),

i es satisfa
G'({oh =snu'. (26.4)

Aleshores tenim que
SnU =G ({0}) (26.4)
=¢ (5" ({0}))
= ¢ ' (R* x {0}),
i per tant tenim
gENU) =g(U)Ng(SNU’)
=g(U') Ngg™ (R* x {0}))
= g(U') N (B> x {0}),

i per la definicié de Superficies (26.1.10) hem acabat. O

431



26. SUPERFICIES

Exemple 26.1.12. Volem veure que un tor és una superficie
Solucié. Un tor de radi exterior R iradi interior r ve parametritzat per
x = (rcos(8) + R) cos(yp)
y = (rcos(8) + R) sin(¢)
z = rsin(6),
amb 0 € (0,27) i ¢ € (0,27). ¢

Definicié 26.1.13 (Carta local). Sigui S € R? un conjunti p € S un punt tals que
existeix un entorn obert U de p, un conjunt Q C R? i una aplicacié ¥: Q@ — SN U
que és una immersi6 i un homeomorfisme. Aleshores direm que Q amb W és una carta
local de p en S.

També direm que ¥ és una parametritzaci6 o parametritzacio local de S.

Teorema 26.1.14. Sigui S C R> un subconjunt. Aleshores S és una superficie si i
només si per a tot p € S existeix una carta local de p en S.

Demostracio. O

Exemple 26.1.15. Volem veure que si tenim S C R® una superficie i ¥: Q —
Y(Q) C S una immersié injectiva, aleshores Q amb ¥ és una carta local si i només
si¥: Q — Y(Q) és un homeomorfisme.

Solucio. O

26.1.3 Funcions diferenciables i I’espai tangent

Definici6 26.1.16 (Funci6 diferenciable). Siguin § C R3 una superficiei f: § — RF
una funci6 tal que per a tot p € S existeix una carta local Q amb ¥ satisfent p € ¥(Q)
tals que

fo¥: Q—s RF

és un difeomorfisme. Aleshores direm que f és diferenciable.

Teorema 26.1.17. Siguin S C R3 una superficie i Qi amb VP, i Qp amb ¥, dues
parametritzacions locals de S amb

Wi (Q1) NP2 (Q,) # 0.

Aleshores la funcio
P loW QN — QN

és diferenciable.

Demostracio. ]

Proposici6 26.1.18. Siguin S C R? una superficie, f: S — R¥ una funcié diferenci-
able i p € S un punt. Aleshores existeix un entorn obert U C R> de p i una funcié
diferenciable f: U —> RX tals que per a tot x € S N U tenim

[ = F0).

Demostracio. ]
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Definicié 26.1.19 (Funci6 diferenciable entre superficies). Siguin §; € R3i S, C R?
dues superficies i f: §; — R’ una funcié diferenciable. Aleshores diem que la
funci6 f: S «— S, és diferenciable.

Proposici6 26.1.20. Siguin S; C R? i S» C R3 dues superficies i f: S| —> S, una
funcio. Aleshores f és diferenciable si i només si existeixen dues cartes locals Q

amb ¥ i Qy amb ¥, de S i Sy, respectivament, satisfent que existeix un p € W1 (Qy)
i f(p) € ¥Y2(Qy) i tals que Iaplicacio

Plofol: QN — QN
és un difeomorfisme.

Demostracio. O

26.2 Primera forma fonamental

26.2.1 Espai tangent a una superficie

Definicié 26.2.1 (Vectors tangents). Siguin S C R? una superficie i p € S un punt.
Aleshores direm que el conjunt

Tp(S) ={a’(0) € R? | @ és una corba regular en S amb «(0) = p}
és ’espai tangent a S en p, i els elements de T, (S) s6n els vectors tangents a S en p.

Proposici6 26.2.2. Siguin S C R3 una superficie, p € S un punt i ¢(u,v) amb Q una
carta local de S en p. Aleshores

(eu(p), ov(P))

és una base de Tp,(S).

Demostracio. Per la definicié de Superficies (26.1.13) tenim que ¢ és una immersio,
i per I’observaci6 26.1.2 tenim que rang(de¢(p)) = 2, i per la definicié de La Matriu
Jacobiana i la regla de la cadena (6.2.12) tenim que

de(p) = (eu(p), ev(p)).

Per la definicié d’Espai tangent a una superficie (26.2.1) tenim que ¢,(p) i ¢, (p)
pertanyen a T, (S), i per tant tenim que (¢, (p), ¢, (p)) és una base de T, (S). O

Definicié 26.2.3 (Primera forma fonamental). Siguin S C R3 una superficiei p € S un
punt. Aleshores direm que 1’aplicaci6

I,: To(S)xTp(S) — R
(4, ¥) — (i, V)
és la primera forma fonamental de S en p.

Proposicié 26.2.4. Siguin S C R> una superficie i p € S un punt. Aleshores la primera
forma fonamental 1,, és una forma bilineal.
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Demostracié. Siguin i, V i w tres vectors de T, (.S). Aleshores
I, (d+V,w) = U +7V,w)
= (i, w) + (v, w) (1.1.4)

=1, (i, W) + L, (3, %),

I, (4, V+w) = U, v+w)
= (U, w) + (¥, w) (1.1.4)
=1, w)+1,(V,w).
Si prenem un escalar A € R trobem que
I, (A, V) = (A, V)
= i, V) (1.1.4)
=A1,(4, V).

1, (ii, A¥) = (ii, 17)

= A3, V) (1.1.4)
= A1, (4, V).
i per la definici6é de Definicions (1.1.1) hem acabat. O

Proposici6 26.2.5. Siguin S C R? una superficie parametritzada per ¢(u,v), p € S
un punt i i i V dos vectors de T, (S). Aleshores

oo a1 {eu(p)eu(p))  {eu(p),ov(p)) |-
Lp(.v) = [wv(p),gou(p» <sov(p),¢v<p>>]v'

Demostracio. Aquest enunciat té sentit per la proposicié 26.2.4. Tenim que existeixen
quatre reals A, B, C, D € R tals que

1,(@,7) =" [2‘ g]a.
Per la proposici6 26.2.2 tenim que (¢, ¢,) és una base de T, (S), i per tant
i=umeu(p) +uzpv(p), i V=vigu(p) +v2eu(p),
i per tant en la base (¢, ¢,) tenim
i=(up,up) i V=(v, ).

Aleshores obtenim que

I, (i, V) = (ii(p), v(p))
= u1vi{eu(p), u(p)) + uva{eu(p), ¢v(p))+
+uzvi{@u(p), ov(p)) + uz2valev(p), ev(p)),
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i tenim que

~r|A Bl
uT[C D]v=u1v1A+u1sz+u2v1C+u2v2D,

i per tant trobem que

A ={pu(p), eu(p)), B=C=(pu(p)ev(p)) i D={pv(p).ev(p)). O

Notaci6 26.2.6 (Primera forma fonamental). Denotarem

E(u,v) F(u,v)| _

I _ (SDM,SDM> (‘Pu"Pv>
$w) TV F(u,v) Gu,v)|

(v, 0u)  {pv, )|

Exemple 26.2.7. Volem calcular la primera forma fonamental d’una esfera parame-
tritzada per
Y(0, ¢) = (sin(0) cos(y), sin(H) sin(¢), cos(6)).

Solucio. Calculem

Yy (0, ) = (cos(0) cos(p), cos(0) sin(g), —sin(6))

Wy (8, ¢) = (—sin(0) sin(¢p), sin(8) cos(y), 0).
Aleshores tenim
E=(¥5,¥)=1, F=(¥5,¥,)=0 i G=(¥,,¥,)=sin’(0),

i per tant

oo
10 sin?(0)

. ¢

26.2.2 Longitud d’una corba

Proposici6 26.2.8. Siguin S C R3 una superficie, ¥(u,v) amb Q una carta local de S
i & una corba en ¥ (Q). Aleshores

Sa(10)(2) = / t VEu' (7)2 + 2Fuw’ (t)v' (1) + Gv/(1)? dr.

Demostracio. Com que « esta continguda en ¥(Q) tenim que existeixen dues funci-
ons u(t), v(t) tals que
a(r) =¥ (u(r),v(1).
Calculem
a'(t) = u' () pu(u,v) + V' (1) gy (u,v),
i tenim que

e’ (DNl = V{a’ (2), (1))
=&’ ()71, e’ (1)

E F|[w®)]
:\/[u’(t) v’(t)][F GHZEQ

435






CapriTOL

Calcul vectorial

27.1 Formes diferencials i integracio

27.1.1 Camps vectorials diferenciables

Definicié 27.1.1 (Espai tangent a R™). Sigui p € R" un punt. Aleshores definim el
conjunt
Tp(R") ={(p.V) |V eR"}

com ’espai tangent a R" en p.
Proposicié 27.1.2. Siguin, per a tots i, v € R" i 1 € R,

(p, i) +(p,V) = (p,ii+V) i  Ap,V)=(p,AV)
dues operacions sobre T\, (R"). Aleshores T, (R") és un espai vectorial.
Demostracio. O
Observacié 27.1.3. Sigui E un R-espai vectorial de dimensié n. Aleshores

E =T,R").

Demostracio. m]

Definicié 27.1.4 (Camp vectorial diferenciable). Siguin ¢ € R" un oberti p € U un
punt. Aleshores direm que una v aplicacié de la forma

viU — T,[R")
pr—v(p)

amb v € C®(U) és un camp vectorial diferenciable sobre U o que v és un camp
vectorial sobre U.

Exemple 27.1.5. Sigui (éi,...,¢,) la base canonica d’un R-espai vectorial de
dimensio n. Volem veure que I’aplicacio
Ei(p) = (p,€)

és un camp vectorial.
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Solucio. O

Proposicié 27.1.6. Siguin U C R"™ un obert i p € U un punt. Aleshores els
vectors (E1(p), ..., En(p)) son una base de T, (R").

Demostracio. O

27.1.2 L’espai de camps vectorials

Definici6 27.1.7 (Espai de camps vectorials). Sigui ¢ € R” un obert. Aleshores direm
que el conjunt

X(U) ={v € C”(U) | v és un camp vectorial sobre U}
és I’espai de camps vectorials sobre U.
Exemple 27.1.8. Sigui h € C*(U) una funcio. Aleshores Vh € X(U).
Demostracio. O
Proposicié 27.1.9. El conjunt X(U) és un espai vectorial.
Demostracio. O

Definicié 27.1.10 (Producte d’una funcié i un camp vectorial). Siguin & € C*(U)
una funcié i v € X(U) un camp vectorial. Aleshores definim el producte de & i v com
I’operaci6 - que satisfa

(h-v)(p) = h(p)v(p).

Observacio 27.1.11. Es satisfa que h - v € C®(U).

Proposicié 27.1.12. Siguin h € C*(U) una funcio i vy, vo € X(U) dos camps
vectorials. Aleshores

(- (vi+v2)(p) = (h-vi)(p)+ (h-v2)(p).
Demostracio. O

Proposici6 27.1.13. Siguin h, g € C*(U) dues funcionsiv € X(U) un camp vectorial.
Aleshores

((h+g)-v)(p)=(h-v)(p)+(g-v)(p).
Demostracio. O

Proposicio 27.1.14. Siguin h € C*(U) una funcié i vy, vo € X(U) dos camps
vectorials. Aleshores

(h(v1v2))(p) = ((hv1)v2)(p).

Demostracio. O

27.1.3 Producte escalar de camps vectorials

Definici6 27.1.15 (Producte escalar de camps vectorials). Siguin vy, v, € X(U) dos
camps vectorials. Aleshores definim el producte escalar de v; i v, com I’aplicacié que
satisfa

(vi,v2)(p) = (vi(p), v2(p))-
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27.1.4 Derivada de Lie

Definicié 27.1.16 (Derivada de Lie). Siguin & € C*(U) una funcié i v € X(U) un
camp vectorial. Aleshores direm que

Ly(f) ={v.Vh)

és la derivada de Lie de f sobre v en p.
Aquesta definici6 té sentit per 1’exercici 27.1.8.

Definicié 27.1.17 (Part vectorial d’un camp). Sigui v € X(U) un camp vectorial. Per
la definicié Camps vectorials diferenciables (27.1.4) i d’Camps vectorials diferenciables
(27.1.1) tenim que existeix una funci6 ¥ sobre U tal que

v(p) = (p,V(p)).

Aleshores direm que v és la part vectorial de v.

Lema 27.1.18. Siguin h € C*(U) unafunciciv € X(U) un camp vectorial. Aleshores

oh
L,(h = — .
(NP) = 50 )
Demostracio. O
ury

27.1.5 Corbes integrals
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Sistemes autonoms al pla

28.1 Sistemes no integrables

28.1.1 Comportament limit de les orbites

Definicié 28.1.1 (Conjunts w-limit i @-limit). Sigui ¢, : R — R I’0rbita d’un punt
x € R"™. Aleshores definim

w(x) = {y € R" | existeix (#,)nen amb ¢, "5 foo tal que ¢y (t,) =3 y}
com el conjunt w-limit de x i
a(x) = {y € R" | existeix (f,)nen amb z, % _cotal que @y (t,) by v}
com el conjunt a-1{mit de x.
Observacié 28.1.2. Siguin x € R" un punt i
x=fx) i x=-f(x)

dues equacions diferencials. Aleshores el conjunt w-limit de x en la primera equacio
diferencial és el conjunt a-limit de x en la segona equacio diferencial i, analogament,
el conjunt a-limit de x en la primera equacié diferencial és el conjunt w-limit de x en
la segona equacié diferencial.

Definicio 28.1.3 (Conjunts invariants). Sigui ¢, 1’0rbita d’un punt x € R". Aleshores
definim

Yrx) ={ex () [t =20}, ¥y (x)={ex(0) [t <0} i y(x)=y"(x)Uy (x),

i direm que un conjunt C C R" és positivament invariant si per a tot y € C tenim que
v*(y) € C, que és negativament invariant si per a tot y € C tenim que y~(y) € C i
que és invariant si per a tot y € C tenim que y(y) C C.

Teorema 28.1.4. Siguin X = f(x) una equacio diferencial sobre R", K un compacte
de R" i p € R" un punt tals que y*(x) C K. Aleshores

1. wx) #0.
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2. w(x) és un tancat.
3. w(x) = w(px(t)) peratott € R.
4. w(x) és connex.
Demostracié. Comencem veient el punt (1). Per hipotesi tenim que y*(x) c K. Ara

bé, tenim que ¢, (0) = x € y*(x), i per tant x € K i tenim que K # 0. O

28.1.2 Teorema de Poincaré-Bendixson

Definicio 28.1.5 (Secci6 transversal). Siguin X = f(x) una equacié diferencial sobre
un obert U C R? i ¥ C U una corba tal que per a tot x,y € X es satisfa f(x) = f(y).
Aleshores direm que X és una secci6 transversal de I’equaci6 diferencial.

Definicio 28.1.6 (Aplicaci6 de retorn). Siguin x = f(x) una equaci6 diferencial sobre
un obert U C R?i A C U un conjunt tals que per a tot p € A punt regular i tota seccié
transversal X C A existeix un entorn V € U de p tal que per a tot x € £ NV existeix
un ¢ # 0 tal que ¢, (f) € £Z N V. Aleshores direm que A admet una aplicacié de retorn.

Definicié 28.1.7 (Grafic). Siguin x = f(x) una equacié diferencial sobre un obert
U C R?i A C U un conjunt invariant que conté punts regulars i punts critics tal que
per a tot punt x € A tenim a(x) = {p} i w(x) = {q} per a certs punts critics p, g € A, i
tals que A admet una aplicacié de retorn. Aleshores direm que A és un grafic.

Teorema 28.1.8 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Siguin x = f(x) una equacio
diferencial en Q C R? amb un nombre finit de punts critics i K C Q un compacte tal
que y*(x) C K. Aleshores

1. si w(x) només conté punts critics tenim que w(x) = {p}.

2. si w(x) conté punts critics i punts regulars tenim que w(x) és un grdfic.

3. si w(x) no conté punts critics tenim que w(x) és una orbita periodica.
Demostracio. O

Teorema 28.1.9. Sigui ¢: R —> R? una orbita periodica d’una equacié diferencial
X = f(x). Aleshores existeix un p € Int(¢(R)) tal que p és un punt critic.

Demostracio. ]

28.1.3 Criteri de Bendixson-Dulac

Teorema 28.1.10 (Criteri de Bendixson-Dulac). Demostracio. |
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Equacions en derivades parcials

29.1 Equacions en derivades parcials de primer ordre

29.1.1 Equacié general de primer ordre

Definici6 29.1.1 (Equacié en derivades parcials de primer ordre). Siguin Q C R?"*!
un oberti F: Q — R una funcid. Aleshores, denotant

direm que I’expressio
Fxp,.oo,xn,u(x),u;(x),...,u,(x)) =0
€s una equaci6 en derivades parcials de primer ordre sobre Q.

Definicié 29.1.2 (Solucié d’una equaci6 en derivades parcials). Siguin
F(.X[, s ’xmu(x), I/[[(.x), v ’uﬂ(x)) = O

una equaci6 en derivades parcials de primer ordre sobre un obert Qi ®(x): Q — R
una funcié de classe C2(Q) tal que

F(xi,...,x,,®x),®P(x),...,®P,(x))=0

per a tot x € Q. Aleshores direm que @ és una solucié de 1’equaci6 en derivades
parcials.

29.1.2 Equacions quasi-lineals de primer ordre

Definicié 29.1.3 (Equacié quasi-lineal). Siguin Q C R" X R un obert, {Pi}fi | una
familia de funcions de Q aR i R: Q — R una funcié. Aleshores direm que I’expressio

N

2 (Pitrnon 52 = R

i=1

€és una equacié diferencial quasi-lineal de primer ordre.
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Exemple 29.1.4. Exemples d’equacions quasi-lineals son, amb K > 0, I’equacio de la
calor

Pu_on

0x2 ot
o l’equacio de la corda vibrant

0’u B 0%u

oax2 a2’

mentre que exemples d’equacions en derivades parcials que no siguin quasi-lineals
son I’equacio no lineal de la calor

8%u ou
Z - K=
0x? +fw ot
o la llei de la conservacio escalar

ou(t) . _
TH +div(f(u(r))) =0.
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